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Erster  Abschnitt, 

Grundbegriffe  und  Grundgesetze  der  Mechanik. 


Capilei  I. 
Einleitung. 

§  l. 

Mechanik,  Geometrie,  Physik. 

Die  Mechanik  ist  die  Lehre  von  den  Wirkungen  der  Kräfte. 

Die  Wirkungen  der  Kräfte  bestehen  darin :  Körper-Bewegungen 
hervorzubringen  oder  zu  vernichten,  Aenderungen  in  den  Be- 
wegungszuständen  der  Körper  hervorzubringen,  oder  das  Zustande- 
kommen solcher  Aenderungen  zu  verhindern. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  aufgefasst  werden  als 
Aenderungen  räumlicher  Grössen.  Bei  der  Bewegung  eines  Körpers 
ändern  sich  die  Entfernungen  seiner  Punkte  von  anderen  Punkten, 
und  mit  diesen  Längen  -  Grössen  ändern  sich  zugleich  andere 
Raumgrössen,  welche  nach  geometrischen  Gesetzen  mit  denselben 
verknüpft  sind.  Soweit  ausschliesslich  die  räumlichen  Beziehungen 
zwischen  diesen  Raumgrössen -Aenderungen  dabei  berücksichtigt 
werden,  fallt  die  Lehre  von  den  Bewegungen  der  Körper  in  das 
Gebiet  der  reinen  Geometrie. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  auch  aufgefasst  werden 
als  Zeit- Aenderungen,  insofern  während  der  Bewegung  eines  jeden 
Körpers  eine  gewisse  Zeitgrösse  verfliesst,  und  jedem  Werthe  der 
dabei  sich  ändernden  Raumgrössen  ein  bestimmter  Zeitpunkt  ent- 
spricht. Die  Untersuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen 
jenen  geometrischen  Aenderungen  und  den  sie  begleitenden  Zeit- 
Aenderungen  stattfinden,  bildet  den  Inhalt  der  „geometrischen 
Bewegungslehre",  einer  Wissenschaft,  welche  als  Anhang  und  Er- 

Rilter,  Mechanik.  X 
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Weiterung  der  Geometrie  betrachtet  werden  kann,  und  welche  den 
Uehergang  von  der  Geometrie  zur  Mechanik  als  Zwischenglied 
vermittelt     . 

Die  Mechanik  geht  in  ihren  Untersuchungen  noch  um  einen 
Schritt  weiter,  indem  sie  ausser  jenen  Raum-  und  Zeit-Aenderungen 
auch  die  physikalischen  Ursachen  und  Gesetze  der  Bewegungen 
in  das  Gebiet  ihrer  Untersuchungen  hineinzieht.  Sie  stellt  sich 
die  Aufgabe:  nach  geometrischen  und  physikalischen  Principien 
die  Bewegungen  der  Körper  aus  ihren  Ursachen  zu  erklären. 

Die  Mechanik  ist  daher  eine  Wissenschaft,  welche  zum  Theil 
auf  geometrischen,  zum  Theil  auf  physikalischen  Grundlagen 
beruht. 

Aufgabe  der  Physik  ist  es:  überall  in  der  Natur  dem  Vor- 
kommen und  Ursprünge  der  Kräfte  nachzuforschen,  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  äusseren  Umständen  die  Kräfte  in  der 
Natur  auftreten,  von  welchen  Ursachen  Grösse  und  Richtung  der- 
selben abhängen,  nach  welchen  Gesetzen  sie  auf  die  Bewegungen 
der  Körper  einwirken. 

Die  Mechanik  dagegen  hat  es  nicht  mit  dem  Ursprünge, 
sondern  lediglich  mit  der  Wirkung  der  Kräfte  zu  thun.  Sie 
nimmt  die  Kräfte  ihren  Grössen  und  Richtungen  nach  als  gegeben 
an  und  untersucht  auf  Grundlage  der  von  der  Geometrie  und 
Physik  ermittelten  Gesetze :  wie  die  Bewegungszustände  der  Körper 
durch  sie  verändert  werden.  Als  Endziel  der  Mechanik  ist  die 
allgemeine  Beantwortung  der  Frage  zu  betrachten:  „Wenn  be- 
liebige gegebene  Kräfte  —  gleichviel,  welchen  Ursprung  sie  haben 
mögen  —  auf  beliebige  gegebene  Körper  wirken,  welche  Bewegungen 
gehen  daraus  hervorV44 

Die  Möglichkeit  einer  allgemeinen  Lösung  dieses  Problems 
beruht  auf  der  erfahrungsmässig  feststehenden  Tbatsache:  dass 
die  Wirkungen  der  Kräfte  in  gewissem  Grade  unabhängig  sind 
von  der  Qualität  ihres  Ursprungs  und  von  der  Qualität  der  be- 
wegten Körper,  dass  sie  vielmehr  ausschliesslich  abhängen  von 
gewissen  Zuständen  und  Eigenschaften,  die  sich  als  messbare 
Grössen  definiren  lassen,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  diesen 
quantitativen  Ursachen  und  ihren  Wirkungen  von  gewissen  ein- 
fachen Gesetzen  beherrscht  wird,  welche  —  soweit  unsere  Erfah- 
rungen reichen  —  für  alle  Arten  von  Kräften,  für  alle  Arten  von 
Körpern,  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  unveränderlich  die- 
selbe Geltung  behalten. 
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Diese  Grundgesetze  der  Mechanik  dürfen  nicht  als  not- 
wendige Verstandeswahrheiten  aufgefasst  werden  gleich  denjenigen 
Gesetzen,  durch  welche  die  Lehrsätze  der  reinen  Mathematik  mit 
den  ihr  zum  Grunde  gelegten  Definitionen  der  Grössenbegriffe 
verknüpft  sind.  Sie  sind  vielmehr  als  Naturgesetze  zu  betrachten, 
zu  deren  Kenntniss  wir  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  gelangen 
konnten,  als  physikalische  Hypothesen,  zu  deren  Rechtfertigung 
nur  geltend  gemacht  werden  kann :  dass  alle  aus  ihnen  abgeleiteten 
Folgerungen  von  der  Erfahrung  bestätigt  werden. 

Die  Kenntniss  dieser  Naturgesetze  reicht  hin,  um  das  oben 
aufgestellte  allgemeine  Problem  in  ein  rein  mathematisches  zu 
verwandeln.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  besteht  darin:  aus  diesen 
mechanischen  Grundgesetzen  mit  Hülfe  mathematischer  Unter- 
suchungen gewisse  Lehrsätze  und  Regeln  abzuleiten,  nach  welchen 
das  Verhalten  der  Körper  unter  Einwirkung  von  Kräften  in  ge- 
gebenen speciellen  Fällen  im  Voraus  sich  bestimmen  lässt 

Eine  mathematische  Untersuchung  und  Behandlung  mecha- 
nischer Vorgänge  setzt  indessen  als  unerlässliche  Bedingung  vor- 
aus, dass  alle  diejenigen  Zustände  und  Eigenschaften,  welche  bei 
den  Bewegungen  der  Körper  und  bei  den  Wirkungen  der  Kräfte 
in  Betracht  kommen,  zuvor  als  messbare  Grössen  definirt  werden. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  die  Notwendigkeit:  dem  eigentlichen 
Inhalte  der  Mechanik  gewisse  Grössen -Definitionen  und  Begriffs- 
Erklärungen  voranzustellen,  welche  zum  Theil  dem  Gebiete  der 
geometrischen  Bewegungslehre  angehören,  zum  Theil  aber  auf  die 
physikalischen  Grundbegriffe  der  Bewegungslehre  Bezug  haben. 
Zu  den  ersteren  gehören  die  Begriffe  Geschwindigkeit,  Beschleuni- 
gung, Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen,  zu  den 
letzteren  die  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

§  2. 
Begriff  des  materiellen  Punktes. 

Die  Grundbegriffe  der  Mechanik  können  nicht  erklärt  werden, 
ohne  dass  dabei  von  Bewegungen  die  Rede  ist,  folglich  auch  von 
Gegenständen,  die  sich  bewegen.  Die  einfachste  Form,  unter 
welcher  ein  sich  bewegender  Gegenstand  gedacht  werden  kann, 
ist  der  geometrische  Punkt;  und  soweit  es  sich  lediglich  um  die 
Grundbegriffe  der  geometrischen  Bewegungslehre  handelte,  würde 
die  Erklärung  derselben  am  einfachsten  angeknüpft  werden  können 
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an  die  Bewegung  des  geometrischen  Punktes.  Da  indessen  der 
weitere  Verlauf  der  Untersuchungen,  namentlich  die  Entwickelung 
der  physikalischen  Grundbegriffe,  es  ohnehin  erforderlich  machen 
wird,  den  sich  bewegenden  Gegenstand  als  physikalisches  Object 
aufzufassen,  so  empfiehlt  es  sich,  von  vornherein  die  Erklärung 
der  Grundbegriffe  anzuknüpfen  an  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes,  zu  dessen  Begriffe  die  nachfolgenden  Betrachtungen  führen. 
Um  die  Bewegung  irgend  eines  Körpers  mit  vollkommener 
Genauigkeit  zu  bestimmen,  müsste  man  die  Bewegung  jedes  ein- 
zelnen seiner  Theile  bestimmen.  So  lange  man  sich  einen  solchen 
Theil  noch  als  ausgedehnt,  also  wiederum  aus  Theilen  zusammen- 
gesetzt, denkt,  so  lange  also  noch  von  verschiedenen  Stellen  inner- 
halb desselben  die  Rede  sein  kann,  würde  für  den  Theil  aber- 
mals dasselbe  gelten,  was  für  das  Ganze  galt.  Man  müsste  sich 
also  die  Theilung  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  denken  und  die 
Bewegung  jedes  einzelnen  dieser  unendlich  kleinen  Theile  be- 
stimmen. Da  eine  solche  Theilung  in  Gedanken  wenigstens  aus- 
geführt werden  kann,  so  ist  es  zulässig,  von  den  kleinsten  Theilen 
des  Körpers  wie  von  Punkten  zu  reden,  in  deren  jedem  eine  un- 
endlich kleine  Menge  von  Materie  ihren  Sitz  hat,  und  die  man 
deshalb  „materielle  Punkte  *  nennt. 

Wie  weit  eine  solche  Auffassung  der  Wirklichkeit  entspricht,  ob  die 
Zahl  der  materiellen  Theile,  aus  welchen  ein  Körper  besteht,  wirklich  eine 
unendlich  grosse,  oder  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ist,  welche  Beschaffenheit 
ferner  diese  kleinsten  Theile  haben:  darüber  fehlt  uns  bislang  jede  nähere 
Kenntniss.  Zwar  lehren  Physik  und  Chemie:  dass  ein  jeder  Körper  höchst 
wahrscheinlich  eine  bestimmte  endliche  Zahl  von  kleinsten  Theilen,  sogenannten 
Atomen,  enthält,  welche  bisher  weder  durch  mechanische  noch  durch  chemische 
Mittel  in  noch  kleinere  Theile  zerlegt  werden  konnten.  Doch  sind  wir  keines* 
wegs  zu  der  Behauptung  berechtigt,  dass  hiermit  schon  die  Grenze  der  Theil- 
barkeit  wirklich  erreicht  tfei.  Vielmehr  deuten  manche  Erscheinungen  der 
Electricität ,  des  Magnetismus  und  des  Lichtes  auf  die  Möglichkeit  hin,  dass 
ein  solches  chemisches  Atom  noch  der  Schauplatz  sehr  verwickelter  mecha- 
nischer Vorgänge  sein  könne.  So  lange  nicht  weitere  Forschungen  der  Chemie 
und  Molecular-Physik  mehr  Licht  Über  diesen  Gegenstand  verbreiten,  so  lange 
es  namentlich  der  Lehre  von  den  sogenannten  „Imponderabilien"  nicht  gelingt, 
die  dunklen  Beziehungen  der  Materie  zu  dem  raumerfüllenden  Aether  weiter 
aufzuklären,  muss  diese  Frage  einstweilen  offen  gelassen  werden.  Für  die 
Mechanik  ist  es  —  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft 
wenigstens  —  vorderhand  gleichgültig,  ob  man  die  Materie  eines  Körpers  au« 
ttbr  vielen,  oder  aus  wundllcli  vielen  Theilen  bestehend  annehmen  will. 

Man  denkt  sich  also  die  Körper  zusammengesetzt  aus  ein- 
zelnen materiellen  Punkten,  die  auf  irgend  eine  Art  mit  einander 
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verbanden  sind,  und  gelangt  auf  diese  Weise  zu  dem  Begriffe 
eines  „Systems  von  materiellen  Punkten".  Um  die  Bewegung  eines 
solchen  Systems  genau  zu  bestimmen,  muss  man  die  Bewegung 
jedes  einzelnen  materiellen  Punktes  in  demselben  bestimmen. 

Die  Bahnlinien,  welche  die  einzelnen  materiellen  Punkte  bei 
der  Bewegung  eines  solchen  Systems  beschreiben,  werden  im 
Allgemeinen  von  einander  verschieden  sein.  Doch  giebt  es  viele 
Fälle,  in  denen  diese  Unterschiede  (z.  B.  wegen  Kleinheit  des 
Körpers)  sehr  unbedeutend  sind,  und  kommen  unter  den  Anwen- 
dungen der  Mechanik  überdies  häufig  Aufgaben  vor,  bei  denen 
es  von  keinem  Interesse  ist  und  gar  nicht  verlangt  wird,  die 
Bewegung  in  allen  ihren  Einzelheiten  zu  erforschen,  bei  denen 
man  vielmehr  nur  darauf  ausgeht,  die  Bewegung  eines  Körpers 
im  Grossen  und  Ganzen  zu  bestimmen,  ohne  auf  die  Bewegungs- 
unterschiede der  einzelnen  Theile  weiter  Rücksicht  zu  nehmen. 
In  solchen  Fällen  ist  es  zulässig,  den  ganzen  Körper  —  welche 
Form  und  Grösse  er  übrigens  haben  möge  —  wie  einen  einzelnen 
materiellen  Punkt  zu  behandeln,  in  welchem  die  ganze  Materie 
des  Körpers  ihren  Sitz  hat,  und  die  Bahn  seiner  Bewegung  als 
eine  Linie  anzusehen. 

So  wird  z.  B.  häufig  die  Bewegung  einer  Kanonenkugel,  oder  gar  eines 
ganzen  Weltkörpers  durch  eine  einfache  Linie  dargestellt,  ebenso  auf  Eisen- 
bahnkarten die  Bewegung  eines  ganzen  Eisenbahnzuges,  auf  Seekarten  die 
Bewegung  eines  ganzen  Seeschiffes  als  Linie  verzeichnet,  weil  in  einer  grossen 
Zahl  von  Fällen  nach  den  speciellen  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Körper  gar  nicht  weiter  gefragt  wird. 

Man  behält  sich  dabei  vor,  diese  gröbere  Anschauungsweise 
sofort  fahren  zu  lassen  und  solche  Körper  wiederum  als  Systeme 
von  materiellen  Punkten  zu  behandeln  —  wie  es  der  exacteren 
Auffassung  entspricht  —  sobald  die  grössere  Bestimmtheit  der 
Fragestellung  dies  erfordert. 

Der  Lehre  von  der  Bewegung  eines  Systems  von  materiellen 
Punkten  muss  die  Lehre  von  der  Bewegung  des  einfachen  mate- 
riellen Punktes  vorangehen.  Unter  einem  einfachen  materiellen 
Punkte  kann  man  sich  einen  beliebigen  Körper  denken,  bei 
welchem  entweder  seiner  Kleinheit  wegen  oder  aus  Gründen,  die 
in  der  Natur  der  Aufgabe  liegen,  es  nicht  erforderlich  ist,  auf 
seine  räumliche  Ausdehnung  Bücksicht  zu  nehmen,  den  man  des- 
halb ansehen  darf  als  einen  geometrischen  Punkt,  begabt  mit  den 
quantitativen  und  qualitativen  Eigenschaften  der  in  ihm  vereinigt 
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gedachten  Materie,  dessen  Bahn  daher  als  eine  geometrische  Linie 
betrachtet  werden  darf. 

Es  ist  zur  Erklärung  der  Grundbegriffe  nothwendig,  die  Be- 
wegungen der  Körper  zunächst  aus  diesem  vereinfachenden  Gesichts- 
punkte aufzufassen,  weil  andernfalls  die  unendliche  Mannigfaltigkeit 
in  den  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  eines  Körpers  jedesmal 
mit  in  Betracht  kommen  und  zu  einer  endlosen  Reihe  von  Fragen 
Veranlassung  bieten  würde. 


Capilel  IL 

Entwickelnng  der  Begriffe  Geschwindigkeit  und 

Beschleunigung. 

§  3. 

Geometrische  Darstellung  der  Bewegungen. 

Wenn  man  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  aus  ihren 
Ursachen  erklären  will,  so  muss  man  sich  zunächst  eine  klare 
Vorstellung  verschaffen  von  allem  Denjenigen,  was  dazu  gehört, 
um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  charakterisiren. 

Es  sei  —  um  mit  dem  einfachsten  Falle  anzufangen  —  eine 
geradlinige  Strecke  AB  (Fig.  1)  als  Bahnlinie  eines  materiellen 
Punktes  gegeben  (z.  B.  eine  bestimmte  Eisenbahnstrecke ,  auf 
welcher  ein  Eisenbahnwagen  sich  bewegt),  auch  die  Art  und  Weise 
genau  bekannt,  in  welcher  die  Bahn  von  dem  materiellen  Punkte 
durchlaufen  wurde,  und  die  Forderung  gestellt:  man  solle  von 
dieser  Bewegung  eine  Beschreibung  liefern,  die  so  beschaffen  ist, 
dass  ein  Anderer,  der  von  dieser  Bewegung  Nichts  wusste,  eine 
vollkommen  deutliche  Vorstellung  von  dieser  Bewegung  daraus 
sich  bilden  könne.  Diese  Aufgabe  kann  auf  folgende  Weise  ge- 
löst werden. 

Angenommen:  dass  ein  Beobachter  mit  allen  Hülfsmitteln 
zur  Beobachtung  von  Längen-  und  Zeit -Grössen  versehen,  den 
materiellen  Punkt  in  seiner  Bewegung  verfolgt  und  für  jeden 
Zeitpunkt  den  Ort  des  materiellen  Punktes  oder  die  bereits  zu- 
rückgelegte Wegelänge  beobachtet  und  notirt  habe;  oder  —  noch 
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Fig.  1. 


besser  —  angenommen:  dass  mehrere  Beobachter  sich  zu  diesem 
Zwecke  vereinigen,  längs  der  Bahnstrecke  sich  aufstellen  und  mit 
der  Uhr  in  der  Hand  ein  Jeder  den  Zeitpunkt  beobachten,  in 
welchem  der  materielle  Punkt  an  seinem  Beobachtungsposten  vor- 
übergeht Das  Gesammt-Resultat  aller  dieser  Beobachtungen  lässt 
sich  auf  folgende  einfache  Weise  bildlich  darstellen. 

Man  zeichne  eine  gerade  Linie 
ab  (Fig.  1),  welche  ebenso  viele 
Längeneinheiten  als  die  ganze 
Dauer  dßr  Bewegung  Zeit -Ein- 
heiten enthält,  z.  B.  so  viele 
Meter  als  die  Zeit  Secunden  ent- 
hält Jeder  Theil  dieser  Linie 
ab  kann  dann  als  Repräsentant 
eines  Zeitabschnitts,  jeder  Punkt 
derselben  als  Repräsentant  eines 
bestimmten  Zeitpunktes  ange- 
sehen werden.  Es  sei  m  derjenige  Zeitpunkt,  in  welchem  der 
materielle  Punkt  die  Stelle  M  der  Bahn  erreichte.  Man  errichte 
in  dem  Punkte  m  das  Perpendikel  mp  und  mache  dasselbe  gleich 
AM;  ebenso  wenn  n  der  Zeitpunkt  ist,  in  welchem  der  materielle 
Punkt  an  die  Stelle  N  der  Bahn  gelangte,  so  errichte  man  in  n 
das  Perpendikel  nv  =  AN  und  verfahre  auf  gleiche  Weise  in 
Bezug  auf  die  übrigen  Zeitpunkte.  Je  grösser  die  Zahl  der 
Beobachtungen  war,  um  so  mehr  wird  dann  die  auf  solche  Art 
gefundene  Punkten -Reihe  \t,  v  ....  die  Form  einer  zusammen- 
hängenden Linie  ajivß  annehmen,  welche  für  jeden  Zeitpunkt 
den  zugehörigen  Ort  des  materiellen  Punktes  anzeigt,  und  in  ihrer 
Form  das  Gesetz  der  ganzen  Bewegung  veranschaulicht.  Im  Be- 
sitze einer  solchen  Zeichnung  kann  man  nachher  jede  Frage, 
welche  in  Betreff  der  Art  der  Bewegung  sich  stellen  lässt,  sogleich 
beantworten,  und  der  oben  gestellten  Forderung  ist  damit  voll- 
kommen genügt. 

Wie  sich  auf  diese  Weise  jede  beliebige  gegebene  Bewegung 
geometrisch  veranschaulichen  lässt,  so  kann  man  auch  umgekehrt 
eine  beliebige  gegebene  Linie  a  ß  als  geometrische  Darstellung 
einer  noch  unbekannten  Bewegung  ansehen  und  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen:  aus  dieser  geometrischen  Darstellung  das  Gesetz 
und  die  Eigenschaften  der  unbekannten  Bewegung  abzuleiten. 
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Fig.  2. 


§4. 

Gleichförmige  Bewegung. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Aufgabe,  wenn  die  geo- 
metrische Darstellung  der  zu  untersuchenden  Bewegung   in  Form 

einer  geraden  Linie  aji  gegeben 
ist  (Fig.  2).  Man  erkennt  aus 
der     Figur    sogleich:     dass    die 

Linie    b$    die   ganze   Länge   des 

Weges  und  die  Linie  a  b  die 
ganze  Dauer  der  Bewegung  dar- 
stellt, ferner:  dass  die  während 
der  Zeit  am  =—  t  zurückgelegte 
Wegeslänge  in  jl  =  *  war. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  am  ja  und  ab$ 
folgt  die  Gleichung: 

JL  =  i? 

welche  nicht  nur  für  den  beliebig  gewählten  Zeitpunkt  m,  sondern 
auch  für  jeden  anderen  Zeitpunkt  gültig  ist.  Die  Bewegung  ist 
daher  so  beschaffen:  dass  das  Verhältniss  der  zurückgelegten 
Wegeslänge  zu  der  verflossenen  Zeit  für  jeden  Zeitpunkt  den- 
selben Werth  hat,  oder:  dass  die  verflossenen  Zeiten  sich  stets 
verhalten  wie  die  in  diesen  Zeiten  zurückgelegten  Wegeslängen. 
Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmige  Bewegung  genannt. 

Jene  Verhältnisszahl  — ,   oder  die  zurückgelegte  WTegeslänge 

dividirt  durch  die  Anzahl  der  dazu  verbrauchten  Zeiteinheiten, 
stellt  die  Wegeslänge  dar,  welche  in  jeder  einzelnen  Zeiteinheit 
zurückgelegt  wurde,  und  diese  Wegeslänge  wird  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  genannt. 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  mit  c, 
so  lässt  sich  das  Gesetz  der  Bewegung  durch  die  Gleichung  dar- 
stellen : 

1)     -—  =  c    oder    s  =  c  .  t. 

Die  Kenntniss  der  Geschwindigkeit  c  reicht  also  hin,  um  für 
jeden  Zeitpunkt  die  zurückgelegte  Wegeslänge  zu  bestimmen. 


Gleichförmige  Bewegung. 


In  der  geometrischen  Darstellung  erscheint  die  Geschwindig- 
keit c  als  Tangente  des  Winkels  ot,  den  die  Linie  aß  mit  der 
Zeitlinie  ab  einschliesst.  Man  kann  also  au  dem  grösseren  oder 
geringeren  Steigungsverhältniss  der  Linie  aß  die  grössere  oder 
geringere  Geschwindigkeit  der  dargestellten  Bewegung  erkennen 
und  da,  wo  mehrere  Bewegungen  zusammen  in  einer  Figur  dar- 
gestellt sind,  sofort  die  schnelleren  Bewegungen  von  den  lang- 
sameren unterscheiden. 

Eine  Linie,  welche  parallel  der  Zeitlinie  läuft,  bei  welcher 
also  die  Tangente  des  Neigungswinkels  Null  istT  würde  eine  Be- 
wegung mit  der  Geschwindigkeit  Null,  also  den  Ruhezustand  dar- 
stellen. Eine  Linie,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  der  Zeit- 
linie einschliesst,  würde  dagegen  eine  Bewegung  mit  unendlich 
grosser  Geschwindigkeit  bedeuten.  Einer  Linie  endlich,  welche 
abwärts  statt  aufwärts  steigt,  würde  eine  Bewegung  mit  negativer 
Geschwindigkeit  oder  eine  rückläufige  Bewegung  entsprechen. 

So  würde  z.  B.  die  Linie  a  ß  7  8  (Fig.  3)  als  geometrische  Darstellung 
der  Bewegung  eines  Eisenbahnzuges  gelten  können,  welcher  im  Zeitpunkte  a 

die  Anfangsstation  A  ver- 
jag 3  lässt,  im  Zeitpunkte  b  die 

Zwischenstation  Z  erreicht, 
*  bis  zum  Zeitpunkte  c  da- 

selbst verweilt  und  im 
Zeitpunkte  d  an  der  End- 
station 2?  ankommt;  ebenso 
die  Linie  t\ivf  als  Dar- 
stellung der  Bewegung 
eines  auf  ähnliche  Weise 
in  der  Zeit  ef  von  E  nach 
A  zurückfahrenden  Zuges. 
Derartige  graphische  Dar- 
stellungen von  Eisenbahn- 
fahrplänen geben  —  na- 
mentlich bei  grösserer  Zahl 
der  Zwischenstationen  und 
rascher  Aufeinanderfolge  der  hin-  und  zurückfahrenden  Züge  —  ein  übersichtliches 
Bild  von  dem  Verkehre  auf  der  Bahnstrecke,  von  der  Vertheilung  der  Züge  in 
einem  bestimmten  Zeitpunkte,  sowie  von  den  verschiedenen  Zeitpunkten,  in 
welchen  an  einer  bestimmten  Stelle  die  Züge  in  der  einen  oder  der  anderen  Richtung 
vorüberfahren,  und  sind  in  dieser  Beziehung  den  tabellarisch  angeordneten  Zu- 
sammenstellungen der  Ankunft-  und  Abfahrt-Zeiten  vorzuziehen.  Aus  der  obigen 
Figur  würde  man  z.  B.  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  dass  im  Zeitpunkte  x 
die  beiden  Zü<je  sich  an  der  Stelle  X  begegnen ,  dass  im  Zeitpunkte  p  der 
hinfahrende  Zug  bei  P,  der  zurückkehrende  Zug  bei  Q  sich  befand  etc. 
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§  5. 

Ungleichförmige  Bewegung. 

Wie  man  in  der  Geometrie  die  krumme .  Linie  definirt  als 
eine  solche,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade  ist,  so  nennt  man 
in  der  Mechanik  ungleichförmige  Bewegung  eine  solche,  die  in 
keinem  ihrer  Theile  gleichförmig  ist.  Da  die  geometrische  Dar- 
stellung einer  gleichförmigen  Bewegung  eine  gerade  Linie  bildet, 
so  muss  die  geometrische  Darstellung  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung eine  Linie  sein,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade  ist, 
also  eine  krumme  L,inie. 

Wie  die  krumme  Linie  angesehen  werden  kann  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Stücken  von  unendlich 
kleiner  Länge:  so  kann  diejenige  ungleichförmige  Bewegung,  deren 
graphische  Darstellung  jene  krumme  Linie  bildet,  betrachtet 
werden  als  zusammengesetzt  aus  unendlich  vielen  auf  einander 
folgenden  gleichförmigen  Bewegungen  von  unendlich  kleiner  Dauer. 
Est  ist  demzufolge  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  —  zu  dessen 
Bildung  ursprünglich  die  Untersuchung  der  gleichförmigen  Be- 
wegung Veranlassung  gab  —  auch  in  Betreff  der  ungleichförmigen 
Bewegung  einer  ganz  bestimmten  Deutung  fähig,  sobald  von  einem 
bestimmten  Zeitpunkte  die  Rede  ist.  Man  versteht  darunter  die 
Geschwindigkeit  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welcher  das 
jenen  Zeitpunkt  enthaltende  unendlich  kleine  Stück  der  ungleich- 
förmigen Bewegung  als  unendlich  kleiner  Theil  angehört;  oder: 
derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welche  mit  der  vorliegenden 
ungleichförmigen  Bewegung  an  der  betreffenden  Stelle  am  meisten 
übereinstimmt. 

Wie  die  Tangente  einer  Curve  unter  allen  geraden  Linien 
diejenige  ist,  welche  mit  der  Curve  an  der  Berührungsstelle  am 
meisten  übereinstimmt,  so  ist  die  jener  Tangente  entsprechende 
gleichförmige  Bewegung  unter  allen  gleichförmigen  Bewegungen 
diejenige,  welche  mit  der  durch  die  Curve  dargestellten  ungleich- 
förmigen an  jener  Stelle  am  meisten  übereinstimmt. 

Man  erhält  demnach  die  Geschwindigkeit  einer  in  ihrer  geo- 
metrischen Darstellung  gegebenen  ungleichförmigen  Bewegung  für 
einen  bestimmten  Zeitpunkt  M  (Fig.  4),  indem  man  durch  den 
dazu  gehörigen  Punkt  N  eine  Tangente  NT  au  die  Curve  legt 
und  die  Geschwindigkeit  der  durch  diese  Linie  NT  dargestellten 
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gleichförmigen  Bewegung  bestimmt.  Diese  Geschwindigkeit  er- 
scheint in  der  Figur  —  wie  oben  bereits  an  Fig.  2  gezeigt  wurde 
—  als  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  <p,  oder 
als  Steigungsverhältniss  der  Linie  NT,  und  kann  somit  in  der 
Zeichnung  gemessen  werden*). 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


So  würde  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  5  dargestellte  Bewegung  beim 
blossen  Anblick  der  Figur  sofort  zu  erkennen  sein:  dass  die  Geschwindigkeit 
während  der  Zeit  .1  B  im  Wachsen ,  während  der  Zeit  B  C  im  Abnehmen 
and  während  der  Zeit  CD  wiederum  im  Zunehmen  begriffen  ist,  ferner:  dass 
im  Zeitpunkte  C  die  Geschwindigkeit  Null  wird,  weil  dort  die  Curve  horizontal 
gerichtet  ist,  dass  im  Punkte  D  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  wird, 
insofern  dort  die  Curve  in  verticale  Richtung  übergeht  u.  s.  w. 


§  6. 
Geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeiten. 

Nachdem  hiermit  gezeigt,  wie  aus  der  gegebenen  geometrischen 
Darstellung  einer  Bewegung  die  Geschwindigkeit  an  jeder  Stelle 
ermittelt  werden  kann,  wie  also  der  Beobachter  einer  Bewegung 
mit  der  Messung  und  Aufzeichnung  der  zu  verschiedenen  Zeit- 
punkten zurückgelegten  Wegeslängen  mittelbar  zugleich  die  Ge- 
schwindigkeiten misst  und  aufzeichnet:  so  kann  nunmehr  zur 
geometrischen  Darstellung  dieser  indireeten  Beobachtungsresultate 
eine  zweite  Zeichnung  entworfen  werden,  in  welcher  die  Veränder- 
lichkeit der  Geschwindigkeit  direct  abgebildet  wird. 


*)  Nach  der  Bezeichnungs weise  der  Differentialrechnung  würde  die  Ge- 

ds 
schwindigkeit  »«-.-j  zu  setzen  sein. 

at 
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Während  bei  der  vorigen  Methode  für  jeden  Punkt  der  Zeitr 
linie  die  zurückgelegte  Wegeslänge  als  Ordinate  abgetragen  wurde, 
so  kann  man  statt  dessen  auch  die  jedesmalige  Geschwindigkeit 
direct  als  Ordinate  abtragen.  Die  Endpunkte  dieser  Ordinaten 
bilden  alsdann  eine  Linie,  welche  —  obwohl  in  etwas  veränderter 
Weise  —  doch  ebenso  vollständig  alle  Eigenschaften  der  Bewegung 
veranschaulicht. 

Es  soll  dies  zunächst  an  der  gleichförmigen  Bewegung  als 
einfachstem  Beispiele  nachgewiesen  werden.  Bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  werden  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurückgelegt 
und  sind  daher  die  Geschwindigkeiten  in  allen  Zeitpunkten  von 
derselben  Grösse.  Um  eine  solche  Bewegung  nach  der  zweiten 
Methode    geometrisch    darzustellen,    würde    man    also    an    allen 

Punkten  der  Zeitlinie  Perpen- 
Pi8- 6«  dikel    von    gleicher   Länge    zu 

errichten  haben.  Die  End- 
punkte aller  dieser  Perpendikel 
bilden  eine  gerade  Linie  CD, 
welche  der  Zeitlinie  parallel  ist 
(Fig.  6).  Die  in  der  Zeit  t  zu- 
rückgelegte Wegeslänge  *  wird 
gefunden,  indem  man  die  Ge-  • 
schwindigkeit  c  mit  der  Zeit  t  multiplicirt : 

8  =  c  .  t. 

Dieselbe  Gleichung  würde  man  anzuwenden  haben,  um  den 
Flächeninhalt  des  Rechtecks  AB  CD  zu  berechnen.  Bei  dieser 
zweiten  Methode  wird  also  die  zurückgelegte  Wegeslänge  durch 
den  Flächeninhalt  der  Figur  repräsentirt. 

Dass  dieser  letztere  Satz  auch  in  Bezug  auf  beliebige  un- 
gleichförmige Bewegungen  gilt:  davon  überzeugt  man  sich  durch 
folgende  Betrachtungen.  Da  die  ungleichförmige  Bewegung  iu 
keinem  ihrer  Theile  gleichförmig  ist,  und  bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  die  Geschwindigkeitslinie  parallel  der  Zeitlinie  läuft, 
so  muss  die  geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  einer 
ungleichförmigen  Bewegung  eine  (gerade  oder  krumme)  Linie 
bilden,  die  in  keinem  ihrer  Theile  parallel  zur  Zeitlinie  ist.  Wenn 
man  sich  die  ganze  Dauer  der  Bewegung  in  eine  beliebige  An- 
zahl von  Theilen  zerlegt  denkt  und  zunächst  die  Bewegung  unter- 
sucht während  eines   solchen  Zeittheils  x,  dargestellt  durch  das 
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Stack  mn  (Fig.  7),   so  findet  man,   dass  die  Geschwindigkeit  in 
diesem  Zeittheile  von  mo  bis  nr  zunimmt.  Wäre  die  Geschwindig- 
keit während  der  Zeit  t 
Pig*  7-  nicht  gewachsen,  vielmehr 

immer  gleich  mo  geblie- 
ben, so  würde  die  Flächen- 
zahl des  Rechtecks  mopn 
die  während  der  Zeit  x 
zurückgelegte  Wegeslänge 
repräsentiren.  Wenn  da- 
gegen die  Geschwindigkeit 
schon  von  Anfang  an  den 
Werth  nr  gehabt  hätte 
—  welchen  sie  in  der 
That  erst  am  Ende  erreichte  —  so  würde  die  Fläche  des  Recht- 
ecks mqrn  die  zurückgelegte  Wegeslänge  darstellen.  Die  wahre 
zurückgelegte  Wegeslänge  muss  also  nothwendig  zwischen  diesen 
beiden  Grenzen  liegen  und  darzustellen  sein  durch  eine  Fläche, 
deren  Inhalt  grösser  als  mopn  und  kleiner  als  mqrn  ist.  Diese 
beiden  Grenzen  liegen  offenbar  um  so  näher  bei  einander,  je 
kleiner  der  Zeittheil  x  angenommen  wurde. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auf  jeden  der  übrigen  Zeit- 
theile anwenden.  Die  ganze  zurückgelegte  Wegeslänge  liegt  also 
zwischen  folgenden  zwei  Grenzwerthen:  den  kleineren  erhält  man, 

indem   man   den  Flä- 
zte 8-  cheninhalt  der  ganzen 

Figur  berechnet  und 
dabei  die  untere  von 
den  beiden  treppen- 
formigen  Linien,  näm- 
lich abcdef .  1  .  z  als 
obere  Begrenzung  an- 
sieht; den  grössere^ 
erhält  man  durch  Be- 
rechnung des  Inhalts 
der  ganzen  Figur,  in- 
dem man  die  obere  Linie  a  c  ß  e  y  . . .  «i  als  Begrenzungslinie  gelten 
lässt  (Fig.  8). 

Denkt  man  sich  die  Zeittheilchen  t  immer  kleiner  und  kleiner 
werdend,  so   ergeben  sich  in  der  Figur  zwei  Treppenlinien  von 


.  T 

p 

T 

f 

f 

d 

^r 

C 

b 

■ 

1 

tu 

% 


H  Erster  Abschnitt.    Cap.  II.    §  7. 

immer  feinerer  Stufentheilung,  welche  immer  näher  an  einander 
rücken  und  bei  ins  Unendliche  fortgesetzter  Theilung  in  der  Curve 
selbst  mit  einander  zusammenfallen.  Die  wahre  zurückgelegte 
Wegeslänge  erhält  man  also,  wenn  man  die  Flächeninhaltszahl 
der  Figur  berechnet  und  dabei  die  fleschwindigkeitscurve  selbst 
als  obere  Begrenzungslinie  betrachtet*). 

§  7. 
Gleichförmig  veränderte  Bewegung« 

Wie  sich  die  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  einer  jeden 
Bewegung  durch  eine  Linie  geometrisch  darstellen  lässt:  so  kann 
auch  umgekehrt  jede  gegebene  Linie  als  geometrische  Darstellung 
der  Geschwindigkeitsänderung  irgend  einer  unbekannten  Bewegung 
gelten,  und  die  Aufgabe  daran  geknüpft  werden :  die  Eigenschaften 
der  Bewegung  daraus  abzuleiten. 

Am   einfachsten    gestaltet   sich  die  Lösung   dieser  Aufgabe, 

wenn  die  gegebene  Linie  eine  ge- 

^       rade  Linie  MN  ist  (Fig.  9).    Man 

erkennt  aus  der  Figur,  dass  die 

Geschwindigkeit    während    t  Se- 

>       eunden  von  c  bis  v  wächst,   und 

dass  dieses  Wachsen  gleichförmig 

erfolgt.     Die  ganze  Geschwindig- 

I      keitsänderung  v  —  c  vertheilt  sich 

gleichmässig  auf  die  t  Secunden, 

so  dass  für  jede  einzelne  Secunde  die  Geschwindigkeitsänderung 

V  --  c 


t 

beträgt.  Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  genannt  und  jene  in  1  Secunde  erfolgende  Geschwindig- 
keitszunahme heisst  die  Beschleunigung  der  Bewegung.  Diese  Be- 
schleunigung ~—^-  erscheint  in  der  Figur  durch  die  Tangente 


*)  Wenn*  v  die  nach  t  Secunden  erlangte  Geschwindigkeit  bezeichnet,  so 
würde  nach  der  Bezeichnungsweisc  der  Integralrechnung  die  nach  t  Korunden 

zurückgelegte  Wegeslüngc  *  -=  \  vdt  zu  setzen  sein. 
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des  Steigungswinkels  a,   d.  h.  durch  das  Steigungsverhältniss  der 
Linie  M  N  dargestellt. 

Die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  wird  nach  dem 
im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Beweise  durch  die  Flächenzahl 
des  Trapezes  AB  NM  gemessen  und  beträgt  also: 


m<- 


Bezeichnet  man  die  Beschleunigung  der  Bewegung  mit  p  und 
die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  mit  s,  so  ergeben 
sich  hieraus  für  die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  die  beiden 
Gleichungen : 


2)    P  = 


V—  c 


3)    .  =  (^)<. 


aus  denen  sich  durch  Elimination  —  das  erste  Mal  von  t,  das 
zweite  Mal  von  c,  das  dritte  Mal  von  v  —  noch  die  drei  anderen 
Formen  ableiten  lassen: 


4)    *  = 


v 


2__ -1 


2p 


5)       8  =  V  t  

6)    s  =  ct-\- 


pt7 

2 

pt2 


Fig.  10. 


Diese  Gleichungen  gelten  auch  für  die  gleichförmig  verzögerte 
Bewegung,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  um 

gleiche  Grössen  abnimmt  (Fig.  10), 
insofern    eine    solche   Bewegung 
angesehen  werden  kann  als  eine 
gleichförmig  beschleunigte  Bewe- 
gung mit  negativer  Beschleunigung. 
Beide  Bewegungsarten  werden  ge- 
r     meinschaftlich  mit  dem  Ausdruck 
gleichförmig    veränderte   Bewegung 
bezeichnet.  Die  geometrische  Dar- 
stellung des  Gesetzes,  nach  welchem 
die  Geschwindigkeit  sich  ändert,  führt  bei  der  gleichförmig  ver- 
änderten Bewegung  immer  zu  einer  geraden  Linie,  deren  (positives 
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oder  negatives)  Steigungsverhältniss  allemal  die  Grösse  der  (posi- 
tiven oder  negjitiven)  Beschleunigung  darstellt. 


§8. 
Ungleichförmig  veränderte  Bewegung. 

Eine  Bewegung,  die  in  keinem  ihrer  Theile  eine  gleichförmig 
veränderte  ist,  nennt  man  ungleichförmig  veränderte  Bewegung.  Die 
geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeit  einer  solchen  Be- 
wegung muss  eine  Linie  geben,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade 
ist,  also  eine  krumme  Linie. 

Wie  die  Untersuchung  der  gleichförmigen  Bewegung  zur  Bildung 
des  Begriffes  Geschwindigkeit  Veranlassung  gab,  und  dieser  Begriff 
nachher  auch  auf  ungleichförmige  Bewegungen  sich  übertragen 
Hess:  so  kann  der  Begriff  Beschleunigung,  zu  welchem  man  ur- 
sprünglich bei  Untersuchung  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewe- 
gung gelangte,  nunmehr  auch  auf  ungleichförmig  beschleunigte 
Bewegungen  übertragen  werden. 

Man  denkt  sich  zunächst  statt  der  wahren  durch  die  Curve 
af  dargestellten  Bewegung  eine  aus  vielen  gleichförmig  beschleu- 
nigten zusammengesetzte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeiten  nur 
in  den  einzelnen  Zeitpunkten  j4,  B,  6\  «D,  JE,  F  mit  denen  der 
wahren  Bewegung  übereinstimmen  (Fig.  H).  Die  geometrische  Dar- 
stellung derselben  würde  die  der 
krummen  Linie  eingeschriebene  ge- 
brochene Linie  abedef  sein.  Für 
jeden  einzelnen  Theil  dieser  zu- 
sammengesetzten Bewegung  hat  als- 
dann das  Wort  Beschleunigung  der 
früher  gegebenen  Definition  gemäss 
seinen  bestimmten  Sinn,  und  wird 
die  Grösse  derselben  durch  das 
Steigungsverhältniss  der  betreffen- 
den Sehne  dargestellt 

Wie  bei  fortgesetzter  Theilung 
und  Verkleinerung  der  Theile  die 
Richtungen  der  Sehnen  mehr  und  mehr  den  Richtungen  der  Tan- 
genten sich  anschliessen,  so  werden  die  zugehörigen  Beschleuni- 
gungen mehr  und  mehr  denjenigen  Werthen  sich  nähern,  welche 
als  Beschleunigungen  der  wirklichen  Bewegung  in  den  eiuzelnen 


Fig.  11. 
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Fig.  12. 


Zeitpunkten  anzusehen  sind.  Bei  der  wirklichen  Bewegung  selbst 
wird  also  das  Steigungsverhältniss  tg  <j>  der  Tangente  NT  die 
Beschleunigung*)  für  den  Zeitpunkt  M  darstellen  (Fig.  12).     Die 

Beschleunigung  ist  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Geschwin- 
digkeitscurve  an  dieser  Stelle  im 
Aufwärts  -  oder  Abwärts  -  Steigen 
begriffen  ist. 

Wenn  also  bei  einer  ungleich- 
förmig veränderten  Bewegung  von 
der  Beschleunigung  in  irgend  einem 
Zeitpunkte  die  Rede  ist,  so  ver- 
steht man  darunter  die  in  der  Zeit- 
einheit erfolgende  Geschwindigkeitszunahme,  gemessen  —  nicht 
an  der  wirklichen  Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen 
gleichförmig  veränderten  Bewegung,  mit  welcher  in  jenem  Zeitpunkte 
die  wirkliche  Bewegung  am  meisten  übereinstimmt. 

Das  Wort  Geschwindigkeit  aber  ist  auch  für  die  ungleichförmig 
veränderte  Bewegung  zu  definiren  wie  früher:  als  die  in  der  Zeit- 
einheit zurückgelegte  Wegeslänge,  gemessen  —  nicht  an  der  wirk- 
lichen Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen  gleichförmigen 
Bewegung,  welche  mit  der  vorliegenden  am  meisten  übereinstimmt 
in  dem  betreffenden  Zeitpunkte. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Gesetze  der  einfachen  geradlinigen 
Bewegung  des  materiellen  Punkts  gelten  auch  in  Bezug  auf  die  geradlinige 
Bewegung  eines  beliebig  grossen  festen  Körpers,  wenn  die  Bewegung  desselben 
eine  fortschreitende  ist,  d.  h.  wenn  jede  gerade  Linie  an  dem  Körper  während 
der  Bewegung  parallel  zu  ihrer  anfänglichen  Richtung  bleibt.  In  diesem  Falle 
beschreiben  alle  Punkte  des  Körpers  gleiche  Bahnen  in  gleicher  Weise,  und 
das  Bewegungsgesetz  irgend  eines  Punktes  an  demselben  gilt  auch  für  alle 
übrigen  Punkte  des  Körpers. 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Differentialrechnung  würde  die  Be- 

dt 


du  ds 

uUeunigung  jpss-^-  zu  setzen  sein,  oder  wenn  hierin  v  =  -—  substituirt 


dt 


wird:  j>  = 
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Capilel  III. 

Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen. 

§  9. 
Parallelogramm  der  Bewegungen« 

Es  ist  denkbar ,  dass  die  Bahnlinie  A  B  eines  materiellen 
Punktes  an  einem  festen  Körper  sich  befindet,  der  gleichzeitig 
eine  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  A  C  ausführt, 
während    der    Punkt    auf    ihr    in    der    Richtung    A  B    fortrückt 

(Fig.  13).     Obwohl    es    natürlich 
Fig* 13,  streng  genommen    nur  eine   eiu- 

B —  zige  Bewegung  ist,  die  der  Punkt 
dabei  wirklich  ausführt,  so  sagt 
man  in  solchem  Falle  doch  von 
dem  Punkte:  er  habe  gleichzeitig 
zwei  Bewegungen,  um  damit  an- 
zudeuten, auf  welche  Weise  jene 
wirkliche  Bewegung  zu  Stande 
kommt. 
Wenn  man  das  Bewegungsgesetz  für  jede  der  beiden  Bewe- 
gungen kennt,  so  kann  man  die  Stelle,  an  welche  der  materielle 
Punkt  nach  irgend  einer  Zeit  t  gelangt,  auf  folgende  Weise  finden. 
Man  bestimmt  zunächst  nach  dem  einen  der  beiden  Bewegungs- 
gesetze  die  Strecke  A  C,  um  welche  die  Bahnlinie  in  dieser  Zeit 
fortgerückt  ist,  und  findet  damit  die  neue  Lage  CD  der  Bahnlinie. 
Man  bestimmt  hierauf  nach  dem  andern  Bewegungsgesetzo  die 
Strecke  AB,  um  welche  der  Punkt  inzwischen  längs  der  Bahn- 
linie fortgerückt  ist,  und  trägt  diese  Länge  auf  deren  neuer  Lage 
von  C  nach  D  ab.  Der  Endpunkt  D  dieses  Abschnitts  ist  der 
Ort,  welchen  nach  t  Secunden  der  materielle  Punkt  einnimmt. 

Genau  zu  demselben  Resultate  würde  man  auch  gelangt  sein« 
wenn  man  A  C  als  die  in  Bewegung  begriffene  Bahnlinie,  AB 
als  deren  Bewegungsrichtung  betrachtet  hätte,  und  wenn  man  die 
beiden  Bewegungen  in  entgegengesetzter  Reihenfolge  nach  einander 
abgetragen  hätte.  In  beiden  Fällen  erweist  sich  der  dem  Anfangs- 
punkte A  gegenüberliegende  Eckpunkt  D  eines  aus  den  beiden 
Einzelbeweguugeu  gebildeten  Parallelogramms  als  der  Ort,  den  der 
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materielle  Punkt  nach  Verlauf  der  Zeit  t  einnimmt  Dieses  Gesetz 
gilt  ganz  allgemein  für  gleichförmige  sowohl  als  für  ungleich- 
förmige Bewegungen  und  wird  das  Parallelogramm  der  Bewegungen 
genannt.  Die  von  dem  Punkte  wirklich  ausgeführte  Bewegung 
nennt  man  im  Gegensatze  zu  jenen  heiden  Einzel-  oder  Seiten- 
Bewegungen  die  resultirende  Bewegung. 

Man  findet  die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung,  indem 
man  durch  Wiederholung  jener  Parallelogramm-Construction  nach 
und  nach  die  den  verschiedenen  Zeitpunkten  entsprechenden  Orte 
des  materiellen  Punktes  construirt  oder  berechnet. 


§  10. 
Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  beiden  Seiten -Bewegungen  geradlinig  und  gleich- 
förmig sind,  so  ist  auch  die  resultirende  Bewegung  geradlinig  und 
gleichförmig. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  construire  man  nach  dem  eben 
angegebenen  Verfahren  das  eine  Mal  den  Ort  d,  welchen  der 
materielle  Punkt  nach  der  Zeit  £,  das  andere  Mal  den  Ort  /), 
welchen  derselbe  nach  der  Zeit  T  einnimmt   (Fig.  14).     Sind  v 

und  «  die  Geschwindigkeiten  der 
beiden  gleichförmigen  Seitenbewe- 
gungen, so  wird  der  Punkt  d  der 
dem  Anfangspunkte  A  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  eines  aus  den 
beiden  Wegeslängen  v.t  und  u.t 
gebildeten  Parallelogramms  sein, 
und  der  Punkt  D  der  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  des  aus  den 
beiden  Wegeslängen  v.  T  und  u.  T 
gebildeten  Parallelogramms.  Das 
Seiten  -  Verhältniss  im  kleineren  Parallelogramm  ist  dem  des 
grösseren  gleich,  weil 


v  .t 
u.t 


v.T 
u.T 


u 


und  die  gleichliegenden  Seiten  haben  in  beiden  Parallelogrammen 
gleiche  Richtungen.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Parallelo- 
gramme einander  ähnlich  sind,  und  dass  die.  drei  Punkte  Ay  d,  D 

2* 


&  Erster  Abschnitt.    Cap.  III.     §  11. 

in  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  dieselbe  Beweisführung  auch 
für  zwei  beliebige  andere  Zeitpunkte  passt,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus. da»s  alle  Bahnpunkte  der  resultirenden  Bewegung  in  die 
hirhtiiiitr  der  geniden  Linie  A  D  hineinfallen,  dass  iilso  die  gerad- 
linigen Strecken  A  d  und  A  D  dieser  Linie  zugleich  die  in  den 
Zeiten  t  und  T  resp.  zurückgelegten  Wegeslängen  für  die  resul- 
tirende  Bewegung  darstellen. 

Da  nun  wegen  Aehnlichkeit  der  beiden  Parallelogramme  das 
Verhältnis*  ihrer  gleichliegenden  Diagonalen  mit  dem  Verhältniss 
zweier  gleichliegender  Seiten  übereinstimmt,  also 

JÄd_ v.t  t 

TD  ~  v.T~  f 

ist.  so  besitzt  die  resultirende  Bewegung  die  Eigenschaft:  dass 
die  zurückgelegten  Wegeslängen  sich  verhalten  wie  die  dazu  ver- 
brauchten Zeiten,  eine  Eigenschaft,  welche  oben  als  charakteristi- 
sches Merkmal  der  gleichförmigen  Bewegung  gefunden  wurde. 

Um  die  Geschwindigkeit  w  der  resultirenden  Bewegung  zu 
bestimmen,  braucht  man  also  nur  die  in  der  ersten  Secundo 
zurückgelegte  Wegeslänge  zu  construiren,  d.  h.  die  Diagonale 
demjenigen   Parallelogramms,   dessen   Seiten  resp.   u .  1   und   w.l 

sind  (Fig.  15). 

Die  Geschwindigkeit  der  resultiren- 

Pi*-  **-  den  Bewegung  wird  also  ihrer  Grosso 

—j *•       und  Richtung  nach  durch  die   Diago- 

/  nale  des  aus  den  beiden  Seitengeschwin- 

^  digkeiten  construirten  Parallelogramms 

dargestellt.  Dieser  Satz  wird  das  Pa- 
rallelogramm der  Geschwindigkeiten  ge- 
nannt. 

Hieraus  folgt  z.  B.:  dass  die  resultirendc  Geschwindigkeit  gleich  der 
Summe  der  beiden  Schallgeschwindigkeiten  wird,  wenn  der  Winkel  a,  den 
die  beiden  Bewegiingsrichtungen  cinschliessen ,  Null  ist;  dass  dieselbe  gleich 
der  Differenz   der  beiden  Seitengeschwindigkeiten  wird,  wenn  dieser  Winkel 

180ö  betraf.  Es  wird  ferner  «?=}/r2 +  >*2»  wenn  die  beiden  Geschwindig- 
keiten r  und  u  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtet  sind. 

§  11- 

Parallelepipedon  der  Bewegungen. 

Wenn  die  Ebene  A  B  CD  in  der  Richtung  A  E  fortschreitet, 
während  ein  materieller  Punkt  in  ihr  die  zwei  Bewegungen  A  LI 


fcc 
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und  A  C  ausfährt,  so  sagt  man  von  dem  Punkte :  er  habe  gleich- 
zeitig drei  Bewegungen  (Fig.  16).     Sind  die  Gesetze  dieser  drei 

Bewegungen  gegeben,  so  findet 

^"  man  den  Ort,  an  welchen  der 

^  materielle  Punkt  nach  t  Secun- 

\  den  gelangt,  indem  man  zunächst 

i? -J1  nach    dem    ersten    Bewegungs- 

/  \  /\  gesetze   die   Lage  EFHG  be- 

G/_\ /     \  stimmt,   in  welche  jene  Ebene 

\         y'\        \  nach  dieser  Zeit  übergegangen 

\  \        \  ist,  und  hierauf  nach  dem  schon 

\        w V"    7b     **       bekannten    Verfahren    den    Ort 

\  /  \  /  aufsucht,    welchen    der    Punkt 

CV : *n  inzwischen  vermöge  der  beiden 

/  anderen   Bewegungen    in   dieser 

f  Ebene   erreicht   hat.      Es  zeigt 

sich  bei  dieser  Constrüction:  dass 
der  dem  Anfangspunkte  A  gegenüberliegende  Eckpunkt  H  eines 
aus  den  drei  Einzelbewegungen  gebildeten  Parallelepipedon  den 
Endpunkt  der  resultirenden  Bewegung  darstellt. 

Genau  zu  demselben  Resultate  würde  man  gelangt  sein,  wenn 
man  ACG E  als  die  fortschreitende  Ebene  und  A C,  A E  als 
Bewegungen  des  Punktes  in  dieser  Ebene  angesehen  hätte.  Die 
Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Bewegungen  abgetragen 
werden,  hat  keinen  Einfluss  auf  das  Ergebniss  der  Constrüction. 
Die  Regel,  nach  welcher  die  Resultirende  zweier  Bewegungen 
zu  bestimmen  ist,  bleibt  also  auch  dann  noch  gültig,  wenn  neben 
diesen  zweien  eine  dritte  stattfindet.  Man  kann  daher  die  Resul- 
tirende dreier  Bewegungen  auch  ansehen  als  die  Resultirende 
zweier  Bewegungen :  nämlich  jener  dritten  und  der  Resultirenden 
von  den  beiden  ersten.  Die  Aufgabe:  von  drei  Bewegungen  die 
Resultirende  zu  bestimmen,  ist  hiermit  zurückgeführt  auf  die  schon 
gelöste  Aufgabe:   die  Resultirende  zweier  Bewegungen  zu  finden. 

§  12. 
Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  drei  Seitenbewegungen  geradlinig  und  gleichförmig 
sind,  so  ist  die  Resultirende  der  beiden  ersten  geradlinig  und 
gleichförmig  —  wie  .schon  bewiesen  — .     Ihre  Zusammensetzung 
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mit  der  dritten  liefert  daher  wiederum  eine  geradlinige  und 
gleichförmige  Bewegung.  Die  Geschwindigkeit  w  dieser  resul- 
tirenden  Bewegung  kann  betrachtet  werden  als  Resultirende  von 
zwei   Seitengeschwiudigkeiten :    nämlich   der   Resultirenden   k   von 

_       _  den    beiden    ersten    nnd    der 

Fift  17. 

Geschwindigkeit  u  der  dritten 
Bewegung  (Fig.  17).     Sie  wird 
also  dargestellt  durch  die  Dia- 
gonale    des     Parallelogramms 
AEHD,  welche  zugleich  die 
Diagonale  eines  aus  den  drei 
Seitengeschwindigkeiten  v,  c,  u 
construirten      Parallelepipedou 
bildet. 
Die  Resultirende  von  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten  wird 
also  ihrer  Grösse   und  Richtung  nach  dargestellt  durch  die  Dia- 
gonale des  aus  den  drei  Seitengeschwindigkeiten  construirten  Pa- 
rallelepipedou. 

Wenn  die  drei  Seitenge 8 ch windigkeiten  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtet 
sind,  so  wird:  w  =  J/£2  -f  t«2  =  Vr2  +  c2  +  w2.  Setzt  man  hierin  *.  B. 
t,  =  2,  c  =  3,  u  =  Gt  so  wird:   w  ==|/22~+  3*~+&  =7. 

Der  obige  Satz,  welcher  das  Parallelepipedou  der  Geschwin- 
digkeiten genannt  wird,  bleibt  auch  dann  noch  gültig  für  die 
Resultirende  dreier  Geschwindigkeiten,  wenn  neben  diesen  dreien 
noch  andere  Geschwindigkeiten  stattfinden.  Davon  überzeugt  mau 
sich  leicht,  indem  man  jenes  Parallelepipedou  selbst  wiederum  in 
fortschreitender  gleichförmiger  Bewegung  begriffen  annimmt,  und 
diese  vierte  Bewegung  mit  der  schon  gefundenen  Resultirenden 
der  drei  ersten  zu  einer  neuen  Resultirenden  zusammensetzt,  und 
sich  das  Verfahren  in  Bezug  auf  eine  5te,  6te . . .  Bewegung  wieder- 
holt denkt. 

Da  die  Ausdrücke  Seitengeschwindigkeiten  und  resultirende  Ge- 
schwindigkeit nur  auf  verschiedenen  Auffassungsweisen  eines  und 
desselben  Vorgangs  beruhen,  so  darf  man  in  allen  Fällen  die  eine 
Ausdrucksweise  mit  der  anderen  vertauschen.  Wie  man  also  den 
drei  Seitengeschwindigkeiten  die  resultirende  Geschwindigkeit  Sub- 
stituten darf,  so  kann  man  ohne  Bedenken  auch  umgekehrt  — 
wo  es  bequemer  scheint  —  eine  gegebene  Geschwindigkeit  durch 
drei   andere  Geschwindigkeiten   ersetzen,   wenn  dieselben   nur  so 
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Fig.  18. 


^TL 


gewählt  werden,  dass  ihre  Zusammensetzung  wiederum  zu  jener 
gegebenen  als  Resultirenden  führen  würde.  Man  nennt  diese  Sub- 
stitution eine  Zerlegung  der  gegebenen  Geschwindigkeit  in  ihre 
drei  Seitengeschwindigkeiten. 

Eine  gegebene  Ge- 
schwindigkeit t?]  kann 
z.  B.  zerlegt  werden  in 
die  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichte- 
ten Seitengeschwindig- 
keiten:     t>,  .  cos  «,, 

vx .  COS  (3,,    l?j  .  cos  7j, 

da  die  Zusammen- 
setzung dieser  drei 
Geschwindigkeiten  wie- 
derum die  Geschwin- 
digkeit vt  als  Resulti- 
rende  ergeben  würde 
'  v  (Fig.  18). 

So  kann  z.  B.  eine  gegebene  Geschwindigkeit  ti=l,  deren  Richtung 
durch  die  drei  Gleichungen:  cos  at  =  $,  cos  ßt  =  },  cos  f,  =  ?  gegeben 
ist,  zerlegt  werden  in  die  drei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Seiten- 
geschwindigkeiten : 

p,  cos  a,  =  2,      r,  cos  ß,  =  3,      vx  cos  ft  =  6. 

Hierauf  gründet  sich  folgende  einfache  Methode:  von  einer  be- 
liebigen Anzahl  gegebener  Geschwin- 
digkeiten 0lf  v2  .  .  .  vn  aie  Resulti- 
rende  v  zu  bestimmen  (Fig.  19).  Man 
zerlegt  zunächst  jede  der  gegebenen 
Geschwindigkeiten  nach  drei  festen 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichte- 
ten Achsenrichtungen  (auf  dieselbe 
Weise  wie  in  Fig.  18  bereits  ange- 
deutet wurde)  in  ihre  drei  Seiten- 
geschwindigkeiten. Die  Resultirende 
gleichgerichteter  Geschwindigkeiten 
ist  gleich  deren  Summe.  Man  er- 
hält also  für  die  Resultirende  vx  aller 
derjenigen  Seitengeschwindigkeiten, 
welche  bei  der  Zerlegung  in  die  Richtung  AX  fielen,  die  Gleichung: 


Fig.  19. 
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Fig.  20. 


t)x~t),  COS  Olj  -f~  vl  °°8  a2  "f"  •  •  •  "f"  vn  cos  an 

oder,  weun  man  abkürzungsweise  den  Ausdruck  rechts  mit  2  (v  cos  a) 
bezeichnet: 

7)  vx  =  2  (v  cos  a). 

Auf  gleiche  Weise   erhält   man   als  Resultirende  vy   aller   in   die 
Richtung  A  Y  fallenden  Seitengeschwindigkeiten: 

8)  vy  =  2  (v  cos  ß) 

und  als  Resultirende  vz  aller  in  die  Richtung  AZ  fallenden  Seiten- 
geschwindigkeiten : 

9)  vz  =  2  (t>  cos  7). 

Die   Resultirende   der  drei  Geschwindigkeiten  «x,   i?y,   t?«    ist 

zugleich  die  Resulti- 
rende der  gegebenen 
Geschwindigkeiten  t? , , 
v2  .  . .  vn.  Construirt 
man  also  aus  den  drei 
Geschwindigkeiten  r„ 
t?yi  v«  ein  Parallelepi- 
■  pedon,  so  wird  die 
Diagonale  desselben 
ihrer  Grösse  und  Rich- 
tung nach  die  gesucht« 
Resultirende  darstellen. 
Hiernach  ergeben  sich 
aus  Fig.  20  für  die  Re- 
sultirende v  und  für 
die  Winkel  a,  ß,  7, 
welche  dieselbe  mit  den 
drei  festen  Achsenrichtungen  einschliesst,  die  Gleichungen: 


/ 


10)     v=Yvl  +  vl  +  vti 


cos  7  = 


11)     cosa  =  -m-,        12)    cos  ß  =--?-,        13) 

iVenn  z.  B.  von  den  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten 

r,  =3,         v2  =  7,         t>3  =  9 

die  Resultirende  gefunden  werden  soll,  und  für  die  Winkel,  welche  die  Hieb« 
tunken  derselben  mit  drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehenden  feston  Achsen- 
richtungen  einschliessen,  die  Werthe  gegeben  sind: 
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cos  at  =  j,  cos  «j  =  f,  cos  a3  =  i, 

COR  ßt   =  i,  COS  ß2  =  f,  COS  ß3  =  |, 

cos  7,  =  3»  cos  7,  =  $,  cos  Y3  =  i, 

so  erhalt  man  zunächst  für  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  in  den  drei 
Achsenrichtungen  die  Gleichungen: 

Vx  =  2  +  2  +  4=  8 
v7  =  1  +  3  +  8  =  12 
t>,  =  2  +  6  +  1  =    9. 

Die  Resultirende  von  diesen  drei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Ge- 
schwindigkeiten hat  die  Grösse: 

v  =  1/8^4^12«  +  9*  =  17, 
and  für  die  Richtung  dieser  Resultirenden  ergeben  ßich  die  Gleichungen: 

cos  a  =  t^,  cos  ß  =  || ,  cos  f  =  tV« 

Dass  die  obigen  Gleichungen  auch  dann  noch  gültig  bleiben, 
wenn  eine  (oder  mehrere)  der  gegebenen  Geschwindigkeiten,  z.  ß. 
t?„,  einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Richtung  AX  (oder  einer  der 
beiden  anderen  Achsenrichtungen)  einschliesst,  die  betreffende 
Seitengeschwindigkeit  also  in  die  entgegengesetzte  Richtung  hinein- 
fällt: davon  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass 
das  betreffende  Glied  vn  cos  an  der  Reihe  £  (v  cos  a)  alsdann  ne- 
gativ wird,  der  negativen  Richtung  entsprechend.  Vorausgesetzt 
also :  dass  alle  Winkel  auf  gleiche  Weise,  von  der  positiven  Achsen- 
richtung aus,  gemessen  werden,  müssen  jene  Gleichungen  immer 
ein  richtiges  Resultat  liefern. 

Wenn  man  z.  B.  mit  Beibehaltung  der  sämmtlichen  übrigen  Zahlenwerthe 
des  vorigen  Beispiels  cos  a3  =  —  J  (statt  +  $)  setzt,  so  erhält  man: 

vx  .=  0,  v7  =  12,  1?«  =  9, 

v  =  ]/0  + 12*  +  9*  =  15, 

cos  *  =  0,  cos  ß  =  f|,'  cos  7  =  7V 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  der  Winkel  a,  welchen  die  Resultirende  mit  der 
X*Achse  einschliesst,  gleich  90  ,  und  die  Richtung  der  Resultirenden  fällt  in 
die  FZ- Ebene. 

Das  Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten  und  die  aus 
demselben  abgeleiteten  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die  Ge- 
schwindigkeiten gleichförmiger  Bewegungen,  sondern  auch  für  die 
Geschwindigkeiten  beliebiger  ungleichförmiger  Bewegungen  in  einem 
bestimmten  Zeitpunkte.  Denn  das  Wort  Geschwindigkeit  bezieht 
sich  —  der  im  §  5  gegebenen  Definition  gemäss«  —  auf  gleich- 
förmige Bewegungen,  und  zwar  diejenigen,  mit  welchen  die  gege- 
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benen  ungleichförmigen  Bewegungen  in  diesem  Zeitpunkte  am 
meisten  übereinstimmen.  Die  Geschwindigkeit  der  Uesultirendeu 
von  jenen  gleichförmigen  Bewegungen  ist  zugleich  die  Geschwindig- 
keit, welche  die  llesultirende  der  gegebenen  ungleichförmigen  Be- 
wegungen in  diesem  Augenblicke  besitzt, 

§  13. 
Zusammensetzung  nnd  Zerlegung  der  Beschleunigungen. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  zwei  geradlinige  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  gleichzeitig  ausfuhrt,  welche  beide  mit 
der  Geschwindigkeit  Null  anfangen,  so  ist  seine  resultirende  Be- 
wegung ebenfalls  eine  geradlinige  und  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  dem  Parallelogramm 
der  Bewegungen  das  eine  Mal  den  Ort  d  bestimmt,  an  welchen 

der  Punkt  nach  der  Zeit  t,  das 
andere  Mal  den  Ort  Z),  an 
welchen  der  Punkt  nach  der 
Zeit  T  gelangt  (Fig.  21).  Wenn 
p  und  q  resp.  die  Beschleuni- 
gungen in  den  beiden  Bewe- 
gungsrichtungen A  B  und  A  C 

,,/ 2-Jn  sind,   so  erhält  man   —   nach 

Gleichung  6),   wenn   man   be- 
rücksichtigt, dass  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten Null  sind  —  die  Wegeslängen: 

±pt2     und     ±qt* 

als  Seiten  des  Parallelogramms  Ah  de  und  die  Wegeslängen: 

±pT*     und    \qT* 

als  Seiten  des  Parallelogramms  ABDC.  Diese  beiden  Parallelo- 
gramme sind  einander  ähnlich,  weil  das  Seitenverhältniss : 

*P**  _  \pT*   _    p 
\lt*  ~    itfl*  q 

in  beiden  Parallelogrammen  den  gleichen  Werth  hat.     Die  drei 

Punkte  A,  d,  D  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  und  da  die 

gleiche  Beweisführung  für  alle  übrigen  Zeitpunkte  gilt,   so  liegen 

sämmtliche   Bahn  -  Punkte   der    resultirenden   Bewegung   in   einer 

geraden  Linie. 


Fig.  21. 
A              b 

B 

/ "  x 

/ 2 

pT2 
2 
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Die  resultirende  Geschwindigkeit,  welche  der  materielle  Punkt 
an  der  Stelle  d  besitzt,  wird  durch  die  Diagonale  de  des  aus 
den  beiden  erlangten  Seitengeschwindigkeiten  pt  und  qt  gebil- 
deten Parallelogramms  dargestellt,  ebenso  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit an  der  Stelle  D  durch  die  Diagonale  DE  des  aus 
den  beiden  Seitengeschwindigkeiten  pT  und  qT  gebildeten  Pa- 
rallelogramms (Fig.  22).   Die  Dimensionen  dieser  beiden  ähnlichen 

Parallelogramme  sind  den 

Fig.  22.  Zeiten  resp.  t  und  T  pro- 

A  portional,    folglich   auch 

ihre  Diagonalen. 
j  /  Die  resultirenden  Ge- 

•d  / 

r~~7       *  pt     /  schwindigkeiten  verhalten 

~~2v*  sich    also    wie    die    ver- 

gi  flossenen  Zeiten,  d.  h.  die 

D  pT^       resultirende  Geschwindig- 

\    /  keit  wächst    in   gleichen 

—   E  Zeiten  um  gleiche  Grössen. 

Mithin    ist    die    Resulti- 
gT  rende  eine  gleichförmig  be- 

schleunigte Bewegung.  * 
Die  Beschleunigung  r  der  resultirenden  Bewegung  ist  gleich 
der  am  Ende  der  ersten  Secunde  erlangten  resultirenden  Geschwin- 
digkeit. Diese  Geschwindigkeit  wird  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  dargestellt  durch  die  Diagonale  des  aus  den  Seiten  p .  1 
and  q  .  1  gebildeten  Parallelogramms  (Fig.  23). 

Die  resultirende  Beschleunigung  ist 

Fig.  23.  also  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 

p  gleich  der  Diagonale   des   aus  den 

/\~  7  beiden    Seitenbeschleunigungen    con- 

q      \^        /  struirten  Parallelogramms. 

/  Eine  Vergleichung  dieses  Satzes 

/  X  mit  dem  früher  bereits  gefundenen 

'  Satze  vom  Parallelogramm  der  Ge- 

schwindigkeiten zeigt:  dass  für  das 
Auffinden  der  resultirenden  Beschleunigung  genau  dieselben  Regeln 
gelten  wie  für  das  Aufsuchen  der  resultirenden  Geschwindigkeit. 
Die  Zusammensetzung  (und  Zerlegung)  der  Beschleunigungen  ist 
hiermit  zurückgeführt  auf  die  schon  bekannte  Zusammensetzung 
(und  Zerlegung)  der  Geschwindigkeiten.    Die  ganze  Beweisführung, 
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durch  welche  im  §  12  aus  dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten 
das  Parallelepipedon  der  .Geschwindigkeiten  und  die  allgemeinen 
Gleichungen  für  die  resultirende  Geschwindigkeit  abgeleitet  wurden, 

kann  —  wenn  man 
überall  das  Wort  Ge- 
schwindigkeit durch 
das  Wort  Beschleu- 
nigung ersetzt  — 
Wort  für  Wort  als 
gültig  angesehen 
werden  auch,  für 
Beschleunigungen. 

Für  die  resulti- 
rende Beschleuni- 
gungp  der  gegebenen 

Beschleunigungen 
/>,  ...  pn  ergeben 
sich  hiernach  aus 
den  Gleichungen  7) 
. . .  13)  —  wenn  man 
darin  den  Buchstu- 
ben v  mit  dem  Buchstaben  p  vertauscht  —  die  allgemeinen  Glei- 
chungen (Fig.  24) : 


f^2(pcoä«) 


Sä 


14)  P  =  yP\  +  pl  +  pI  , 

16) 


cos  3  =  — - 
r        P 


17)      C08  -)f  =  - 


Pn 


15)    cos  a  =  —  *-* 

y  P 

Diese  Gleichungen  sind  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  An- 
fangsgeschwindigkeiten der  einzelnen  Bewegungen  nicht  gleich  Null 
sind.  Denn  wenn  c  die  Resultirende  der  Anfangsgeschwindigkeiten 
ist,  so  kann  man  in  diesem  Falle  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  so  auffassen:  als  eb  der  ganze  Kaum,  in  welchem  die 
mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfangenden  gleichförmig  beschleu- 
nigten Bewegungen  geschehen,  während  derselben  eine  gleichförmig 
fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausführt.  Die 
Bewegung  ist  also  anzusehen  als  zusammengesetzt  aus  einer  gleich- 
förmigen und  einer  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung.  Die 
Beschleunigung  der  letzteren  ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit 
der  ersteren,  wie  aus  den  allgemeinen  Principien  der  Zusammen- 
setzung der  Bewegungen  sich  ergiebt. 
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Die  Gleichungen  14)  ...  17)  gelten  nicht  nur  für  die  Be- 
schleunigungen gleichförmig  beschleunigter  Bewegungen,  sondern 
auch  für  die  Beschleunigungen  beliebiger  ungleichförmig  veränderter 
Bewegungen  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte.  Denn  das  Wort 
Beschleunigung  bezieht  sich  —  der  in  §  8  gegebenen  Definition 
gemäss' —  auf  gleichförmig  beschleunigte  Bewegungen,  und  zwar 
diejenigen,  mit  welchen  die  vorliegenden  Bewegungen  am  meisten 
übereinstimmen  in  diesem  Zeitpunkte.  Die  resultirende  Beschleu- 
nigung jener  gleichförmig  beschleunigten  Bewegungen  ist  zugleich 
die  Beschleunigung,  welche  die  Resultirende  der  gegebenen  un- 
gleichförmig veränderten  Bewegungen  in  diesem  Augenblicke  besitzt 

§  14. 

Zusammensetzung  gleichförmiger  Bewegungen  mit  gleich- 
förmig beschleunigten  Bewegungen. 

Eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung,  deren 
Anfangsgeschwindigkeit  c,  und  deren  Beschleunigung  p  ist,  kann 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  gleichgerichteten 
Bewegungen,  nämlich :  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c,  und  einer  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung, 
welche  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfängt  und  die  Beschleuni- 
gung p  besitzt.  Hiernach  wird  die  in  t  Secunden  erlangte  Ge- 
schwindigkeit sich  zusammensetzen  aus  den  beiden  Theilen: 

c    und    pt 

und  die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  aus  den  beiden 
Theilen: 


et    und 


pl> 


2 

Ebenso  kann  eine  geradlinige  gleichförmig  verzögerte  Bewegung,  deren 
Anfangsgeschwindigkeit  c  ist,  und  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  jeder 
Secunde  um  p  abnimmt,  aufgefasst  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Bewegungen,  nämlich  einer  gleichförmigen  mit  der 
Geschwindigkeit  c,  und  einer  entgegengesetzt  gerichteten  gleichförmig  beschleu- 
nigten mit  der  Beschleunigung  p  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  Null.  Die 
nach  t  Secunden  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  erlangte  Geschwindigkeit 
setzt  sich  in  diesem  Falle  zusammen  aus  den  beiden  Theilen : 

—  c    und    +  p  t7 

and  die  nach  t  Secunden  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  zurückgelegte 
Wegeslänge  aus  den  beiden  Theilen: 

—  et    und    +  *-s—  • 
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Wenn  ein  materieller  Punkt  gleichzeitig  mehrere  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  ausführt,  deren  Anfangsgeschwindigkeiten 
nicht  Null  sind,  so  kann  seine  resultirende  Bewegung  aufgefasst 
werden  als  zusammengesetzt  aus  folgenden  zwei  Bewegungen:  die 
eine  ist  gleichförmig,  und  ihre  Geschwindigkeit  die  Resultirende 
jener  Anfangsgeschwindigkeiten;  die  andere  ist  gleichförmig  be- 
schleunigt, ihre  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null,  und  ihre  Be- 
schleunigung ist  die  Resultirende  sämmtlicher  Beschleunigungen. 
Wenn  ausser  diesen  Bewegungen  noch  andere  gleichförmige 
Bewegungen  von  dem  materiellen  Punkte  gleichzeitig  ausgeführt 
werden,  so  lässt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückfuhren, 
dadurch  nämlich:  dass  man  die  Resultirende  dieser  noch  hinzu- 
kommenden Geschwindigkeiten  mit  der  Resultirenden  jener  An- 
fangsgeschwindigkeiten zu  einer  neuen  Resultirenden  vereinigt. 

Die  allgemeinste  Form  der  vor- 
liegenden  Aufgabe    ist   also   die    in 
Fig.  25  dargestellte:   eine  gleichför- 
mige Bewegung   mit  der  Geschwin- 
digkeit u  in  der  Richtung  AB  soll 
zusammengesetzt    werden  mit  einer 
gleicRförmig    beschleunigten    Bewe- 
gung ,  welche  in  die  Richtung  A  X 
fällt,  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  und  die  Beschleunigung  p  hat 
Um  die  resultirende  Bewegung  zu  bestimmen,   zerlegt  man 
die  gleichförmige  Bewegung  in  zwei  andere  gleichförmige  Bewe- 
gungen, von  denen  die  eine  in  die 
Richtung  A  X  (Fig.  26)    der    Be- 
schleunigung fällt,  die  andere  recht- 
winkelig zu  derselben  in  die  Rich- 
tung A  Y.  Nach  dem  Parallelogramm 
der  Geschwindigkeiten  ergeben  sich 
für  die   Geschwindigkeiten   c    und 
!  '"'**         v   dieser    beiden  Bewegungen    die 

I  Werthe: 

x  18)     c  =  u  .  cos  a, 

19)    v  =  m  .  sin  a, 
und  können  dieselben,  wenn  u  und  a  gegeben  sind,  als  bekannte 
Grössen  angesehen  werden. 

Die  Geschwindigkeit  c  kann  nunmehr  als  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  betrachtet  werden. 


Fig.  26. 


v  =  u  sin  a 
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In  jeder  Secunde  kommt  zu  dieser  Geschwindigkeit  die  Grösse  p 
hinzu;  nach  t  Secunden  erreicht  also  die  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  AX  den  Werth: 

20)  u>x=  c-{-pt 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurückgelegte 
Wegeslänge  beträgt  (naöh  Gleichung  6): 

21)  9  =  ct +*-*-. 

Die  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  ist  gleichförmig;  ihre 
Geschwindigkeit  ist  also  am  Ende  der  Zeit  t  nach  wie  vor: 

22)  w7  =  v 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurückgelegte 
Wegeslänge  beträgt: 

23)  y  =  vt*). 

Die  letzteren  vier  Gleichungen  geben  vollständigen  Aufschluss 
über  die  Bahnform  und  das  Gesetz  der  resultirenden  Bewegung, 
sowie  überhaupt  über  jede  Frage,  welche  hinsichtlich  der  Bewe- 
gung des  materiellen  Punktes  gestellt  werden  kann. 

Um  die  Bahnlinie  zu  construiren,  welche  der  materielle  Punkt 
beschreibt,   setzt  man  zunächst  in  den  Gleichungen  21)  und  23) 

für  t  einen  beliebig  ge- 
Pig-  27'  wählten  Werth,  berechnet 

4* aus  ihnen  die  zugehörigen 

Y  Werthe  von  x  und  y,  und 
constmirt  aus  diesen  bei- 
den Längen  das  Rechteck 
ABDC  (Fig.  27).  Der 
dem  Punkte  A  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  D  die- 
ses Rechtecks  ist  der  Ort, 
an  welchen  der  materielle 
Punkt  nach  der  Zeit  t  gelangt  ist.     Auf  gleiche  Weise  sind  die 


C 


I) 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Differenzialrechnung  würden  diese 
4  Gleichungen  die  folgenden  Formen  erhalten : 

20)    ~jf  =  c+Pt,  21)    x=  Uc  +  pt)dt  =  ct+?£- , 

y  =  \v  dt  =  V  t 

Ja 


22)    -£-=«.,  23) 
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Fig.  28. 


B 


den  übrigen  Zeitpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Bahnlinie  zu 
bestimmen. 

Um  die  Geschwindigkeit,'  welche  der  Punkt  an  der  Stelle  D 
besitzt,  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  zu  bestimmen,  setzt  man 

die  aus  den  Gleichungen 
20)  und  22)  sich  erge- 
benden Seitengeschwin- 
digkeiten zur  Resultiren- 
dcn  zusammen.  Die  Dia- 
gonale w  des  aus  den 
Längen  wx  und  w7  con- 
struirten  RechtecksZXEZ'Yr 
stellt  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  die  ge- 
suchte Geschwindigkeit 
dar  (Fig.  28). 

Wenn  man  die  Grösse  t 
aus  den  beiden  Gleichun- 
gen 21)  und  23)  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

24)     „«     „  +  .*-„! 


C 


v 


2t>2 


y 


aus  welcher  zu  jedem  beliebigen  Werthe  von  y  der  zugehörige 
Werth  von  x  bestimmt  werden  kann.  Diese  Gleichung  enthält 
das  Krümmungsgesetz  der  Bahnlinie  und  zeigt,  dass  dieselbe  in 
allen  Fällen  die  Form  einer  Parabel  hat,  deren  Achse  der  Rich- 
tung AX  —  also  der  Richtung  der  Beschleunigung  parallel  ist 
Die  Form  dieser  Parabel  hängt  nur  ab  von  der  Grösse  des  Ver- 
hältnisses   ;*%.     Was 

dagegen  die  Lage  des 
Scheitelpunktes  der  Pa- 
rabel, oder  die  Entfer- 
nung der  Parabel-  Achse 
von  dem  Anfangspunkte 
der  Bewegung,  betrifft, 
so  lassen  sich  hier  drei 
verschiedene  Fälle  un- 
terscheiden. 
Der  Scheitelpunkt  der  Parabel  fällt  mit  dem  Anfangspunkte  A 
zusammen  (Fig.  29),  wenn  c  gleich  Null  und  u  =  v  ist,  d.  h.  wenn 
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der  Winkel  a,  den  die  Richtungen  von  u  und  \>  einschliessen,  ein 
rechter  Winkel  ist  (vergL  Fig.  25  und  Gleichung  18).  In  diesem 
Falle  nehmen  die  Gleichungen  der  Bewegung  die  einfachere  Form  an: 

25)     wx  =  p  t 


26) 

x  = 

2 

27) 

tCy    = 

=  V 

28) 

y  = 

=  vt 

und 

man 

erhält  als 

Gleichung 

der  Bahnlinie: 

29) 

X  = 

-   -^      1/2 

"  2t>*  *  • 

Wenn  a  ein  spitzer  Winkel  ist,  c  also  einen  positiven  Wertli 
hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  der  Parabel  vom  Anfangspunkte  der 
Bewegung  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen  (Fig.  30).     Man  kann 

in  diesem  Falle  die  Be- 

Fig.  30. 
8  * 


wegung  betrachten  als 
die  Fortsetzung  einer 
Bewegung,  die  in  <S 
ihren  Anfangspunkt 
hatte,  für  welche  also 
die  Bedingungen  des 
vorigen  Falles  erfüllt 
sind.  Wenn  man  aus 
Gleichung  25)  denjeni- 
gen Werth  von  t  bestimmt,  für  welchen  wx  gleich  c  wird,  diesen 
Werth  in  den  Gleichungen  28)  und  26)  für  t  substituirt  und  die 
daraus  für  y  und  x  sich  ergebenden  Werthe  resp.  mit  a  und  b 
bezeichnet,  so  erhält  man: 


30)    a 

31) 


b  = 


ev 

P 

c* 

2p 


Sieht  man  also  den  im  Abstände  a  von  der  Parabel -Achse 
gelegenen  Punkt  P  der  in  Fig.  29  dargestellten  Bewegung  als  An- 
fangspunkt derselben  an,  so  ist  weiter  kein  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Bewegungen  vorhanden. 

Wenn  dagegen  a  ein  stumpfer  Winkel  ist,  c  also  einen  nega- 
tiven Werth  hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  S  dter  Parabel  eine  Stelle, 
welche  der  materielle  Punkt  erst  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewe- 


ftiit«rt  Mvcfaauik. 


3 
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gung  erreicht  (Fig.  31).  An  dieser  Stelle  ist  die  Bewegung  pa- 
rallel der  Richtung  A  F,  folglich  die  Geschwindigkeit  in  der  Rich- 
tung AX  gleich  Null.  Wenn  man  also  in  Gleichung  20)  tcx  =  0 
setzt,  den  hieraus  für  t  sich  ergebenden  Werth  in  den  Gleichun- 
gen 23)  und  21)  für  t 
Fi8- 31.  substituirt,    so    erhält 

man  für  die  zugehöri- 
gen Werthe  a,  6  resp. 
der  Grössen  sc,  y  die 
Gleichungen: 

32)  a  =  —  -^ 

33)  »-— g-, 

welche  die  Lage  des 
Punktes  £  bestimmen.  Wenn  man  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt 
der  Bewegung  ansieht,  so  kann  Alles,  was  in  Bezug  auf  den  Fall 
Fig.  29  gilt,  auch  für  die  in  Fig.  31  dargestellte  Bewegung  als 
gültig  angenommen  werden. 

Um  also  das  Gesetz  und  die  Eigenschaften  der  parabolischen 
Bewegung  zu  studiren,  genügt  es  vollkommen,  die  Untersuchung 
auf  den  ersten  (in  Fig.  29  dargestellten)  Fall  zu  beschränken,  da 
die  beiden  anderen  Fälle  nur  in  unwesentlichen  —  die  Wahl  des 
Anfangspunktes  betreffenden  —  Umständen  von  ihm  abweichen. 

Die  für  diesen  Fall  geltende  Gleichung  29)  zeigt:  das  einem 
und  demselben  Werthe  von  y  ein  kleinerer  oder  grösserer  Werth 

von  x  entspricht,  je  nachdem  das  Verhältniss  -^2-  einen  kleineren 

oder  grösseren  Werth  hat,  dass  also  je  nach  der  Grösse  dieses 
Verhältnisses  die  Parabel  in  der  Gegend  ihres  Scheitelpunktes 
eine  flacher  oder  stärker  gekrümmte  Form  erhalten  wird.  Die 
Art  und  Weise,   in  welcher  die  Form  der  ganzen  Parabel  durch 

die  Grösse  des  Verhältnisses  -~^   bedingt  wird,   lässt  sich   noch 

auf  andere  Weise  näher  charakterisiren ,  indem  man  nämlich  die 
Parabel  vergleicht  mit  einer  Kreislinie,  welche  durch  den  Scheitel- 
punkt A  und  den  in  der  Entfernung  y  von  der  Parabel  -Acliso 
liegenden  Punkt  P  hindurch  geht,  und  deren  Mittelpunkt  O  zugleich 
in  der  Parabel  -  Achse  liegt  (Fig.  32).  Wenn  man  die  Grösse  y1 
das  eine  Mal  aus  der  Gleichung  29),  das  andere  Mal  aus  der  Glei- 
chung des  Kreises  bestimmt,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 
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34) 
35) 


y2  =  2 


x 


y2  =  2  px  — 


X' 


Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  ergiebt  für  den  Halb- 
messer p  die  Gleichung: 


P./l. 


36)    P  =  -Vf  + 


X 

2 


Die  Grösse  p  be- 
steht also  aus  zwei 
Theilen:  der  erste  von 
x    unabhängige    Theil 

—  hängt  nur  ab  von 

der  Form  der  Parabel 
(nämlich  von  der  oben 

erwähnten  Grösse  7^ ) ; 

2t;2/ 

der   andere  Theil  -5- 


iX 


Punktes  vom  Scheitelpunkte  gewählt  wird. 


dagegen  hängt  nur  von 
x,  also  von  der  zu- 
falligen Wahl  des  Punk- 
tes P  ab,  uud  ist  um 
so  kleiner,  je  kleiner 
der  Abstand  dieses 
Wenn  man  jenen  von 


x  unabhängigen  Theil  —  mit  r  bezeichnet,  so  kann  die  Gleichung: 


37)    r  = 


P 
P 


auf  folgende  Weise  gedeutet  werden:  Sie  giebt  den  festen  Grenz- 
werth  an,  welchem  der  Halbmesser  p  einer  durch  die  drei  Punkte 
A,  P,  Px  gelegten  Kreislinie  mehr  und  mehr  sich  annähert,  je 
näher  die  letzteren  beiden  an  den  ersten  rücken;  oder  den  Halb- 
messer derjenigen  Kreislinie,  mit  welcher  die  Parabel  an  ihrem 
Scheitelpunkte  am  meisten  übereinstimmt  und  gleiche  Krüm- 
mung hat. 

Die  Parabel  ist  an  ihren  verschiedenen  Stellen  verschieden 
stark  gekrümmt,  der  Krümmungshalbmesser  —  d.  h.  der  Halb- 
messer desjenigen  Kreises,  mit  welchem  die  Parabel  an  der  be- 
treffenden Stelle  gleiche  Krümmung  hat  —  wechselt  in   seiner 

3* 


■+ 
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Grösse,  er  wird  am  kleinsten  am  Scheitelpunkte,  und  dieser  kleinste 
Werth,    also    der  Krümmungshalbmesser   am   Scheitelpunkte,    ist 

eben  jene  Grösse  — .    Es  kann  also  die  Form  der  ganzen  Parabel 

—  anstatt  durch  Angabe  jenes  Verhältnisses    *-^  in  Gleichung  29) 

—  auch  dadurch  charakterisirt  werden,  dass  für  den  Krümmungs- 
halbmesser r  am  Scheitelpunkte  der  Werth  angegeben  wird. 

Wenn  umgekehrt  die  Aufgabe  in  folgender  Form  gestellt  ist: 
Rechtwinkelig  zu  einer  gleichförmigen  Bewegung  von  der  gege- 
benen Geschwindigkeit  v  soll  eine  gleichförmig  beschleunigte  Be- 
wegung hinzugefügt  werden;  gesucht  wird  die  Beschleunigung  p, 
welche  dieselbe  haben  muss,  wenn  die  Krümmung  der  resultirenden 
Bahnlinie  an  der  Anfangsstelle  gerade  so  gross  sein  soll,  wie  die 
eines  Kreises  vom  gegebenen  Halbmesser  r:  so  ist  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  enthalten  in  der  Gleichung: 

38)    P  =  4- 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  die  Ablenkung  von  der  augenblick- 
lichen Bewegungsrichtung  aufgefasst  werden  kann  als  Hinzutreten 
einer  zu  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  rechtwinkelig  ge- 
richteten Beschleunigung,  wie  also  die  krummlinige  Bewegung 
gedacht  werden  kann  als  hervorgehend  aus  der  Zusammensetzung 
geradliniger  Bewegungen.  Sie  bildet  —  wie  sich  später  ergeben 
wird  —  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  krummlinigen  Bewegung 
des  materiellen  Punktes,  insbesondere  für  die  Theorie  der  so- 
genannten Centripetalkraft  und  Centrifugalkraft. 


Capilel  IV. 

Physikalische  Grundbegriffe  and  Grundgesetze  der 

Mechanik. 

§  15. 
Ent Wickelung  der  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes  ihrer  (irösse 
oder  Richtung  nach  sich  ändert,  so  sehen  wir  diese  Aenderung 
als  Wirkung  irgend  einer  in  demselben  thätigeu  Ursache  an;  diese 
Ursache  nennen  wir  Kraft, 
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Es  ist  also  nicht  die  Ortsveränderung  eines  materiellen  Punktes 
an  sich,  welche  uns  veranlasst  zu  der  Annahme,  dass  eine  Kraft 
thätig  sei  —  vielmehr  nur,  wenn  diese  Ortsveränderung  in  einer 
ungleichförmigen  oder  in  einer  krummlinigen  Bewegung  besteht,  so 
ist  es  eben  die  Abweichung  von  der  Gleichförmigkeit,  von  der 
Geradlinigkeit,  welche  wir  als  Wirkung  einer  Kraft  betrachten. 
Denn  die  Erfahrung  lehrt:  dass  es  in  der  Natur  eines  jeden  Kör- 
pers liegt:  Richtung  und  Geschwindigkeit  seiner  einmal  vorhan- 
denen Bewegung  unverändert  beizubehalten,  also  geradlinig  und 
gleichförmig  seine  Bewegung  fortzusetzen,  so  lange  dieselbe  nicht 
durch  äussere  Einwirkungen  gestört  wird,  d.  h.  so  lange  eben  nicht 
Kräfte  auf  ihn  einwirken.  Dieses  Naturgesetz  wird  das  Gesetz 
der  Trägheit  genannt. 

Das  Gesetz  der  Trägheit  ist  wie  alle  Naturgesetze  ein  Erfahrungsgesetz, 
dessen  Richtigkeit  durch  reine  Verstandesthätigkeit  allein  nicht  constatirt 
werden  kann.  Allen  Versuchen,  dasselbe  als  eine  notwendige  Verstandes- 
Wahrheit  darzustellen  und  zu  beweisen,  kann  die  Behauptung  entgegengestellt 
werden:  Ohne  Erfahrungen  würden  wir  von  diesem  Gesetze  Nichts  wissen; 
unsere  Vernunft  allein  drängt  uns  keinesweges  dazu:  der  Natur  gerade  diese 
Einrichtung  zuzuschreiben;  die  Annahme  irgend  einer  anderen  Natur-Einrich- 
toog,  mit  welcher  das  Gesetz  der  Trägheit  nicht  verbunden  wäre,  stände 
dnrchaus  nicht  im  Widerspruche  mit  unserer  Vernunft  —  wohl  aber  mit  un- 
serer Erfahrung.  Wenn  man  ferner  in  folgender  Weise,  argumentiren  wollte : 
„Die  Geschwindigkeit  eines  geradlinig  und  gleichförmig  bewegten  Körpers  ist  ein 
Zustand,  dessen  Fortdauer  —  bei  fehlender  äusserer  Einwirkung  —  als  selbst- 
rerstandlich  einer  Erklärung  gar  nicht  bedarf,  dessen  Vorhandensein  allein 
schon  zur  Erklärung  seiner  Fortdauer  ausreicht";  so  würde  dagegen  einzu- 
wenden sein,  dass  mittelst  derselben  Schlussfolgerung  auch  von  der  Btschleu- 
H9W9  eines  gleichförmig  beschleunigt  bewegten  Körpers  behauptet  werden 
könnte:  „Diese  Beschleunigung  sei  ein  Bewegungszustand,  dessen  Fortdauer 
als  selbstverständlich  einer  Erklärung  nicht  bedürfe,  insofern  das  Vorhanden- 
sein desselben  allein  schon  zur  Erklärung  seiner  Fortsetzung  ausreiche." 
Hiermit  würde  man  aber  in  einen  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  sich  ver- 
wickeln, da  wir  in  der  That  die  Fortdauer  jener  Beschleunigung  der  Wirkung 
einer  Kraft  zuschreiben  müssen. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  unter  allen  Umständen 
in  gleicher  Weise.  Ihre  Aenderung  —  überhaupt  ihr  Auftreten  — 
muss  uns  demnach  als  eine  der  weiteren  Erklärung  bedürfende 
Aenderung  des  bestehenden  Zustandes  erscheinen  und  uns  ver- 
anlassen ,  nach  den  Ausgangspunkten ,  nach  den  Entstehungs- 
Ursachen  der  Kräfte  zu  forschen.  Wir  suchen  und  finden  dieselben 
in  anderen  materiellen  Funkten.  Kraft  nennen  wir  also  das  unbe- 
kannte Zwischenglied,   welches  den  ursachlichen  Zusammenhang 
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zwischen  diesen  Ursachen  und  den  hervorgebrachten  Geschwindig- 
keitsändeningeu  vermittelt,  welches  daher  in  Bezug  auf  die  letzteren 
als  Ursache,  in  Bezug  auf  die  ersteren  als  Wirkung  aufgefasst 
werden  kann. 

Wir  können  die  Kräfte  nur  in  ihren  Ursachen  und  ihren 
Wirkungen  beobachten;  die  Kräfte  selbst  entziehen  sich  unserer 
unmittelbaren  Wahrnehmung. 

Nur  in  einem  Falle  könnte  es  scheinen,  als  ob  wir  auch  die 
Kraft  selbst  wahrnehmen  —  wenn  man  das  Wort  „wahrnehmen* 
in  etwas  weiterem  Sinne  fasst.  Wenn  wir  durch  unsere  eigene 
Körperkraft  einen  Körper  in  Bewegung  setzen,  oder  eine  schon 
vorhandene  Bewegung  desselben  abändern:  so  nehmen  wir  ausser 
der  hervorgebrachten  Wirkung  auch  den  Grad  der  aufgewendeten 
Kraft  wahr.  Auch  ohne  unmittelbare  Wahrnehmung  des  Erfolgs 
empfinden  wir  den  Unterschied  zwischen  solchen  Fällen,  in  welchen 
wir  eine  grössere,  und  solchen,  in  denen  wir  eine  geringere  Wir- 
kung hervorbringen.  Wenn  zwar  das,  was  wir  dabei  empfinden, 
auch  keines weges  die  ausgeübte  Kraft  selbst,  sondern  nur  die  mit 
dem  Hervorbringen  derselben  verbundene  Anstrengung  ist,  so 
bilden  diese  Empfindungen  doch  die  Grundlage,  auf  welcher  der 
Begriff  der  Kraft  in  uns  sich  entwickelt. 

Wenn  wir  eine  gleiche  Wirkung,  wie  wir  sie  das  eine  Mal 
durch  unsere  eigene  Körperkraft  ziehend  oder  schiebend  an  einem 
Körper  hervorbrachten,  ein  anderes  Mal  ohne  unser  Zuthun  her- 
vorgebracht sehen,  so  sind  wir  geneigt  anzunehmen:  dass  auch  in 
diesem  letzteren  Falle  irgend  eine  ähnliche  verborgene  ziehende 
oder  schiebende  Ursache  thätig  war,  deren  Ursprung  —  statt  in 
unserem  eigenen  —  in  irgend  welchen  anderen  Körpern  zu  suchen  ist. 

Mit  der  Einführung  des  Begriffes  der  Kraft  ist  die  letzte  Ursache  des 
Wirkenden  noch  nicht  erklärt;  vielmehr  ist  das  eigentliche  Wesen  der  Kraft 
uns  gegenwärtig  noch  eben  so  unbekannt,  wie  das  Wesen  der  Materie  über- 
haupt, und  muss  zugestanden  werden,  dass  das  Wort  „Kraft44  nur  eine  Aus- 
hülfe, ein  Name  ist  für  Dasjenige,  was  einer  weiteren  Erklärung  noch  ent- 
gegensieht. In  neuester  Zeit  haben  einige  Physiker  das  Wesen  der  Kraft  zu 
erklären  versucht,  indem  sie  die  Hypothese  aufstellten:  dass  der  raumerftilleude 
Aether,  derselbe  Aether,  welchem  die  Vermittelung  der  Licht-  und  Wartuc- 
Erscheinungen  zugeschrieben  wird,  das  Medium  sei,  durch  welches  auch  die 
Kraftwirkungen  fortgepflanzt  und  vermittelt  werden,  und  dass  das  Vorhanden- 
sein einer  Kraft  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung  au  einem  bestimmten 
Orte  des  Raumes  zu  deflniren  sei  als  ein  bestimmter  Bewegungszustand  des 
Aethers  an  dieser  Stelle.  Indessen  selbst  wenn  es  den  Physikern  gelingen 
sollte ,  in  dieser  Richtung  einen  Schritt  vorwärts  zu  thun ,  den  Begriff  der 
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Kraft  auf  andere  Begriffe  zurückzuführen  und  dadurch  entbehrlich  zu  machen, 
so  würde  für  die  Mechanik  darin  noch  keineswegs  eine  Veranlassung  liegen, 
sich  dieses  Begriffes  zu  entäussern,  insofern  die  auf  den  Begriff  der  Kraft 
gegründete  Auffassung  der  Natur -Erscheinungen  doch  immer  die  einfachste 
Form  bieten  würde,  in  welche  die  eigentliche  Aufgabe  der  Mechanik  ein- 
gekleidet werden  kann,  und  deshalb  ihre  Berechtigung  behalten  würde. 

Das  Erforschen  der  Entstehungs- Ursachen  der  Kräfte,  der 
Gesetze,  nach  welchen  sie  mit  ihren  Ursachen  sich  ändern  und 
ihrerseits  wiederum  die  Veränderungen  in  der  Körperwelt  hervor- 
bringen, ist  Aufgabe  der  Physik.  Gegenstand  der  Mechanik  ist 
nur  die  Untersuchung  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Kräften 
und  den  von  ihnen  hervorgebrachten  Bewegungsänderungen.  Wenn 
zwar  die  Mechanik  bei  ihren  Untersuchungen  nicht  bis  zu  den 
Ursachen  der  Kräfte  vordringt,  so  kann  doch  bei  der  Begründung 
ihrer  Lehren  die  Kenntniss  des  Umstandes  nicht  entbehrt  werden: 
dass  wir  auf  zweierlei  Weise  die  Kräfte  zum  Gegenstande  indi- 
recter  Beobachtung  und  Messung  machen  können:  einmal,  indem 
wir  sie  in  ihren  Wirkungen,  und  einmal,  indem  wir  sie  in  ihren 
Ursachen  studiren;  dass  wir  also  zweierlei  Mittel  besitzen,  das 
wiederholte  Auftreten  einer  gleich  grossen  Kraft  zu  constatiren: 
wir  erkennen  dasselbe  einmal  an  der  Gleichheit  der  Wirkung  und 
ein  anderes  Mal  an  der  Gleichheit  der  äusseren  Umstände,  unter 
welchen  die  Kraft  zur  Wirkung  kommt. 

Wenn  wir  beispielsweise  eines  elastischen  Kautschuk  -  Fadens  uns  be- 
dienen, um  mittelst  desselben  eine  Zugkraft  auszuüben  und  einen  Körper  da- 
durch in  Bewegung  zu  versetzen,  so  können  wir  die  Grösse  der  ausgeübten 
Kraft  erkennen:  einmal  an  der  Grösse  der  hervorgebrachten  GeBchwindigkeits- 
änderung  und  ein  anderes  Mal  an  dem  Verlängerungszustande ,  in  welchem 
der  Faden  dabei  sich  befindet.  Wenn  wir  ein  anderes  Mal  denselben  Faden 
benutzen,  um  einen  anderen  Körper  in  Bewegung  zu  versetzen,  und  der  Faden 
dabei  wiederum  in  demselben  Verlängerungszustande  sich  befindet,  so  wurden 
wir  allein  aus  diesem  Umstände  schon  schliessen  können,  dass  die  ausgeübte 
Kraft  dieselbe  Grösse  hatte,  auch  wenn  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeits- 
änderung uns  unbekannt  geblieben  wäre. 

Die  Kräfte  sind  intensive  Grössen,  welche  nur  gemessen 
werden  können,  wenn  irgend  eine  räumliche  Grosse  für  sie  als 
Maass  gefunden  wird. 

Die  Wirkung  einer  Kraft  besteht  in  dem  Hervorbringen  von 
Geschwindigkeitsänderung*).      Je    grösser    unter    sonst    gleichen 


*)  Wenn  unter  besonderen  Umständen  ein  ruhender  Körper  durch  eine 
Kraft  nicht  in  Bewegung  versetzt  wird  (wie  z.  B.  ein  an  einem  festen  Punkte 
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Umständen  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeitsänderung  ist,  um 
so  grösser  wird  die  wirkende  Kraft  anzusehen  sein.  Wenn  ein 
Körper  immer  in  gleicher  Richtung  sich  bewegt  und  seine  Ge- 
schwindigkeit in  gleichen  Zeiten  immer  um  gleiche  Grössen  zu- 
nimmt,  so  haben  wir  der  Erfahrung  gemäss  diese  Bewegung  an- 
zusehen als  Wirkung  einer  Kraft  von  unveränderter  Richtung 
und  (»rosse,  oder  einer  constanten  Kraft,  deren  Richtung  mit  der 
]lewegungsrichtung  zusammenfallt.  In  Folgendem  ist  —  wenn 
nicht  ausdrücklich  das  Gegeutheil  bemerkt  wird  —  unter  „ Kraft" 
allemal  eine  constante  Kraft  zu  verstehen. 

Eine  constante  Kraft  ertheilt  also  einem  vorher  ruhendeu 
Körper  eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung, 
deren  Beschleunigung  um  so  grösser,  je  grösser  die  wirkende 
Kraft  ist.  Wenn  die  Beschleunigung,  die  einem  bestimmten  Körper 
von  einer  bestimmten  Kraft  ertheilt  wird,  eben  so  gross  ist  wie 
die  Beschleunigung,  welche  ein  anderes  Mal  demselben  Körper 
von  einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  werden  die  beiden  Kräfte 
gleich  gross  genannt.  Wenn  dagegen  die  Beschleunigung,  welche 
einem  Körper  von  einer  Kraft  ertheilt.  wird,  /smal  so  gross  ist 
als  diejenige,  welche  ein  anderes  Mal  demselben  Körper  von  einer 
anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  wird  die  erstere  Kraft  £mal  so 
gross  als  die  zweite  genannt. 

Die  Kräfte  verhalten  sich  also  wie  die  Beschleunigungen,  die  sie 
einem  und  demselben  Körper  ertheilen. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bewegung  dieses  einen  bestimmten 
Körpers  handelt,  so  würden  also  die  Beschleunigungen  allein 
schon  als  Maassc  für  die  Kräfte  ausreichen.  Da  es  sich  in  der 
Mechanik  aber  um  die  Bewegung  beliebiger  Körper  handelt,  so 
muss  auf  den  Unterschied  in  dem  Verhalten  der  verschiedenen 
Körper  den  K ruften  gegenüber  Rücksicht  genommen  werden. 

Wo  im  eine  und  dieselbe  Kraft  dem  einen  Körper  eine  audere 
BoNchlcunigung  ertheilt  als  dorn  anderen  Körper,  so  erklärt  man 
sich  dies  aus  dim  Unterschiede  derjenigen  Grössen,  welche  man 
die  Massen  der  Körper  nennt.  Man  schreibt  dem  Körper  eine 
um  so  grtfsstrt  Masse   zu,  je  kleiner  die  von  joner  Kraft   ihm 


Aittpelunpier  Korper  durch  die  Schwerkraft  nicht  in  Bewegung  versetzt  wird), 
m>  findet  «lies  wie  >|utcr  cejeict  wenlen  wini     -    seine  Erklärung  darin, 

t-  il«**    hier   die  t»e^ch«ii,dickeit   im  Ent>tthen   M"h«*n   duich    eine  andere  Kraft 

»ir  iden  \\  ideiM.ind  dt*  AuOmiii;i  punktet  wieder  vernichtet  wird. 
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ertheilte  Beschleunigung  ist.  Gleich  nennt  man  die  Massen  zweier 
Körper,  wenn  eine  und  dieselbe  Kraft  jedem  von  beiden  die  gleiche 
Beschleunigung  ertheilt.  Wenn  dagegen  die  Kraft  dem  zweiten 
Körper  nur  dem  wten  Theil  derjenigen  Beschleunigung  ertheilt, 
welche  der  erste  Körper  durch  dieselbe  Kraft  erhielt,  so  nennt 
man  die  Masse  des  zweiten  Körpers  mmal  so  gross  als  die  des 
ersten. 

Die  Massen  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die  Beschleuni- 
gungen, welche  gleiche  Kräfte  ihnen  ertheilen. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass  zwei  Körper  bei  ihrer  Vereinigung  einen  Körper 
bilden,  dessen  Masse  gleich  der  Summe  ihrer  beiden  Massen  ist;  dass  auch, 
wenn  die  Körper  chemisch  mit  einander  sich  verbinden  —  wobei  ihre  son- 
stigen Eigenschaften  zum  Theil  zerstört  werden  —  die  Eigenschaft  und  Grösse 
der  Masse  unverändert  sich  erhält.  Man  kann  daher  den  Begriff  „Masse*1 
auch  definiren  als  Quantität  der  Materie,  und  diese  Definition  würde  vollkommen 
ausreichen,  wenn  alle  Körper  von  gleicher  physikalischer  Beschaffenheit 
wären,  und  die  Quantität  der  in  ihnen  enthaltenen  Materie  gemessen  werden 
könnte  nach  ihrem  Rauminhalt.  Da  dies  indessen  nicht  der  Fall  ist,  und  bei 
Körpern  verschiedener  Qualität  als  letztes  Mittel  doch  immer  Kräfte  benutzt 
werden  müssen,  um  ihr  Massen-Verhältniss  zu  bestimmen,  so  kann  die  oben 
gegebene  Definition  nicht  wohl  umgangen  werden. 

Durch  die  beiden  für  Kraft-  und  Massen -Grössen  gegebenen 
Definitionen  ist  die  Messung  der  Kräfte  und  Massen  zurückgeführt 
auf  die  Messung  von  Beschleunigungen,  also  auf  die  Messung  von 
Längen -Grössen.  Man  würde  hiernach  in  den  Stand  gesetzt,  bei 
Zugrundelegung  einer  bestimmten  Masse  sämmtliche  Kräfte  durch 
Zahlen  auszudrücken  und  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Kraft  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  durch  Zahlen  aus- 
zudrücken. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  ob  die  auf  solche  Weise  erhalte- 
nen Zahlen  abhängen  von  der  zufälligen  Wahl  jener  einen  Kraft, 
von  der  Wahl  jeuer  einen  Masse  und  ihrer  physikalischen  Be- 
schaffenheit; oder  ob  vielmehr  diese  Zahlen  ganz  allgemeine  Gül- 
tigkeit besitzen?  Diese  Frage  kann  a  priori  nicht  beantwortet 
werden,  sondern  die  Erfahrung  muss  darüber  entscheiden. 

§  16. 
Gesetz  der  Beschleunigung. 

Wenn  man  diejenige  Kraft  als  Kraft  -  Einheit  wählt,  welche 
irgend  einem  bestimmten  Körper  eine  Beschleunigung  gleich  der 
Laugen -Einheit  ertheilt,  und  zugleich  die  Masse  eben  desselben 
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Körper»  als  Massen -Einheit  annimmt,  so  reichen  die  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Definitionen  bereits  aus,  um  zu  bestimmen: 

Erstens:  die  Beschleunigung,  welche  jener  Masse  Eins  von 
irgend  einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  deren  Grösse  durch  die 
Zahl  k  gegeben  ist 

Zweitens:  die  Beschleunigung,  welche  jene  Kraft  Eins  irgend 
einer  andern  Masse  ertheilt,  deren  Grösse  durch  die  Zahl  m  ge- 
gegeben ist. 

Um  aber  die  Beschleunigung  zu  bestimmen,  welche  die  Kraft 
k  der  Masse  m  ertheilt,  dazu  reichen  die  gegebenen  Definitionen 
noch  nicht  aus.  Wenn  man  die  vorliegende  Frage  sich  veran- 
schaulicht durch  das  Schema: 

die  Kraft  1  ertheilt  der  Masse  1  die  Beschleunigung  1 
k  1  k 

1  ! 


m 


n 


m 


so  findet  man,  dass  die  drei  Vordersätze  hinsichtlich  der  im 
Sclüusssatze  gesuchten  Beschleunigung  vorläufig  noch  kein  Resultat 
ergeben.  Denn  daraus:  dass  —  der  Definition  gemäss  —  die  Be- 
schleunigungen, welche  der  Masse  „Eins*  ertheilt  werden  durch 
die  Kräfte  „Eins*4  und  k  sich  verhalten  wie  1  :  k,  folgt  noch  keines- 
weges,  dass  auch  zwischen  den  Beschleunigungen,  welche  die 
Masse  m  durch  sie  erhält,  das  gleiche  Verhältniss  stattfindet: 
und  daraus:    dass  die  von  der  Kraft  „Eins*4  den  Massen  rEinsa 

und    m    ertheilten  Beschleunigungen    sich    verhalten    wie    1  :  — , 

folgt  noch  keinesweges,  dass  auch  dann  noch  das  gleiche  Ver- 
hältniss zwischen  den  Beschleunigungen  stattfindet,  wenn  k  die 
beschleunigende  Kraft  ist.  Denn  es  wäre  denkbar:  dass  auch 
die  physikalische  oder  chemische  Beschaffenheit  der  Körper,  die 
Qualität  und  Entstehungsursachen  der  Kräfte  einen  Einfluss  auf 
die  Grösse  der  hervorgebrachten  Beschleunigung  hätten. 

Die  Erfahrung  lehrt  nuu  aber,  dass:  welche  Masse  auch 
immer  der  Messung  der  Kräfte,  welche  Kraft  auch  immer  der 
Messung  der  Massen  zum  Grunde  gelegt  werden  möge,  stets  die- 
selben Verhältnisszahlen  sich  ergeben.  Sie  giebt  also  in  Bezug 
auf  die  vorliegende  Frage  die  folgende  Antwort : 

Auch  dann,  wenu  statt  jener  Masse  „Eins*4  eine  andere  Masse 
in  gewählt  wird,   so  beträgt  die  von  der  Kraft  k  hervorgebrachte 
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Beschleunigung  immer  k  mal  so  viel  als  die  von  der  Kraft  „Eins" 

hervorgebrachte.       Letztere  betrug  — ,    folglich    ist    die    von   der 

tu 

Kraft  k  der  Masse  m  ertheilte  Beschleunigung  gleich  k  .  —  ;    oder  : 

Auch  dann,  wenn  statt  der  Kraft  „Eins"  eine  andere  Kraft  k 
die  beschleunigende  Kraft  ist,  findet  sich,  dass  die  Masse  m  immer 
nur  den  m  ten  Theil  derjenigen  Beschleunigung  erhält,  welche  die 
Masse  „Eins"  von  derselben  Kraft  erhält.  Letztere  betrug  &, 
folglich  erhält  die  Masse  m  von  der  Kraft  k  die  Beschleunigung 

n 

Wenn  die  gesuchte  Beschleunigung  mit  p  bezeichnet  wird, 
so  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

39)    p  =   * 


m 


In  Worten  ausgedrückt,  lautet  dieses  Gesetz  also:  Man  findet 
die  Beschleunigung,  welche  eine  gegebene  Kraft  einer  gegebenen 
Masse  ertheilt,  indem  man  die  Kraft-Zahl  durch  die  Massen-Zahl 
diridirt;  oder  kürzer: 

Beschleunigung  = 


Masse 

Dieses  Naturgesetz  ist  eines  von  den  Grundgesetzen  der 
Mechanik  nnd  wird  das  Gesetz  der  Beschleunigung  genannt.  Das 
Gesetz  der  Trägheit  ist  als  specielles  Gesetz  in  diesem  allgemei- 
neren enthalten;  denn  es  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Gleichung, 
dass,  wenn  die  Kraft  Null  ist,  die  Beschleunigung  ebenfalls  Null 
ist:  d.  h.  wenn  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  nicht. 

Wenn  man  Zähler  und  Nenuer  des  Bruches  —  in  Gleichung  39) 

mit  gleichen  Zahlen  multiplicirt,  so  bleibt  der  Werth  desselben 
unverändert,  also  auch  p.  Sind  kt  und  mi  die  Werthe,  welche 
resp.  Zähler  und  Nenner  alsdann  annehmen,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Gleichung: 

*   _  *i        ^a^        k    _  m 


oder 


m  f»i  ki  tnl 

Man   kann   also   das  obige  Gesetz   auch   in  folgender  Form 
aussprechen: 
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Die  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Massen,  denen  sie  gleiche  Be- 
schleunigungen ertheilen. 

Es  piebt  noch  andere  Formen,  in  denen  dieses  Naturgesetz  ausgesprochen 
werden  kann;  der  eigentliche  Sinn  desselben  bleibt  aber  immer  derselbe, 
nämlich  folgender:  Es  giebt  zweierlei  Maasse  für  die  Grössen  der  Kräfte; 
man  kann  einmal  die  Beschleunigungen,  welche  sie  gleichen  Massen  ertheilen, 
und  ein  anderes  Mal  die  Massen,  denen  sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen, 
als  Maasse  wählen;  beide  Maussbestimmungen  führen  stets  zu  denselben 
Kraft- Zahlen. 

Man  hätte  also  statt  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Definition 
der  Kraftgrössen  auch  die  folgende  wählen  können:  Die  Kräfte  sollen  pro- 
portional den  Massen  gelten,  welchen  sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen, 
und  hätte  als  Ergänzung  dann  jenes  Naturgesetz  in  folgender  Form  hinzu- 
fügen können:  „die  so  erhaltenen  Kraftzahlen  sind  auch  proportional  den 
Beschleunigungen,  welche  diese  Kräfte  einer  und  derselben  Masse  ertheilen.*4 
Wenn  man  also  einen  und  denselben  Körper  nach  einander  der  Wirkung  ver- 
schiedener Kräfte  aussetzt  und  jedesmal  die  hervorgebrachte  Beschleuniguiisr 
misst,  so  findet  sich,  dass  der  Quotient 


Kraft 


Beschleunigung 


(=  Masse) 


allemal  denselben  Werth  hat,  und  dieser  unveränderliche  Werth  bildet  zugleich 
die  Massenzahl  des  Körpers.  In  dieser  Form  würde  das  Gesetz  genannt 
werden  können  „das  Gesetz  der  Unveränderlichkeit  der  Masse". 


§  17. 
Gesetz  der  Schwere. 

Für  die  Masseiigrössen  wurde  im  §.  15  die  Definition  gegeben: 
Die  Massen  der  Körper  verhalten  sieh  umgekehrt  wie  die  Be- 
schleunigungen, welche  ihnen  von  gleichen  Kräften  ertheilt  werden. 
Hiernach  bedürfte  es,  um  die  Massen  der  Körper  zu  bestimmen, 
allemal  einer  umständlichen,  beschwerlichen  Operation:  man  mü>ste 
eine  Kraft  von  bestimmter  Grösse  auf  den  Körper  wirken  lassen 
uud  die  Beschleunigung  messen,  welche  der  Körper  durch  sie 
erhielte. 

Es  giebt  eine  viel  einfachere  Methode,  die  Massen  der  Körper 
zu  bestimmen,  und  diese  Methode  gründet  sich  auf  ein  Natur- 
gesetz, welches  das  Gesetz  der  Schwere  genannt  wird. 

Jeder  Körper,  der  sich  au  der  Erdoberfläche  befindet,  wird 
von  der  Erde  angezogen  in  der  Richtung  vertical  abwärts  mit 
einer  Kraft,    welche  das  Gewicht  des  Körpers  genannt  wird.     Die 
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Erfahrung   lehrt:    dass  diese   Gewichte   der    Körper   Kräfte   sind, 
welche  allen  Körpern  gleiche*)  Beschleunigung  ertheilen,  nämlich: 

40)    0=9»,  81.. 

Diese  Grösse  wird  die  Beschleunigung  der  Schwere  oder  Be- 
schleunigung des  freien  Falles  (auch  Erd-Acceleration)  genannt 
und  soll  im  Folgenden  immer  mit  dem  Buchstaben  g  bezeichnet 
werden. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  nun  gezeigt:  dass  die  Massen 
der  Körper  sich  verhalten  wie  die  Kräfte,  die  ihnen  gleiche  Be- 
schleunigung ertheilen.  Die  Gewichte  der  Körper  sind  solche 
Kräfte,  also  ergiebt  sich  hieraus  das  Gesetz: 

Die  Massen  der  Körper  verhalten  sich  wie  ihre  Gewichte. 

Man  kann  hiernach  das  Massen- Verhältniss  zweier  Körper 
bestimmen,  indem  man  durch  Wägung  ihr  Gewichtsverhältniss 
bestimmt.  Das  Gewicht-Messen  oder  Wägen  ist  aber  eine  im 
täglichen  Leben  so  häufig  vorkommende  Operation,  dass  dieselbe 
—  ebenso  wie  das  Zeit-Messen  mittelst  der  Uhren  —  als  Jeder- 
mann vollkommen  verständlich  und  geläufig  vorausgesetzt  wer- 
den darf. 

Als  Massen-Einheit  soll  diejenige  Masse  gewählt  werden,  welche 
1  Kilogramm  wiegt.  Für  diejenige  Masse,  welche  m  Kilogramm 
wiegt,  ist  also  m  die  Massenzahl. 

Als  Kraft-Einheit  soll  diejenige  Kraft  gewählt  werden,  welche 
einem  Kilogramm  Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilt. 
Wenn  also  die  Grösse  einer  Kraft  durch  die  Zahl  k  ausgedrückt 
wird,  so  ist  damit  eine  Kraft  gemeint,  welche  fcmal  so  gross  ist 
als  jene  Kraft-Einheit  —  eine  Kraft  also  z.  B.:  welche  einem 
Kilogramm  Masse  Je  Meter  Beschleunigung,  oder  welche  k  Kilo- 
grammen Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilen  würde. 

Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  bezeichnet  wird ,  welche  die 
Kraft  k  der  Masse  m  ertheilt,  so  ist  nach  dem  Gesetze  der  Be- 
schleunigung (Gleichung  39): 


*)  d.  h.  wenn  dieselben  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  frei  fallen 
and  dabei  den  Wirkungen  anderer  Kräfte,  wie  z.  B.  der  Wirkung  des  Luft- 
widerstandes, gänzlich  entzogen  sind.  Die  Grösse  dieser  Beschleunigung  ist 
in  Wirklichkeit  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche  ein  wenig 
verschieden;  doch  können  die  geringen  Schwankungen  dieser  Grösse  erst 
weiter  unten  ihre  Erklärung  finden,  und  boII  vorläufig  auf  dieselben  keine 
Rücksicht  genommen  werden. 
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V  = 


k_ 
m 


oder  m  == 


Das  Gewicht  der  Masse  m  ist  nach  dem  Gesetze  der  Schwere 
eine  Kraft,  welche  ihr  die  Beschleunigung  g  ertheilt.  Wenn  also 
mit  Q  das  Gewicht  der  Masse  m  bezeichnet  und  dieser  Werth 
statt  k  substituirt  wird,  so  ist  g  für  p  zu  setzen,  und  man  erhält 
folgende  Gleichung: 

41)    m=^-. 

J  9 

Die  Massenzahl  eines  Körpers  ist  also  gleich  der  Gewichts- 
zahl desselben  dividirt  durch  die  Beschleunigung  des  freien  Falles 
oder  kürzer: 

Gewicht 


Masse  = 


Fallbeschleunigung 


Wie  man  Längen-Grossen  bald  in  Metern,  bald  in  Millimetern, 
oder  auch  in  Füssen,  Zollen,  Meilen  angiebt,  so  können  auch  die 
Kraftgrössen  nach  verschiedenerlei  Maass  gemessen  werden,  und 
die  Kraftzahlen  für  eine  und  dieselbe  Kraftgrösse  werden  ver- 
schieden ausfallen  je  nach  der  Wahl  der  Kraft-Einheit 

Ein  von  dem  oben  gewählten  abweichendes  sehr  gebräuch- 
liches Maass  für  Kraftgrössen  ist  die  Gewichtseinheit,  oder  das  Ge- 
wicht eines  Körpers,  der  1  Kilogramm  wiegt.  Nach  dem  Gesetze 
der  Schwere  ertheilt  diese  Kraft  einem  Kilogramm  Masse  eine 
Beschleunigung  von  g  Metern,  würde  also  nach  dem  oben  ge- 
wählten Maass-Systeme  die  Kraftzahl  g  erhalten.  Wenn  diese 
Kraft  als  Einheit  gewählt  -werden  soll,  so  hat  man  sämmtliche 
Kraftzahlen  des  vorigen  Maass-Systems  durch  g  zu  dividiren,  um 
die  Kraftzahlen  für  das  neue  System  zu  erhalten. 

In  Gleichung  41)  erscheint  die  Massenzahl  m  ausgedrückt 
durch  eine  Kraftzahl  Q  und  eine  Längenzahl  g.  Eine  Aenderung 
in  der  Wahl  der  Kraft-Einheit  oder  der  Längen-Einheit  bringt 
daher  eine  Aenderung  der  Massenzahl,  folglich  auch  der  Massen- 
Einheit  mit  sich. 

Wenn  g  in  Metern  und  Q  in  Gewichts-Einheiten  ausgedrückt 
wird,  so  erhält  die  Massenzahl  m  einen  </mal  kleineren  Werth 
(weil  nach  diesem  System  Q  eine  gm&l  kleinere  Zahl  wird).  Die 
dem  neuen  Systeme  zum  Grunde  liegende  Massen-Einheit  ist  also 
g mal  so  gross  als  die  vorige,  folglich  eine  Masse  von  g  Kilo- 
grammen. 
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Wenn  z.  B.  Gewicht  Q  und  Masse  m  eines  Körpers,  der  50  Kilogramm 

—  100  Pfund  wiegt,  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  sollen,  so  würde  man 
nach  dem  anfanglichen  Maass- Systeme  die  Zahlenwerthe  erhalten: 

Q  =  50  .  9,81  =  490,5, 
Q         490,5 

nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen: 

Q  =  50, 

Wenn  als  Längen  -  Einheit  der  Fuss  gewählt  werden  soll,  so  würde  man 

-  da  1  Meter  =  3,1862  (preuss.)  Fuss  ist  —  zu  setzen  haben :  g  =  9,81 . 3,1862 
=  31,25  Fuss. 

Wenn  zugleich  das  Pfund  als  Gewichts -Einheit  gewählt  werden  soll,  so 
erhielte  man  nach  dem  ersten  Maass  -  Systeme  die  Zahlen: 

Q  =  100  .  31,25  =  3125, 
3125 

m  =  ^25r  =  100; 

nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen: 

Q  =  100 

m  ~~  In»  ""  ** 

Die  Gleichung  41)  kann  unter  allen  Umständen  benutzt  wer- 
den, um  die  Mas$enzahl  eines  Körpers  durch  die  Gewichtszahl 
auszudrücken:  letztere  aber  ist  festgestellt,  sobald  die  Wahl  der 
Kraft- Einheit  entschieden  ist.  Bei  den  später  folgenden  Rech- 
nungen soll  durch  das  der  Kraft-Zahl  angehängte  Zeichen  vkilu 
allemal  angedeutet  werden,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers,  der 
1  Kilogramm  wiegt,  als  Kraft-Einheit  angenommen  wurde.  Im 
anderen  Falle  ist  immer  diejenige  Kraft,  welche  einem  Kilogramm 
Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilt,  als  Kraft -Einheit 
anzusehen. 

Obwohl  streng  genommen  das  Lehrgebäude  der  theoretischen  Mechanik 
bestehen  kann,  ohne  auf  das  Gesetz  der  Schwere  als  Grundgesetz  sich  zu 
stutzen  —  insofern  es,  wie  oben  gezeigt,  andere  Mittel  giebt,  die  Massen  der 
Körper  zn  bestimmen  —  so  ist  doch  für  alle  Fälle,  in  denen  die  Resultate 
der  Mechanik  angewendet  werden,  das  Gesetz  der  Schwere  praktisch  kaum  zu 
entbehren  und  aus  diesem  Grunde  hier  unter  den  Grundgesetzen  der  Mechanik 
mit  aufgeführt. 
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§    1*. 

Pandlelogr  w  -  <?<*6ül 

Die   WirkuiJLiou    aller    Kräfte  —  welchen    I  rsprun«:    >ie   auch 
immer   haben   in« #>i**u   —  die  Bewegungen  aller  materiellen  Punkte 
welcher  Oualfuit    hie    auch    iiuiuer  >>ein  mönen  —  fciud  folgen- 
dem  cill^cuicjiieij  besetze  unterworfen: 

Die  Beschleunigung,  welche  eine  Kraft  einen  ■■irriflen  Pmkte 
ertheitt,  ist  unabhängig  von  Grösse  und  Richtung  der 
weiche  derselbe  schon  besitzt,  und  unabhängig  von  des 
welche  demselben  gleichzeitig  von  anderen  Kräften  ertheBt  werden, 

o<ier  in  anderen  NVoiten  ausgedrückt:  • 

Wenn  gleichzeitig  die  Ursachen  für  mehrere  Bewegungen  eines 
materiellen  Punktes  vorhanden  sind,  so  führt  derselbe  die  ResuKirende 
aller  dieser  Bewegungen  aus. 

AI«  lTrsaeheu  gleichförmiger  Bewegungen  sind  hier  die  etwa 
schon  vorhandenen  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  zu 
verstehen ,  insofern  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  diese  Ge- 
sch windigkeiten  ihrer  (misse  und  Richtung  nach  sich  unverändert 
erhalten  wurden,  wenn  keine  Kräfte  wirkten.  Als  Ursachen  be- 
bchleiiuigtei'  Bewegungen  sind  nach  §  15  die  Kräfte  anzusehen. 

Mit  Zuziehung  dieses  Krfahrungsgesetzes  gewinnt  erst  die 
ganze  in  Cap,  111.  enthaltene  Lehre  von  der  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  der  Bewegungen  ihre  eigentliche  Bedeutung  für  die 
Mechanik.  Wenn  man  hei  gleichzeitigem  Vorhandensein  mehrerer 
solcher  Bewegung* -Ursachen  die  einzelnen  Bewegungen,  welche 
jede  derselben  für  sich  allein  hervorgebracht  haben  würde,  nach 
den  in  Tan.  111.  gefundenen  Kegeln  zu  einer  Resultirenden  zu- 
sammensetzt, so  ist  diese  Hesultiivnde  eben  diejenige  Bewegung, 
welche  der  materielle  Bunkt  wirklich  ausführt.  Man  kann  also 
den  Vorgang  so  auffassen,  als  ob  die  einzelnen  Bewegungen,  ohne 
einander  gegenseitig  zu  stören,  unabhängig  von  einander,  wirklich 
ausgeführt  werden.  l>as  (iesetz  könnte  daher  auch  das  Gesetz 
der   Unabhängigkeit  der   Bewegungen  genannt  werden. 

NN  ie  die  Zusammensetzung  von  zwei  Bewegungen  zu  der  in 
§  ^    erklärten    rarällclogramm-l'oustruction ,   zu   dein   sogenannten 

Parallelogramm   der   Bewegungen    führte,    aus    welchem    dann    die 

weiteren  Kegeln  für  die  Zusammensetzung  \oi\  mehr  aU  zw»i 
(gleichartigen  und  ungleichartigen)  Bewegungen  abgeleitet  w.»rd»  n 
konnten:    so  erscheint  auch   das  vorliegende   Naturgesetz   m  h'Hrt 
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allgemeinen  Grundform  durch  jene  Parallelogramm  -  Construction 
characterisirt  und  kann  —  in  einem  etwas  anderen  Sinne  zwar 
—  mit  dem  Namen  Parallelogramm  der  Bewegungen  oder  kürzer 
Parallelogramm-Gesetz  bezeichnet  werden.  Nur  ist  zu  beachten, 
dass  der  in  §  9  erklärte  Satz  eine  geometrische  Wahrheit ,  das 
hier  genannte  Parallelogramm-Gesetz  dagegen  eine  physicalische 
Wahrheit  constatirt. 

Wie  mehrere  gleichzeitig  stattfindende  Beschleunigungen  eines 
materiellen  Punktes  nach  §  13  immer  durch  eino  einzige  —  die 
resultirende  —  Beschleunigung  sich  ersetzen  lassen:  so  können 
auch  mehrere  auf  einen  materiellen  Punkt  gleichzeitig  wirkende 
Kräfte  immer  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden,  welche 
genau  dieselbe  Wirkung  hervorbringt.  Diese  Kraft  wird  die 
Mittelkraft  oder  Resultirende  jener  einzelnen  Kräfte  genannt. 

Wenn  P  und  Q  zwei  Kräfte  sind,  die  gleichzeitig  auf  einen 
materiellen  Punkt  wirken,  und  m  die  Masse  desselben  ist,  so  sind 
die  Beschleunigungen,  welche  diese  Kräfte  einzeln  wirkend  dem 
materiellen  Punkte  ertheilen  würden,  nach  dem  Gesetze  der  Be- 
schleunigung resp.: 

p  =  —    und    q  =  -■ - . 

Nach  dem  Parallelogramm  -  Gesetze  ist  die  wirklich  stattfin- 
dende Beschleunigung  r  die  Resultirende  von  p  und  q;  sie  wird 
also  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des 
aus  den  beiden  Grössen  p  und  q  construirten  Parallelogramms 
<Fig.  23)  dargestellt. 

Wenn  mit  R  die  Mittelkraft  von  P  und  Q  bezeichnet  wird, 
<>der  diejenige  Kraft,  welche  für  sich  allein  dem  materiellen  Punkte 
ebenfalls  diese  Beschleunigung  r  ertheilen  würde,  so  ist  nach  dem 
besetze  der  Beschleunigung:  : 

Um  also  die  gesuchte  Mittelkraft  darzustellen,  braucht  man 
nur  das  Parallelogramm  Fig.  23  nach  einem  w-fach  vergrösserten 
Maassstabe  zu  construiren;  man  erhält  dann  ein  Parallelogramm 
ABDC  (Fig.  33),  dessen  Seiten  resp. : 

m  .p  —  P    und    m  .  q  =  Q 

so  riele  Längen-Einheiten  als  die  gegebenen  Seitenkräfte  Kraft- 
Einheiten  enthalten,  und  dessen  Diagonale 
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A  D  =  m.r=R 
so  viele  Längen-Einheiten  als  die  Mittelkraft  Kraft-Einheiten  ent- 
hält, auch  ihrer  Richtung  nach  mit  dieser  übereinstimmt 

Die  Diagonale  des  aus  den 

beiden   Seitenkräften  cen- 

*  struirten    Parallelogramms 

stellt  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  die  Mittel- 
kraft derselben  dar. 

Dieses  Gesetz,  welches 
in  dem  allgemeinen   Pa- 
rallelogramm-Gesetze als 
ein    specieller   Fall    ent- 
halten ist,  wird  das  Pa- 
rallelogramm   der    Kräfte 
genannt 
Die  Mittelkraft  wird  gleich  der  Summe  der  beiden   Seiten- 
kräfte ,   wenn   der  von   ihnen   eingeschlossene  Winkel  « =  0  ist 
d.   h.    wenn   die  beiden   Kräfte   gleiche   Richtungen   haben.      Die 
Mittelkraft  wird  gleich  der  Differenz  der  beiden  Seitenkräfte,  wenn 
der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  et  =  180°  ist,   (L  h.  wenn 
sie  entgegengesetzte  Richtungen  haben.    Aus   dem  letzteren  Satze 
folgt  wiederum :  dass  die  Mittelkraft  Null  wird,  wenn  beide  Kräfte 

gleiche  Grössen  und  entgegengesetzte  Richtungen  haben.    In  diesem 

letzteren  Falle  halten  die  beiden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht 
d.  h.  ihre  Wirkungen  heben  einander  gegenseitig  auf,  und  es  ist 
so  gut,  als  ob  gar  keine  Kraft  auf  den  materiellen  Funkt  wirkte. 

Wie  zwei  gegebene  Kräfte  durch  ihre  Mittelkraft  ersetzt  wer- 
den können,  so  kann  auch  umgekehrt  eine  gegebene  Kraft  immer 
durch  zwei  andere  Kräfte  ersetzt,  d.  h.  sie  kann  in  ihre  Seiten- 
kräfte zerlegt  werden.  Diese  Zerlegung  kann  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Arten  geschehen,  sie  muss  nur  der  einen  Bediugnng 
genügen,  dass  die  Zusammensetzung  derselben  wiederum  zu  jener 
gegebenen  Kraft  als  Mittelkraft  führe. 

Für  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften  gelten 
also  genau  dieselben  Regeln,  wie  für  die  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  von  Beschleunigungen.  Alles,  was  im  §  13  im  An- 
schluss  an  die  Erklärung  von  Fig.  23  über  die  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  von  Beschleunigungen  gesagt  wurde,  kann  Wort 
für  Wort  als  gültig   angesehen  werden  auch  für  die  Zusammen- 
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Setzung  und  Zerlegung  von  Kräften,  wenn  man  überall  das  Wort 

Kraft  an  die  Stelle  des  Wortes  Beschleunigung  setzt. 

Die  aus  Fig.  24 
Fig.  34.  für  die  Resultirende 

^  der   Beschleunigun- 

gen pt,p2...pn  ab- 
geleiteten Gleichun- 
gen behalten  ihre 
Gültigkeit, wenn  statt 
der  Beschleunigun- 
gen p  überall  die 
Werthe  m  .  p,  d.  h. 
die  jenen  Beschleu- 
nigungen entspre- 
chenden Kräfte,  sub- 
stituirt  werden. 
Wenn  also  diese 
Kräfte  mit  Kly  K2 
. . .  Kn  bezeichnet 
werden,  so  ergeben 

sich  mit  Bezug  auf  Fig.  34  die  den  Gleichungen  14) ...  17)  analog 

gebildeten  Gleichungen: 


42)    B  =  yj£+R*r  +  Bl, 
43)    cos  a  ==-—-,  44)    cosß=-~, 


45)    cos  7  =  -g- , 


durch  welche  die  Mittelkraft  R  der  gegebenen  Kräfte  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  vollkommen  bestimmt  ist. 

Diese  Gleichungen  zeigen  in  Verbindung  mit  Fig.  34:  wie 
man  die  Mittelkraft  von  beliebigen  gegebenen  Kräften  immer  dar- 
stellen kann  als  Mittelkraft  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Seitenkräften: 

2  (K  cos  a),         2  (K  cos  ß),         2  (K  cos  T), 

welche  man  bestimmt,  indem  man  für  jede  von  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichteten  —  übrigens  willkürlich  zu  wählenden  — 
Achsen-Richtungen  die  Summe  bildet  von  den  Seitenkräften,  welche 
bei  Zerlegung  der  einzelnen  gegebenen  Kräfte  in  diese  Achsen- 
richtung hineinfallen. 

4» 
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Das  Parallelogramm -Gesetz  (so  wie  das  in  demselben  enthaltene  Paral- 
lelogramm der  Kräfte)  ist  ein  Naturgesetz,  dessen  Richtigkeit  nicht  aus  den 
Gesetzen  der  Vernunft  erschlossen,  sondern  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung 
con statin  werden  kann;  eine  Hypothese,  zu  deren  Rechtfertigung  sich  nur 
anführen  Iässt,  dass  alle  aus  derselben  abgeleiteten  Folgerungen  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  werden.  Allen  Versuchen,  dasselbe  als  eine  nothwendige 
Verstandes -Wahrheit  zu  beweisen,  ist  das  Argument  entgegen  zu  stellen  in 
unserer  Vernunft  liegt  Nichts,  was  uns  zwingen  könnte,  gerade  diese  Einrich- 
tung in  der  Natur  vorauszusetzen;  es  würde  durchaus  kein  Widerspruch  mit 
unserer  Vernunft  liegen  in  der  Annahme:  dass  etwa  auch  die  physikalische 
oder  chemische  Qualität  der  materiellen  Punkte  und  die  Entstehungsweise  der 
wirkenden  Kräfte  einen  Einfluss  hätten  auf  Grösse  und  Richtung  der  Mittel- 
kraft; das  z.  B.  Kräfte  electrischen  Ursprungs  anders  als  Schwerkräfte,  an- 
ziehende Kräfte  in  anderer  Weise  als  abstossende  Kräfte  ihren  Einfluss  aui 
Grösse  und  Richtung  der  Mittelkraft  geltend  machten.  Zwar  ist  dies  nicht 
der  Fall;  aber  dass  es  nicht  so  ist:   lehrt  einzig  und  allein  die  Erfahrung. 

§  19. 
Gesetz  der  Wechselwirkung. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  regellos  durch  einander, 
sondern  ihr  Auftreten  wird  durch  gewisse  Gesetze  beherrscht, 
deren  Kenntniss  es  möglich  macht,  aus  dem  Auftreten  einiger 
Kräfte  Schlüsse  zu  ziehen  auf  das  gleichzeitige  Vorhandensein 
anderer  Kräfte,  deren  Auftreten  durch  jene  bedingt  wird.  Wenn 
zwar  im  Allgemeinen  die  Erforschung  und  Berücksichtigung  dieser 
Gesetze  weniger  der  Mechanik  als  vielmehr  dem  Gebiete  der 
Physik  angehören,  so  ist  doch  eines  unter  diesen  Gesetzen  von 
so  grosser  Allgemeinheit,  von  so  weit  verbreiteter  Herrschaft,  dass 
die  Kenntniss  desselben  für  die  Lehren  der  Mechanik  schlechter- 
dings nicht  entbehrt  werden  kann,  dass  vielmehr  dieses  Gesetz 
mit  zu  den  Grundpfeilern  gerechnet  werden  muss,  welche  das 
Lehrgebäude  dieser  Wissenschaft  stützen. 

Es  zeigt  sich  nämlich  in  dem  Auftreten  der  Kräfte  die  be- 
merkenswerthe  Eigentümlichkeit:  dass  die  Kräfte  nie  einzeln, 
sondern  immer  nur  paarweise  in  der  Natur  auftreten,  und  da>s 
die  zwei  zu  einem  solchen  Paare  gehörigen  Kräfte  in  einer  um! 
derselben  geraden  Linie  wirkend  stets  gleiche  Grösse  und  entgegen* 
gesetzte  Richtung  haben.  Es  giebt  in  der  Natur  keine  einseitige 
Wirkungen,  sondern  nur  Wechsel -Wirkungen.  Wenn  auf  ein«  n 
materiellen  Punkt  A  eine  Kraft  wirkt,  so  bildet  irgend  ein  ander»  r 
materieller  Punkt  5,  in  der  Kraft -Richtung  liegend,  den  Aus- 
gangspunkt dieser  Kraft,  und  es  erleidet  dabei  der  Punkt  B  eirn* 
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genau  eben  so  grosse  Gegen-Wirkung,  d.  h.  es  wirkt  auf  ihn  eine 
genau  eben  so  grosse  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft,  für  welche 
der  Punkt  A  seinerseits  den  Ausgangspunkt  bildet. 

Dieses  Naturgesetz  wird  das  Gesetz  der  Wechselwirkung  ge- 
nannt. 

In  manchen  Fällen  entzieht  sich  dieses  Gesetz  der  unmittel- 
baren Beobachtung,  weil  die  grosse  Mannigfaltigkeit  der  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  einander  stets  durchkreuzenden  KraftrWir- 
kungen  das  Aufdecken  der  elementaren  Ursachen  erschwert.  Es 
springt  nicht  unmittelbar  in  die  Augen:  dass  die  Anziehungs- 
kräfte zwischen  den  Theilen  zweier  Körper,  z.  B.  zwischen  Erde 
und  Mond,  oder  zwischen  dem  Erdkörper  und  dem  fallenden 
Steine,  stets  an  beiden  Körpern  genau  dieselbe  Grösse  haben; 
eben  so,  dass  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte  zwischen 
den  Theilen  zweier  Magnete,  oder  zwischen  den  Theilen  eines  und 
desselben  festen  Körpers  stets  paarweise  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben. 

In  anderen  Fällen  dagegen  tritt  das  Gesetz  so  deutlich  zu 
Tage:  dass  schon  der  Sprachgebrauch  des  täglichen  Lebens  die 
entsprechende  Auffassung  sich  angeeignet  hat.  Man  spricht  z.  B. 
von  dem  Drucke  zwischen  zwei  einander  berührenden  Körpern 
A  und  JB,  während  es  in  der  That  zwei  Kräfte  sind,  die  da 
wirken;  aber  Niemand  bezweifelt,  dass  der  Druck,  den  A  von 
Seiten  des  Körpers  B  erleidet,  gerade  so  gross  ist  als  der  Druck, 
welcher  auf  den  Körper  B  von  Seiten  des  Körpers  A  ausgeübt 
wird.  Eben  so,  wenn  mittelst  einer  Zugstange  oder  eines  Fadens 
auf  einen  Körper  eine  Zugkraft  ausgeübt  wird,  so  scheint  es  fast 
selbstverständlich,  dass  dabei  zugleich  von  Seiten  dieses  Körpers 
auf  den  Faden  eine  Kraft  übertragen  wird,  welche  denselben 
spannt,  und  dass  diese  Kraft  genau  dieselbe  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  mit  der  ersteren  haben  müsse.  Doch  darf 
die  grosse  Zahl  der  Erfahrungen ,  auf  welche  unsere  Kenntniss 
dieses  Gesetzes  sich  stützt,  uns  nicht  verleiten,  den  Ursprung 
dieser  Kenntniss  zu  verleugnen  und  dieselbe  als  ein  Produkt  der 
reinen  Verstandesthätigkeit  anzusehen.  Nur  der  Erfahrung  ver- 
danken wir  den  Satz:  dass  Druck  und  Gegendruck,  Zug  und 
Gegenzug,  Wirkung  und  Gegenwirkung  stets  einerlei  Grösse  und 
entgegengesetzte  Richtung  haben. 
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Die  Zuziehung  der  in  diesem  Capitel  erklärten  Erfahrungsgesetze  ist 
nothwendig,  um  die  Lehren  der  Mechanik  zu  begründen  und  die  Aufgabe  dieser 
Wissenschaft  in  eine  rein  mathematische  Aufgabe  zu  verwandeln.  Zwar 
könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Zuziehung  solcher  Erfahrungsgesetze  ganz  zu 
umgehen  wäre,  insofern  nämlich  die  genannten  Gesetze  auch  eingekleidet  und 
versteckt  werden  können  in  Definitionen.  So  könnte  man  z.  B.  das  Gesetz  der 
Trägheit,  das  Gesetz  der  Wechselwirkung  aufnehmen  in  die  Definitionen  der 
Begriffe  „Materie"  und  „Kraft44,  indem  man  definirte:  „Materie  soll  dasjenige 
genannt  werden,  was  unter  anderen  Eigenschaften  auch  die  Eigenschaft  der 
Trägheit  besitzt;  Kraft  soll  dasjenige  genannt  werden,  was  zwei  materielle 
Punkte  einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen  strebt.4*  Dann 
würden  allerdings  das  Gesetz  der  Trägheit  und  das  Gesetz  der  Wechsel- 
wirkung insoweit  entbehrlich  sein,  als  die  daraus  abzuleitenden  Lehrsätze  als 
logische  Consequenzen  aus  jenen  Definitionen  schon  sich  ergeben  würden. 

Allein  dieses  hiesse  nur:  den  Schritt,  der  doch  einmal  geschehen  muss, 
an  einer  anderen  Stelle  thun.  Denn:  dass  die  wirklich  existirenden  Körper 
und  Kräfte  Dinge  sind,  die  jenen  Definitionen  entsprechen,  ist  und  bleibt 
Thatsache  der  Erfahrung.  Jede  Schlussfolgerung  also  aus  den  Lehren  der 
Mechanik  auf  die  wirklichen  Vorgänge  in  der  Aussenwelt  würde  doch  immer 
auf  Erfahrungsgesetze  sich  stützen. 

Es  erscheint  daher  naturgemässer :  da  wo  die  Erfahrung  einmal  nicht 
entbehrt  werden  kann,  dies  von  vornherein  offen  zuzugeben,  und:  anstatt  die 
Aussprüche  der  Wissenschaft  mit  einem  trügerischen  Scheine  von  Gewissheit 
zu  umkleiden,  vielmehr  die  Grenzlinien  scharf  zu  zeichnen  zwischen  dem 
Theile  derselben,  welcher  in  unwidersprechlichen  logischen  Schlussfolgerungen 
aus  gewissen  Voraussetzungen  besteht,  und  dem  Theile,  welcher  die  der  Er- 
fahrung entnommenen  Vordersätze  enthält.  Gerade  darin  liegt  die  Stärke  und 
Unangreifbarkeit  der  exacten  Wissenschaft:  dass  sie  eben  nur  in  gewissen- 
hafter Angabe  ihrer  eigenen  Unzuverlässigkeit  als  vollkommen  zuverlässig  zu 
gelten  beansprucht  und  darauf  verzichtet,  Dasjenige  als  Gewissheit  zu  ver- 
theidigen ,  was  nur  auf  Hypothesen  gegründete  Wahrscheinlichkeit  ist  Denn 
bekämpft  werden  kann  nur  Dasjenige,  was  vertheidigt  wird. 


Zweiter  Abschnitt. 

fflechaitil  des  materiellen  Punktes. 


Fig.  36. 


Capilel  T. 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§  20. 

Gesetz  der  mechanischen  Arbeit. 

Xiin  materieller  Punkt,  der  sich  unter  der  Einwirkung  be- 
liebiger Kräfte  befindet,  wird  —  wenn  nicht  zufällig  diese  Kräfte 
einander  im  Gleichgewicht  halten  —  irgend  eine  geradlinige  oder 
krummlinige  Bewegung  ausfuhren.  Grössen  und  Richtungen  der 
wirkenden  Kräfte  sollen  vor  der  Hand  als  unveränderlich  voraus- 
gesetzt werden.  Wenn  die  krumme  Linie 
A  B  die  Bahn  ist,  welche  der  materielle 
Punkt  beschreibt  (Fig.  35),  und  K  eine 
von  den  Kräften  ist,  unter  deren  Ein- 
wirkung diese  Bewegung  geschieht,  so 
kann,  wenn  auch  hier  die  veränderliche 
Bewegungsrichtung  nirgends  mit  der  Rich- 
tung dieser  Kraft  übereinstimmt,  doch 
die  Rede  sein  von  demjenigen  Wege, 
welchen  der  Punkt  hierbei  in  der  Rich- 
tung der  Kraft  zurückgelegt  hat.  Indem 
man  nämlich  die  Bewegung  von  dem 
Gesichtspunkte  auffasst,  welcher  aus  den 
Principien  der  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Bewegungen  sich  ergiebt,  und  die  Bewegung  sich 
zerlegt  denkt  in  ihre  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Seiten- 
bewegungen, deren  eine  in  die  Richtung  der  Kraft  K  hineinfällt, 
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sieht  man  diese  letztere  Seitenbewegung  als  die  in  der  Richtung 
der  Kraft  K  ausgeführte  Bewegung  an. 

Die  Strecke  AC  =  s  also,  welche  durch  das  von  dem  End- 
punkte B  auf  die  Kraftrichtung  gefällte  Perpendikel  B  C  auf  der 
Richtungslinie  der  Kraft  abgeschnitten  wird,  nennt  man  die  in 
der  Richtung  der  Kraft  zurückgelegte  Wegeslänge.  Diese  Länge 
ist  als  eine  positive  Grösse  auzusehen,  wenn  die  Richtung  von  A 
nach  C  mit  der  Richtung  der  Kraft  übereinstimmt  wie  in  Fig.  35; 

als  eine  negative  Grösse  dage- 
Fig.  36.  gen  ?   wenn   —   wie  in  Fig.  36 

—  die   Richtung  von  A   nach 

K       C  der  Kraftrichtung  entgegen- 
gesetzt ist. 

Das  Produkt  aus  der  Kraft  in 
die  von  dem  materiellen  Punkte 
in  der  Richtung  der  Kraft  zurück- 
gelegte Wegeslänge  nennt  man 
die  von  der  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit. 

Bei  der  in  Fig.  35  dargestellten  Bewegung  verrichtete  also 
die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit: 

+  *■•; 

bei  der   in  Fig.  36  dargestellten   Bewegung  dagegen   beträgt   die 
mechanische  Arbeit: 

—  K.s. 

Wenn  mit  m  die  Masse  eines  Körpers  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  §  17 
Rein  Gewicht  =  111.9,  und  die  Richtung,  in  welcher  diese  Kraft  wirkt,  i>t 
vertical  (abwärts).  Man  erhält  also  die  mechanische  Arbeit,  welche  das  Ge- 
wicht des  Körpers  verrichtet,  während  derselbe  eine  beliebige  Bewegung  von 
A  nach  Ji  ausführt,  indem  man  mg  multiplicirt  mit  dem  Wege,  den  der 
Körper  dabei  in  der  Richtung  vertical  abwärts  zurückgelegt  hat.  Wenn  aNo 
h  die  Höhen- Differenz  der  beiden  Punkte  ist,  so  beträgt  die  mechanixhe 
Arbeit  |-  w</A,  falls  A  der  höher  liegende  Punkt,  —  mgh  dagegen,  wenn  A 
der  tiefer  liegende  von  den  beiden  Punkten  war. 

Wenn  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  geradlinig  ist,  und  die 
Beweguugsrichtuiig  mit  einer  von  den  Kräften  einen  rechten  Winkel  einsehlies*t, 
so  ist  die  von  dieser  Kraft  verrichtete  mechanische  Arbeit  immer  Null.  Hei 
horizontaler  Bewegung  eines  Körpers  verrichtet  z.  B.  das  Gewicht  desselben 
keine  mechanische  Arbeit. 

Wenn  Kx<  K2  .  .  .  Ku  die  Kräfte  sind,  unter  deren  Einwirkung 
ein  in   Newegung   begriffener  materieller  Punkt  seine  fernere  Be- 
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wegnng  ausfuhrt,  so  können  nach  §  18  —  ohne  dass  dadurch  in 
f  der  Bewegung  Etwas  sich  änderte  —  alle  diese  Kräfte  durch  eine 
einzige  Kraft  #,  ihre  Mittelkraft,  ersetzt  werden.  Für  diejenige 
Seitenkraft  von  /?,  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  derselben 
in  die  willkürlich  zu  wählende  Achsen-Richtung  A  X  hineinfällt, 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  43)  der  Werth: 

R  cos  a  =  1(K  cos  a)  —  Kt  cos  a ,  -f-  %2  C08  °4  4~  •  •  • 
4-  K  cos  a  . 

■         n  n 

Die  drei  Achsen -Richtungen  können  auch  so  gelegt  werden, 
dass  eine  von  ihnen,  z.  B.  A  -V,  mit  der  Richtung  A  B  zusammen- 
fällt: dann  ergeben  sich  für  die  Cosinus  der  Winkel  a  .  .  .  aus 
Fig.  37  die  Werthe: 


cos  * 


8 


-.--._-  ,   cos  a, 
AB  l 


8i 


A  B 


Fig.  37. 


/ 


/*■ 


rR 


cos  an  =  — - —  • 
A  B 

Die  Zähler  dieser 
Brüche  sind  die  Län- 
gen -  Abschnitte ,  wel- 
che auf  den  einzelnen 
Kraftrichtungen  ab- 
geschnitten werden 
durch  die  von  dem 
Endpunkte  B  auf  die 
Kraftrichtungen  ge- 
fällten Perpendikel, 
also  die  in  den  Rich- 
tungen der  Kräfte  zu- 
rückgelegten Wegesläugen.  Diese  Grössen  sind  nach  der  oben 
gegebenen  Erklärung  als  positive  oder  negative  Grössen  zu  be- 
trachten, jenachdem  die  Winkel  a  ...  kleiner  oder  grösser  als 
90°  sind. 

Die  Substitution  jener  Cosinus- Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 

AB  l    AB    ^      1    AB    ^  AB 

welche  mit  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  aller  Glieder  multi- 
plicirt  die  Form  annimmt: 

oder  wenn  abkürzungsweise  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
mit  2(ÜT*)  bezeichnet  wird: 

46)    R8  =  l(Ks). 
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Diese  Gleichung  enthält  das  Gesetz  der  mechanischen  Arbeiten, 

welches  in  Worten  ausgedrückt  folgendermassen  lautet: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  bei  der  Bewegung  eines  ma- 
teriellen Punktes  von  der  Mittelkraft  der  auf  ihn  einwirkenden  Kräfte 
verrichtet  wird,  ist  gleich  der  Summe  aller  derjenigen  mechanischen 
Arbeiten,  welche  von  den  einzelnen  Kräften  dabei  verrichtet  werden. 

Eine  constante  Kraft  ist  eine  solche  Kraft,  welche  während 
ihrer  Wirkungsdauer  stets  dieselbe  Grösse  und  Richtung  behält, 
Unter  einer  veränderlichen  Kraft  versteht  man  eine  solche  Kraft, 
die  während  keines  Theiles  ihrer  Wirkungsdauer  constant  ist; 
eine  Kraft  also,  bei  welcher  entweder  Grösse,  oder  Richtung,  oder 
Grösse  und  Richtung  zugleich  in  stetiger  Aenderung  begriffen  sind- 

Um  den  Begriff  der  mechanischen  Arbeit  auf  eine  veränder- 
liche Kraft  zu  übertragen,  muss  man  sich  zunächst  statt  der  ver- 
änderlichen Kraft  eine  andere  Kraft  denken,  welche  von  einem 
Zeittheile  zum  anderen  sprungweise  sich  ändert,  innerhalb  eines 
jeden  Zeittheils  aber  constant  ist  —  mit  welcher  also  jene  ver- 
änderliche Kraft  nur  in  einzelnen  Zeitpunkten  übereinstimmen 
kann.  Für  solche  Kräfte  würde  innerhalb  eines  jeden  Zeittheils 
die  oben  gegebene  Erklärung  des  Begriffes  „mechanische  Arbeit* 
noch  zutreffend  bleiben,  mithin  auch  das  Gesetz  der  mechanischen 
Arbeit  seine  Gültigkeit  behalten. 

Wenn  aber  für  jeden  einzelnen  dieser  Zeittheile  die  Arbeit 
der  Mittelkraft  gleich  der  Arbeitssumine  der  Einzelkräfte  ist,  so 
muss  auch  die  Summe  aller  der  Arbeiten,  welche  in  den  einzelnen 
Zeittheilen  von  den  jedesmaligen  Mittelkräften  verrichtet  werden, 
gleich  sein  der  Total- Summe  aller  derjenigen  Arbeiten,  welche 
von  den  substituirten  Kräften  während  der  ganzen  Dauer  ihrer 
Wirkung  verrichtet  werden. 

Alsdann  muss  man  sich  klar  zu  machen  suchen:  dass  diese 
Auffassung  um  so  mehr  der  Wirklichkeit  entsprechen,  dass  die 
Wirkung  der  substituirten  Kräfte  um  so  mehr  mit  der  Wirkung 
jener  veränderlichen  Kräfte  übereinstimmen  wird,  je  kleiner  die 
Zeittheilchen  angenommen  werden,  je  mehr  also  man  dem  Begriffe 
der  stetigen  Aenderung  sich  annähert.  Sie  würde  der  Wirklich- 
keit vollkommen  genau  entsprechen,  wenn  jene  Zeitteilung  bis  ins 
Unendliche  fortgesetzt  würde,  und  da  eine  solche  Theilung  in  Ge- 
danken wenigstens  ausführbar  erscheint,  so  ist  es  zulässig:  auch 
für  veränderliche  Kräfte  das  Gesetz  der  mechanischen  Arbeitet! 
als  gültig  zu  betrachten. 
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Wenn  also  mit  21  die  Arbeitssumme  bezeichnet  wird,  welche 
die  veränderliche  Mittelkraft  während  der  ganzen  Dauer  der  Be- 
wegung verrichtet,  mit  a{  die  von  der  veränderlichen  Kraft  Kt 
verrichtete  Arbeitssumme,  ebenso  mit  a2,  a3  .  . .  aa  resp.  die  von 
den  veränderlichen  Kräften  2fT2,  ÜT3  . . .  Kn  verrichteten  Arbeits- 
summen, so  gilt  ganz  allgemein  die  Gleichung: 
47)  *  =  2(a). 
In  dem  speciellen  Falle:  wenn  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  eine  geradlinige  ist  und  eine  der  wirkenden  Kräfte  — 
nur  der  Grösse  nach  veränderlich  —  beständig  mit  de*  Bewegungs- 
richtung zusammenfallt,  ist  es  leicht,  eine  anschauliche  Vorstel- 
lung zu  gewinnen  von  der  mechanischen  Arbeit,  welche  diese 
Kraft  verrichtet:  indem  man  nämlich  diese  Arbeit  mittelst  einer 
Figur  geometrisch  darstellen  kann.  Man  kann  hier  dieselbe  Me- 
thode benutzen,  welche  im  §  6  bei  der  geometrischen  Darstel- 
lung veränderlicher  Geschwindigkeiten  angewendet  wurde.  Dass 
in  demjenigen  Zeitpunkte,  in  welchem  der  materielle  Punkt 
die  Stelle  m  seiner  Bahn  passirte,  die  veränderliche  Kraft  die 
Grösse  K  hatte,  kann  angedeutet  werden  dadurch,  dass  man 
einem  an  dieser  Stelle  errichteten  Perpendikel  mji  so  viele  Längen- 
Einheiten  giebt  als  die  Zahl  K  Einheiten  enthält  (Fig.  38).  Ver- 
fährt man  auf  gleiche 
PiÄ-  3B-  Weise  in  Bezug  auf  die 

D  übrigen      Punkte      der 

Bahnlinie,  so  bilden  die 
Endpunkte  der  auf  sol- 
che   Weise    erhaltenen 
Perpendikel  eine  Curve, 
welche  das  Gesetz  ver- 
anschaulicht, nach  wel- 
chem im  Laufe  der  Be- 
wegung die  Kraft  sich 
ändert.  Die  Flächenzahl 
der  von  dieser  Curve  begrenzten  Fläche  ABDC  stellt  zugleich 
die  Grösse  der  von  der  veränderlichen  Kraft  verrichteten  Arbeits- 
summe dar. 

Denn  das  Produkt  K  A  —  dargestellt  in  der  Figur  durch 
die  Fläche  des  Rechtecks  m  \i  \  n  —  würde  die  während  Zurück- 
legung der  Strecke  A  verrichtete  mechanische  Arbeit  bilden,  wenn 
die  Kraft  während   dieser  Zeit  sich  nicht  änderte;    und  dieses 
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Produkt  stimmt  um  so  mehr  mit  der  wirklich  verrichteten  Arbeit 
und  mit  der  Flächen/.ahl  des  Vierecks  mfjtvn  überein,  je  kleiner 
das  Stück  A  angenommen  wird.  Dieselbe  Beweismethode,  mittelst 
welcher  im  §  G  nachgewiesen  wurde,  dass  die  von  der  Geschwin- 
digkeitscurve  begrenzte  Fläche  die  zurückgelegte  Wegeslänge  reprä- 
sentirt,  lässt  sich  auch  hier  anwenden,  um  nachzuweisen,  dass  die 
Fläche  A  B  C  D  den  Grenzwerth  repräsentirt,  welchem  die  Summe 
der  Produkte  K .  A  oder  die  Summe  der  auf  gleiche  Weise  über 
allen  Abschnitten  der  Bahn  construirten  Rechtecke  um  so  mehr 
sich  nähert,  je  weiter  man  die  Theilung  sich  fortgesetzt  denkt; 
dass  sie  also  die  wirklich  verrichtete  Arbeitssumme  repräsentirt. 
Dieses  Resultat   lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

worin  8  die  gesuchte  Arbeitssumme,  also  die  Flächenzahl  der 
Fläche  A  BD  C  bedeutet ,  und  der  Ausdruck  rechts  eine  Abkür- 
zung ist  für  den  Grenzwerth,  welchem  die  Summe  der  Produkte 
K  A  bei  fortgesetzter  Theilung  sich  annähert*). 

Wenn  z.  B.  die  veränderliche  Kraft  K  längs  der  Strecke  A  B  =  t 
gleichförmig  wächst  von  der  Grösse  AC=P  bis  zur  Grösse  B/)  =  Q,  so 
wird  die  Linie  CD  als  graphische  Darstellung  dieses  Wachsens  eine  gerade 
Linie  bilden,  und  die  verrichtete  mechanische  Arbeit  hat  die  Grösse: 

Genau  auf  dieselbe  Weise  kann  die  verrichtete  Arbeitssumme 
geometrisch  dargestellt  werden  in  einem  anderen  speciellen  Falle: 
wenn  nämlich  die  Bewegung  zwar  krummlinig  ist,  die  veränder- 
liche Kraft  aber  auf  solche  Art  ihre  Richtung  stetig  ändert,  dass 
sie  für  jede  Stelle  der  Bahnlinie  genau  mit  der  Richtung  von 
deren  Tangente  zusammenfällt  (Fig.  39).     Es  ist  nur  erforderlich, 

der  Fig.  38  jetzt   die 
Fis.  39.  Deutung  zu  geben :  dass 

>      in  ihr  die  gerade  Linie 

AB  die  Länge  des  ge- 
radlinig    ausgestreckt 


*J  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  man,  wenn 
die  Strecke  A  B  mit  8  bezeichnet  wird : 


% 


-j* 

•so 


de 


zu  setzen  haben. 
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gedachten  Bogens  A  B  aus  Fig.  39,  und  die  Ordinate  wi  \i  wiederum 
die  Grösse  bedeutet,  welche  die  wirkende  Tangentialkraft  an  der 
Stelle  m  der  krummlinigen  Bahn  hatte.  Die  Fig.  38  kann  dann 
unmitte|bar  als  geometrische  Darstellung  gelten  für  die  Arbeits- 
summe, welche  bei  dieser  krummlinigen  Bewegung  von  der  Tan- 
gentialkraft verrichtet  wird;  auch  hier  lässt  sich  diese  Arbeits- 
summe ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

»  =  1  (JTA). 
Wenn  die  Richtung  der  Kraft,  anstatt  mit  der  Bewegungs- 
richtung zusammenzufallen,  an  irgend  einer  Stelle  den  bestimmten 
Wiükel  <p  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst,  so  würde  nach 
der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gegebenen  Definition  die  bei 
Zurücklegung  des  nächstfolgenden  Wegestheils  A  verrichtete  me- 
chanische Arbeit  zu  bestimmen  sein,  indem  man  die  Kraft  K  — 
anstatt  mit  mn  =-  A  —  mit  mo  =  o  multiplicirte,  d.  h.  mit  dem 
in  der  Richtung  der  Kraft  zurückgelegten  Wege  (Fig.  40).     Je 

kleiner    der    Theil    A 
^        Flg.  40.  angenommen  wird,  je 

v^--""  y*n  /  mehr  also  derselbe  als 

^**s^^^         0/  /  geradlinig  und  die  Kraft 

of%4 &- "*"       während  dieses  Theils 

der  Bewegung  als  con- 
stant  angesehen  werden  darf,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler,  den 
man  begeht,  indem  man: 

o  =  A  .  cos  <p 

setzt,  und  indem  man  das  Produkt 

Ka  =  cos  f  .  UTA 

als  Grösse  der  während  dieses  Theiles  der  Bewegung  verrichteten 
mechanischen  Arbeit  ansieht. 

Es  ist  denkbar,  dass  eine  Kraft  auf  solche  Weise  ihre  Rich- 
tung 6tetig  ändert,  dass  sie  an  allen  Stellen  der  Bahn  einen  und 
denselben  Winkel  <p  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst.  In 
diesem  Falle  würde  offenbar  die  verrichtete*  Arbeitssumme  auf 
ähnliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sein  — 
mit  dem  einzigen  Unterschiede:  dass  allen  den  einzelnen  Pro- 
ducten  KA  noch  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  cp  hinzuzufügen 
wäre.  Für  diesen  Fall  würde  also  die  verrichtete  Arbeitssumme 
auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 

ä  =  cos  <p  2  (UTA). 


t 


1» 
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Die  gesuchte  Grösse  ä  erscheint  hier  als  ein  Produkt  aus 
zwei  Factoren,  von  denen  der  eine,  nämlich  2  (UTA),  genau  auf 
dieselbe  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle,  also  wie  in  Fig.  38 
durch  eine  Fläche  dargestellt  werden  kann.  Dieser  Factor  hängt 
lediglich  von  der  Grösse  der  veränderlichen  Kraft  ab. 
i  Was  den  anderen  Factor  cos  <p  betrifft,  so  hängt  dieser  allein 

*  von  der  Richtung  der  veränderlichen  Kraft  ab.     Dieser  Factor  ist 

*  positiv,  wenn  wie  in  Fig.  40  der  constante  Winkel  <p  ein  spitzer 
T:  Winkel  ist,  negativ  dagegen,  wenn  wie  in  Fig.  41  dieser  constante 
f  Winkel   ein    stumpfer 

*  *  r*«-41-  Winkel   ist.     Die   ge- 

*  \  suchte     Arbeitssumme 

81    wird    daher    eben- 
falls   einen    positiven 


5  '  ^^^'^■'-^■^Af \ \  '<:$  'j *r       0(ier  negativen  Werth 

erhalten,   je  nachdem 
-♦  die  Richtung  der  wir- 

kenden Kraft  überall  einen  spitzen  oder  überall  einen  stumpfen 
Winkel  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst. 
;  Hiernach  ist  es  nun  leicht,  die  für  die  Mechanik  des  mate- 

f  Hellen  Punktes  wichtige  Frage  zu  beantworten:    welche  Richtung 

I  eine  Kraft  N  haben  müsse,  damit  die  von  ihr  verrichtete  Arbeits- 

*  summe  weder  positiv  noch  negativ,  vielmehr  immer  gleich  Null 
«  sei.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  con- 
r  staute  Winkel  <p   weder  spitz  noch  stumpf,   vielmehr  ein  rechter 

*  Winkel  ist  (Fig.  42),  denn  alsdann  ist  cos  <p  =  0,   folglich  auch: 

a  =  0. 

Wie  auch  immer  die 
Grösse  einer  Kraft  sich 
ändern  möge,  wie  auch 
immer  die  Bahn  des 
materiellen  Punktes  ge- 
krllmmt  sein  möge:  die 
Kraft  verrichtet  gar  keine  mechanische  Arbeit,  wenn  ihre  Richtung 
fortwährend  einen  rechten  Winkel  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  nun  auch  in  dem  Falle 
eine  anschauliche  Vorstellung  sich  bilden  von  der  Arbeitssumme, 
welche-  die  wirkende  Kraft  verrichtet,  wenn  diese  Kraft  eine  ganz 
beliebige  veränderliche  Grösse  und  Richtung  hat.  Wenn  man 
sich   nämlich   für  jede   Stelle   der   Bahn    die  wirkende   Kraft   P 


f  Fig.  42. 


-t 
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rechtwinkelig  zerlegt  denkt  in  zwei  Seitenkräfte  K  und  N,  von 
denen  die  erstere  beständig  mit  der  Bewegungsrichtung  zusam- 
menfallt, die  letztere  dagegen  beständig  rechtwinkelig  zu  der  Be- 
wegungsrichtung gerichtet  ist  (Fig.  43),   dann  ist  die   von  der 

Tangentialkraft    K    ver- 
Fig.  43.  richtete  Arbeitssumme  auf 

lN  dieselbe   Weise   wie    bei 

>  der  in  Fig.  39  dargestell- 

ten Bewegung  zu  bestim- 
^*  ifc/pi..../.... 5* ^    men;  die  von  der  Normal- 

er kraft   N  verrichtete   Ar- 

beitssumme aber  ist  nach 
dem  eben  bewiesenen  Satze  gleich  Null.  Wendet  man  nun  das 
Gesetz  der  mechanischen  Arbeit  auf  diesen  Fall  an,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  von  der  Mittelkraft  P  verrichtete  Arbeitssumme 
aus  den  beiden  Theilen  Null  und 

«  =  2  (ZA) 

besteht,  dass  also  die  gesuchte  Arbeitssumme  auch  hier  ganz  wie 
in  Fig.  38  durch  eine  Fläche  A BDC  sich  veranschaulichen  lässt, 
sobald  nur  das  Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem  die  Tangential- 
kraft K  im  Laufe  der  Bewegung  sich  ändert, 

§  21. 
Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Wenn  ein  materieller  Punkt,   dessen  Masse  m  ist,  zu  irgend 

einer  Zeit  mit  der  Geschwindigkeit  c  sich  bewegt,  so  nennt  man 

die  Zahl 

mc2 


2 

die  lebendige  Kraft  des  materiellen  Punktes  in  jenem  Zeitpunkte. 

Diese  Benennung  soll  keinesweges  andeuten,  dass  an  irgendwelche  Krftfte 
dabei  gedacht  werden  soll,  vielmehr  nur:  dass  Masse  und  Geschwindigkeit 
des  materiellen  Punktes  eine  bestimmte  Grosse  besitzen.  Auch  wenn  durch- 
aus keine  Kraft  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt,  die  Bewegung  desselben 
also  gleichförmig  ist,  sagt  man  von  demselben :  er  besitze  eine  gewisse  leben- 

dige  Kraft,  deren  Grösse  durch  jene  Zahl  — —  ausgedrückt  ist.    Nur  weil 

in  den  Rechnungen ,  welche  auf  die  Bewegungen  der  materiellen  Punkte  sich 
bezieben,  diese  Zahl  häufig  wiederkehrt,  und  weil   ein  bestimmter  sogleich 
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näher  zu  erklärender  Zusammenhang  stattfindet  zwischen  dieser  Zahl  und  dem 
Produkte,  welches  im  vorigen  Paragraphen  als  mechanische  Arbeit  definirt 
wurde,  hat  man  sich  veranlasst  gesehen,  für  die  genannte  Zahl  ein  für  alle 
Male  eine  bestimmte  Benennung  in  der  Mechanik  einzuführen. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  sieh 
ändert,  so  ändert  sich  auch  seine  lebendige  Kraft.  War  im  An- 
fange   eines    gewissen   Zeitraumes  die   Geschwindigkeit  =  c,    die 

lebendige  Kraft  also  =  — <f-,  am  Ende  desselben  aber  die  Ge- 
schwindigkeit =  v,  mithin  die  lebendige  Kraft  =-  -0—    geworden, 

so  hat  innerhalb  dieses  Zeitraumes  die  lebendige  Kraft  zuge- 
nommen um  die  Grösse: 


mv 


mc 


2  2    ' 

und  diese  Grösse  kann  betrachtet  werden  als  die  in  jenem  Zeit- 
räume erzeugte  lebendige  Kraft.  Wenn  die  Endgeschwindigkeit 
v  kleiner  ist  als  die  Anfangsgeschwindigkeit  /»,  so  hat  die  leben- 
dige Kraft  abgenommen;  diese  Abnahme  kann  als  eine  negative 
Zunahme  aufgefasst  werden. 

Wenn  auf  einen  in  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkt, 
dessen  Geschwindigkeit  c  ist,  in  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
constante  Kraft  K  in  der  Richtung  seiner  Bewegung 
zu  wirken  beginnt,  so  wird  derselbe  eine  geradlinige 
gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  A  B  ausführen, 
welche  mit  der  Geschwindigkeit  c  anfängt  (Fig.  44). 
Die  Beschleunigung  dieser  Bewegung  ist  nach  dem  Ge- 
setze der  Beschleunigung: 

K 
V  = 


Pig.  44. 

t. 


m 


!, 


iK 


Für  die  Wegeslänge  «,  welche  der  Punkt  zurück- 
legt, während  seine  Geschwindigkeit  von  c  bis  auf  die 
Grösse  v  wächst,  wurde  in  Gleichung  4)  des  §  7  der 
Werth  gefunden: 

/v7  —  c7\   1 

Wenn   man   in   dieser  Gleichung   für  p  seinen  Werth  substi- 
tuirt,  so  erhält  mau  die  Gleichung: 

0 

(v7  —  c7  \   m 


s 
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welche  mit  K  multiplicirt  die  Form  annimmt: 
48)  Ks  = 


mv2  mc1 


Das  Product  Ks  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen Erklärung  die  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische 
Arbeit;  diese  Gleichung  enthält  also  folgenden  Lehrsatz: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  die  auf  einen  materiellen  Punkt 
wirkende  Kraft  verrichtet,  ist  gleich  der  von  ihr  hervorgebrachten  Zu- 
nahme der  lebendigen  Kraft  desselben. 

Dieser  Lehrsatz  drückt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  in 
seiner  einfachsten  Gestalt  aus. 

Die  Gleichung  4)  des  §  7  gilt  —  wie  dort  nachgewiesen 
wurde  —  sowohl  für  negative  als  für  positive  Werthe  der  Be- 
schleunigung j).  Folglich  gilt  die  hier  aus  derselben  abgeleitete 
Gleichung  48)  auch  für  den  Fall :  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 
keit c  der  wirkenden  Kraft  K  entgegen  gerichtet,  die  Bewegung 
also  —  im  Anfange  wenigstens  —  eine  gleichförmig  verzögerte 
ist  (Fig.  45).  In  diesem  Falle  wird  die  Zunahme  an 
Fig.  45.  lebendiger  Kraft  negativ,  ebenso  auch  (nach  der  im 
tp  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung)  die  mecha- 
•  nische  Arbeit,  weil  hier  der  materielle  Punkt  der  Kraft- 
richtung  entgegen  sich  bewegt,  in  der  Richtung  der 
Kraft  also  eine  negative  Wegeslänge  (— --  s)  zurücklegt. 
Die  Gleichung  48)  nimmt  daher  die  Form  an: 


B 


A 


■ 


mv2  mc2 


yfK        und  für  diejenige  Wegeslänge  sc,  nach  deren  Zurück- 
legung die  Geschwindigkeit  v,  folglich  auch  die  leben- 
dige Kraft,  gleich  Null  geworden  ist,  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


mc2        j  i    rr  ,    mc2 


—  Kx  = g—    oder    -f"  Kx  =  -f" 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  zwischen  den  beiden  Grössen, 
welche  als  „mechanische  Arbeit"  und  „lebendige  Kraft*  definirt 
wurden,  eine  gewisse  Aequivalenz  stattfindet,  dass  die  eine  gleichsam 
in  die  andere  umgewandelt  werden  kann.    Durch  die  mechanische 

Arbeit  —  Kx  wird  eine  lebendige  Kraft  -^-  vernichtet,  die  ge- 

nau  eben  so  gross  ist  als  diejenige,  welche  durch  die  mechanische 
Arbeit  -f-  Kx  erzeugt  worden  wäre. 

Ritter,  Mechanik.  5 
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Die    in    Fig.   45    dargestellte   Bewegung    kann    so    gedeutet 
werden,   als   ob  die  in  der  Masse  m  anfangs  vorhanden  gewesene 


lebendige    Kraft 


mc 


dazu    verbraucht    worden    wäre,    um    die 


ihrer  Bewegung  entgegenwirkende  Kraft  K  längs  der  Strecke  x 
gleichsam  wie  einen  Widerstand  zu  überwinden.  Wo  also  es  sich 
darum  handelt,  längs  eines  gegebenen  Weges  einen  gegebenen 
Widerstand  zu  überwinden,  da  kann  man  sich  der  lebendigen 
Kraft  einer  in  Bewegung  begriffenen  Masse  dazu  bedienen.  Die 
Grösse  der  dazu  erforderlichen  lebendigen  Kraft  ergiebt  sich  aus 
dem  Satze: 

Widerstand  mal  Weg  =  verbrauchte  lebendige  Kraft. 

Wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  materielle» 
Punktes  nicht  mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  zusammen- 
fällt, so  kann  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  rechtwinkelig  zer- 
legen in  zwei  Seitengeschwindigkeiten,  von  denen  die  eine  u  einen 
rechten  Winkel  mit  der  Kraftrichtung  eipschliesst,  die  andere  c 
mit  der  Richtung  der  Kraft  K  zusammenfällt  (Fig.  46).     Die  von 

dem  materiellen  Punkte  wirklich  aus- 
geführte Bewegung  ist  nunmehr  an- 
zusehen als  die  Resultirende  einer 
gleichförmig  beschleunigten  Bewe- 
gung in  der  Richtung  der  Kraft  und 
einer  gleichförmigen  Bewegung  mit 
der  Geschwindigkeit  t£  rechtwinkelig 
zu  derselben. 

Nach  dem  Parallelogramm  -  Ge- 
setze stören  diese  beiden  Bewegungen 
einander  nicht,  geschieht  vielmehr 
jede  von  beiden  gerade  so,  als  ob 
die  andere  nicht  vorhanden  wäre: 
die  Bewegung  in  der  Richtung  AB  also  geschieht  genau  auf 
dieselbe  Weise,  wie  die  in  Fig.  44  dargestellte  Bewegung,  folglich 
behält  die  Gleichung  48)  auch  hier  ihre  Gültigkeit,  wenn  die  End- 
geschwindigkeit in  der  Richtung  der  Kraft  wieder  mit  v  bezeichnet 
wird.     Wenn  man  die  beiden  Gleichungen 


Fig.  46. 


ÜT*  = 


mc 


0  = 


mw 
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zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

irr    m(v*  +  u1)  wi(c2  +  u* 


2  2 

Sind  w%  und  w  resp.  Anfangsgeschwindigkeit  und  Endge- 
schwindigkeit der  wirklichen  (resultirenden)  Bewegung,  so  ist  nach 
dem  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten: 

tc]  =  c2  -|-  «2     und     w*  =  v*  -f-  u* 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  vorige  Gleichung 
die  Form  an: 

49)    Ks  =  -Sü!  —  H*l. 

Die  Bedeutung  der  Grösse  Ks  ist  unverändert  dieselbe  ge- 
blieben, sie  bedeutet  nach  wie  vor  das  Produkt  aus  der  wirken- 
den Kraft  in  die  von  dem  materiellen  Punkte  in  der  Richtung 
der  Kraft  zurückgelegte  Wegeslänge,  d.  h.  die  von  der  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit.  Die  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen 48)  und  49)  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Form  kein 
Unterschied  zwischen  beiden  besteht.  In  jeder  von  beiden  steht 
auf  der  einen  Seite  die  von  der  wirkenden  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arheit.  Also  auch  dann,  wenn  die  Bewegungsrich- 
tung  mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  nicht  in  eine  gerade 
Linie  zusammenfallt,  wenn  vielmehr  die  aus  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  der  hinzukommenden  Beschleunigung  hervorgehende  Be- 
wegung eine  krummlinige  ist,- gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft: 

Die  erzeugte  lebendige  Kraft  ist  alle- 
mal gleich  der  sie  erzeugenden  mecha- 
nischen Arbeit. 

Wie  die  Gleichung  48)  auch  für 
den  Fall  noch  gültig  blieb,  wenn  die 
Kraft  der  Bewegungsrichtung  ent- 
gegenwirkte —  vorausgesetzt  nur, 
dass  die  Grösse  *  dann  als  negativ 
in  Rechnung  gebracht  wurde  —  so 
gilt  auch  die  Gleichung  49)  noch 
dann,  wenn  die  Anfangsgeschwindig- 
keit w0  eine  solche  Richtung  hat, 
dass  für  die  Grösse  c  ein  negativer  Werth  sich  ergiebt  wie  bei 
der  in  Fig.  47  dargestellten  Bewegung.  Es  ist  nur  nöthig,  die 
Grösse  *  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  in  Rechnung  zu  bringen 


Fig.  47. 


5* 
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und  stets  in  Erinnerung  zu  behalten,  dass  *  diejenige  Wegeslänge 
bedeutet,  um  welche  der  Punkt  in  der  Richtung  der  Kraft  vor- 
gerückt ist,  dass  also,  wenn  die  Bewegung  rückwärts  statt  vor- 
wärts erfolgte,  diese  Wegeslänge  als  eine  negative  Grösse  anzu- 
sehen ist.  In  Bezug  auf  die  in  Fig.  47  dargestellte  Bewegung 
würde  man  also  der  Gleichung  49)  die  Form  zu  geben  haben: 


K8  = 


"~~2~ 


i 

mtv0 


Wenn  auf  irgend  eine  Weise  einem  Körper  von  der  Masse  m 
eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit  w0  ertheilt  wird  —  wie  z.  B. 
einem  Steine  durch  die  Hand  des  Werfenden,  einer  Bombe  durdi 
Abfeuern  derselben  aus  einem  Mörser  —  und  der  Körper  dann 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  überlassen  seine  Bewegung  weiter 
fortsetzt,  so  wird,  je  nachdem  die  Richtung  jener  Anfangs- 
geschwindigkeit nach  unten  oder  nach  oben  hin  von  der  horizon- 
talen Richtung  abwich,  die  Bewegung  des  Körpers  ihrer  Art  nach 
entweder  mit  der  in  Fig.  46  oder  mit  der  in  Fig.  47  dargestellten 
Bewegung  übereinstimmen.  Denn  hier  bildet  das  Gewicht  des 
Körpers  jene  constant  wirkende  Kraft,  und  zwar  ist  diese  Kraft 
als  die  einzige  wirkende  Kraft  anzusehen,  wenn  man  sich  erlaubt, 
die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  hier  ausser  Acht  zu  lassen. 

Mit  Hülfe  des  Princips 
Fig.  48.  der  lebendigen  Kraft   ist 

es  nun  leicht,  die  Frage 
zu  beantworten :  wie  gross 
die  Geschwindigkeit  tr  sein 
wird,  mit  welcher  der 
geworfene  Körper  in  ir- 
gend einer  gegebenen  Ho- 
rizontalebene ankommen 
wird  (Fig.  48).  Nach  §  17 
ist  mg  die  wirkende  Kraft, 
und  die  mechanische  Ar- 
beit, welche  diese  Kraft 
verrichtet  hat,  nachdem 
der  Körper  in  der  Rich- 
tung der  Schwere,  d.  h.  vertical  abwärts  die  Strecke  ä  zurückgelegt 
hat,  ist  mg  .  h.  Wenn  also  mit  ä  die  Höhe  bezeichnet  wird,  um 
welche   die  Horizontal -Ebene  des  Anfangspunktes  A  hBher  liegt 
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als  die  gegebene  Ebene,    so    erhält  man   aus  dem  Princip   der 
lebendigen  Kraft  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

2  1 

deren  Auflösung  für  w  den  Werth  ergiebt: 

50)     w  =  1/1^^+27*7 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  der  Endgeschwindig- 
keit w  nur  abhängt  von  der  Höhendifferenz  ä  der  beiden  Ebenen 
und  von  der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  t/?0,  dass  sie  da- 
gegen ganz  unabhängig  ist  von  der  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit. 

Wenn  z.  B.  einem  Steine  durch  die  Hand  des  Werfenden  eine  Anfangs- 
geschwindigkeit von  15m  mitgetheilt  wurde,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Stein  in  einer  um  10"  tiefer  liegenden  Horizontal  -  Ebene  an- 
kommt, allemal: 

w  ^Yib*  ~+2~9^r7W=  20m,  5. 

In  welcher  Richtung  auch  immer  der  Stein  geworfen  wnrde  — -  pb  auf- 
wärts oder  abwärts  oder  in  horizontaler  Richtung  —  die  Endgeschwindigkeit 
wird  stets  dieselbe  Grösse  haben;  denn  durch  die  mechanische  Arbeit  der 
Schwerkraft  wird  die  in  dem  Steine  anfangs  vorhanden  gewesene  lebendige 
Kraft  stets  um  eine  gleiche  Grösse  vermehrt 

Wenn  Ä  =  0  gesetzt  wird  in  Gleichung  50),  so  ergiebt  sich  u>  =  to0l 
d.  h.  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  schräg  aufwärts  geworfener  Körper 
in  der  Horizontal -Ebene  des  Anfangspunktes  wieder  ankommt,  ist  gerade  so 
gross,  als  seine  Anfangsgeschwindigkeit  war.  In  diesem  Falle  verrichtete  die 
Schwerkraft  anfangs  gerade  so  viele  negative  als  nachher  positive  mechanische 
Arbeit,  in  Summa  also  die  mechanische  Arbeit  Null,  folglich  musste  auch  die 
lebendige  Kraft  am  Ende  der  Bewegung  dieselbe  Grösse  wie  im  Anfange 
haben. 

Wenn  endlich  der  Anfangspunkt  tiefer  liegt  als  der  Endpunkt,  so  ist 
die  Höke  h  als  eine. negative  Grösse  in  Rechnung  zu  bringen,  und  die  Glei- 
chung 50)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an : 

w  =Vw\  -2gh. 

Da  die  von  der  Schwerkraft  verrichtete  mechanische  Arbeit  in  diesem 
Falle  eine  negative  Grösse  hat,  wird  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  vermin- 
dert statt  vermehrt,  die  Endgeschwindigkeit  muss  also  kleiner  sein  als  die 
Anfangsgeschwindigkeit.  Ob  übrigens  der  Körper  diese  höher  gelegene  Ebene 
wirklich  erreicht,  welchen  Bedingungen  Richtung  und  Grösse  seiner  Anfangs- 
geschwindigkeit entsprechen  müssen,  damit  dies  möglich  sei,  an  welcher  Stelle, 
mit  welcher  Bewegungsrichtuiig  und  nach  wie  vielen  Secunden  der  Körper 
dort  ankommen  wird:  diese  Fragen  werden  erst  später  in  der  Theorie  der 
parabolischen  Bewegung  ihre  Beantwortung  finden. 
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Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt  auch  dann  noch,  wenn 
die  Kraft  K  veränderliche  Grösse  und  Richtung  hat. 

Um  die  mechanische  Arbeit  zu  bestimmen,  welche  von  einer 
veränderlichen  Kraft  verrichtet  wird,  hat  man  sich  —  wie  im 
vorigen  Paragraphen  erklärt  —  die  ganze  Dauer  der  Bewegung 
in  so  kleine  Theile  zerlegt  zu  denken,  dass  innerhalb  eines  solchen 
Zeittheils  die  Kraft  als  constant  angesehen  werden  darf,  d.  h.  in 
unendlich  kleine  Theile.  In  Bezug  auf  die  Bewegung  des  ma- 
teriellen Punktes  wührend  eines  solchen  Zeittheiles  ist  dann  das 
Princip  als  bereits  bewiesen  anzusehen,  und  die  in  diesem  Zeit- 
theile  hervorgebrachte  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  gleich  zu 
setzen  der  während  desselben  von  der  Kraft  verrichteten  mecha- 
nischen Arbeit.  Wenn  aber  in  jedem  einzelnen  jener  Zeittheile 
die  erzeugte  lebendige  Kraft  gleich  ist  der  während  desselben 
von  der  Kraft  verrichteten  mechanischen  Arbeit,  so  muss  auch 
die  während  der  ganzen  Bewegungsdauer  hervorgebrachte  Zuualune 
an  lebendiger  Kraft  (als  Summe  jener  einzelnen  Zunahmen)  gleich 
sein  der  ganzen  Arbeitssumme,  welche  inzwischen  von  der  ver- 
änderlichen Kraft  verrichtet  wurde. 

Wie  diese  Arbeitssumme  zu  bestimmen  ist,  wurde  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  erklärt.  Wenn  z.  B.  die  Richtung  der  wir- 
kenden Kraft  im  ersten  Augenblicke  genau  rechtwinkelig  stand 
zu  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit,  und  nachher  wäh- 
rend der  ferneren  Bewegung  die  Richtung  der  Kraft  in  solcher 
Weise  sich  ändert,  dass  der  Winkel  zwischen  ihr  und  der  augen- 
blicklichen Bewegungsrichtung  stets  genau  ein  rechter  Winkel 
bleibt  (Fig.  49),  so  ist  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  — 

die  von  der  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit  immer  Null. 
Hieraus  folgt,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  von  ihr  hervor- 
gebrachte Zunahme  an  lebendiger 
Kraft  gleich  Null  ist,  dass  also 
die  Endgeschwindigkeit  des  mate- 
riellen Punktes  gleich  seiner  An- 
fangsgeschwindigkeit ist,  und  dass 
während  der  ganzen  Bewegungsdauer  die  Geschwindigkeit  constante 
Grölte  hatte.  In  diesem  Falle  besteht  die  Wirkung  der  Kraft 
einzig  und  allein  darin,  dass  sie  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
Mftig  ändert. 


Fig.  49. 


Gesetz  der  statischen  Momente.  71 

Die  Zuziehung  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Ge- 
setzes der  mechanischen  Arbeit  führt  zu  folgender  allgemeineren 
Form  des  Principes  der  lebendigen  Kraft: 

Die  Grösse,  um  welche  die  lebendige  Kraft  eines  materiellen 
Punktes  zunimmt,  ist  gleich  der  Summe  der  mechanischen  Arbeiten, 
welche  von  allen  Überhaupt  auf  den  materiellen  Punkt  einwirkenden 
Kräften  während  der  Bewegung  desselben  verrichtet  werden. 

Denn  wenn  die  Kraft  IST,  von  welcher  bisher  die  Rede  war, 
als  Mittelkraft  angesehen  wird  von  allen  denjenigen  Kräften, 
welche  überhaupt  auf  den  materiellen  Punkt  wirken,  so  kann 
nach  dem  Gesetze  der  mechanischen  Arbeit  (Gleichung  47)  statt 
der  von  ihr  verrichteten  mechanischen  Arbeit  auch  die  Summe 
der  von  ihren  Seitenkräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten 
gesetzt  werden.  Wenn  also  c  und  v  resp.  Anfangsgeschwindigkeit 
und  Endgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  sind,  und  abkür- 
zungsweise mit  2  (a)  die  Summe  der  von  allen  auf  ihn  einwir- 
kenden Kräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  bezeichnet 
wird,  so  ergiebt  sich  die  allgemeine  Gleichung: 

R1\        m  v2            m  c2        v  r*.\        * 
51)       — 2 g"  =  2  W' 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  die  Grösse  2  (a)  bestimmbar 
ist,  kann  mit  Hülfe  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  End- 
geschwindigkeit v  eines  materiellen  Punktes  ihrer  Grösse  nach 
immer  bestimmt  werden,  sobald  nur  die  Grösse  c  der  Anfangs- 
geschwindigkeit gegeben  ist. 


§  22. 

Gesetz  der  statischen  Momente. 

Es  kommen  in  der  Mechanik  häufig  Aufgaben  vor,  bei  denen 
die  Beziehungen  in  Betracht  kommen  zwischen  einer  gegebenen 
Kraft  einerseits  und  einer  gegebenen  festen  geraden  Linie  ausser- 
halb der  Kraftrichtung  andrerseits.  Die  Behandlung  solcher  Auf- 
gaben und  die  Untersuchung  solcher  Beziehungen  haben  Ver- 
anlassung gegeben,. den  Begriff  des  „statischen  Momentes"  in  der 
Mechanik  einzuführen.  Zwar  wird  die  eigentliche  Bedeutung  und 
Wichtigkeit  dieses  Begriffes,  namentlich  des  in  der  Ueberschrift 
augedeuteten  Lehrsatzes,  für  die  Mechanik  erst  in  dem  nächst- 
folgenden Abschnitte   klarer  hervortreten;    da   indessen  auch  in 
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der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes  mitunter  Ge- 
legenheit sich  bietet,  von  diesem  Lehrsatze  Gebrauch  zu  machen, 
so  verdient  der  Beweis  desselben  schon  hier  eine  Stelle  zu  finden, 
und  soll  zunächst  der  Begriff  des  Btatischen  Momentes  in  seiner 
allgemeinsten  Form  an  folgendem  Beispiele  erklärt  werden. 

Der  Punkt  A  in  Fig.  50  soll  die  augenblickliche  Lage  eines 
materiellen  Punktes  bezeichnen,  und  K  eine  von  den  Kräften  sein, 

die    auf   denselben   wirken. 
Fi«.  50.  Die   gegebene    feste    gerade 

Linie  0  0t  soll  in  Folgen- 
dem kurzweg  die  Achse  ge- 
nannt werden.  Wenn  man 
die  Kraft  K  in  drei  recht- 
winkelig zu  einander  gerich- 
tete Seitenkräfte  zerlegen 
will  und  zwar  auf  solche 
Weise,  dass  deren  Beziehun- 
gen zu  jener  Achse  in  ihrer 
einfachsten  Gestillt  hervor- 
treten, so  bieten  sich  da- 
zu folgende  drei  Richtungen 
dar.  Die  Richtung  A  Z  der 
einen  Seitenkraft  soll  der 
Richtung  der  Achse  parallel 
genommen  werden;  die  Rich- 
tung der  zweiten  AY  soll 
mit  der  Richtung  A  O  des  von  dem  Punkte  A  auf  die  Achse 
gelallten  Perpendikels  zusammenfallen:  die  Richtung  der  dritten 
AX    ist    dann    durch   die   Bedingung   schon   fcstüelcirt,    dass    sie 

C^  vT*  C7  C 

rechtwinkelig  zu  den  beiden  ersten  üerichtet  sein  soll.  Wenn 
f.  ,3,  a  iv<p.  die  Winkel  sind,  welche  die  Kraft  A"  mit  diesen 
drei  Richtungen  einschlicht,  so  sind  A*  o»s  7,  K  cos  ß,  A'cosa 
die  drei  Seitenkratte. 

Dm  Prtd«kt  A  es* .  .40  wird  das  statische  Hiwesl  der  Kraft 
K  in  Betug  auf  die  Achse  O",  genannt. 

Man  erhalt  demnach  das  starische  Moment  einer  gegebenen 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  gesehene  Ach>e.  indem  man  das  Product 
aus  folgenden  »wei  Factorvu  bildet:  I>er  eine  Factor  ist  die- 
jenige der  drei  Sciteukrufte,  welche  sowohl  zur  Ach^nrichtuntj, 
»ds  auch  :\\  dem  vom  Angriffspunkte  auf  die  Achse  gefällten  Per- 
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pendikei  rechtwinkelig  gerichtet  ist;  der  andere  Factor  ist  die 
Länge  eben  dieses  Perpendikels.  Das  statische  Moment  einer 
Kraft  ist  also  gleich  Null,  wenn  der  Winkel  a  =  90°  ist,  d.  h. 
wenn  die  Kraftriuhtung  mit  der  Achsenrichtung  in  einer  und  der- 
selben Ebene  liegt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  A  als  einem  festen  Körper  angehörend,  der 
am  die  Achse  00 x  als  feste  Dreh-Axe  sich  dreht,  and  bestimmt  man  die 
mechanische  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  verrichtet,  während  der  unendlich 
kleine  Drehungswinke]  <p  zurückgelegt  wird,  so  findet  sich,  dass  von  den  drei 
Seitenkraften  der  Kraft  K  nur  die  eine,  nämlich  K  cos  a,  mechanische  Arbeit 
dabei  verrichtet,  insofern  jede  der  beiden  anderen  mit  der  Bewegungsrichtung 

des  Punktes  A  einen  rechten 
Winkel  einschliesst  (Fig. 61).  Nach 
de.m  Gesetze  der  mechanischen 
Arbeit  ist  also  die  von  der  Kraft 
K  (als  Mittelkraft)  verrichtete 
mechanische  Arbeit: 

%  =  K  cos  a  .  AM. 

Wenn  als  Winkel-Einheit  der- 
jenige Winkel,  dessen  Bogen  gleich 
dem  Halbmesser  ist,  gewählt  wird, 
bo  ist: 


Fig.  51. 


AB  =  AO  .  <p. 

Die  Substitution  dieses Werthes 
*"  ergiebt  für  %  die  Gleichung: 

%  =  K  cos  o.iö.  (p 

oder,  wenn  die  Grösse  Kcosa  .  AO  mit  SR  bezeichnet  wird: 

*  =  W  .  <p. 

Man  erhält  also  die  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische  Arbeit, 
indem  man  den  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  multiplicirt  mit  derjenigen 
Grösse,  welche  als  das  statische  Moment  der  Kraft  definirt  wurde.  Dies  ist, 
*ie  erst,  später  in  der  Mechanik  fester  Körper  ausführlicher  erklärt  werden 

kann,  der  eigentliche  Grund»  weshalb  für  das  Produkt  K cos  a  .  AO  eine  be- 
sondere Benennung  eingeführt  ist. 

Wenn  R  die  Mittelkraft  ist  von  allen  Kräften,  die  auf  den 
materiellen  Punkt  A  einwirken,  so  ist  das  «tatische  Moment  der- 
selben in  Bezug  auf  die  Achse  O  Ox  nach  Fig.  52 : 


3»  =  Ä*  .  A  O. 

Die  Grösse  Rx  hatte  nach  der  in  Fig.  34  gewählten  Bezeich- 
nungsweise die  Bedeutung: 

Rx  =  Kx  cos  ax  -f-  K%  cos  a2  +  •  •  •  4"  Ka  cos  etn. 
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O. 


ÜKoosa)  — 


Die  Substitution  dieses  Werthes  ergiebt  für  2R  die  Gleichung: 
2W  =-  AT,  cos  at   .  AXF+  K2  cos  a2  .  Zü~-f  . . .  -f  Kn  cos  an  .  47); 

Fi«.  62.  Die  Glieder  auf  der  rechten 

iRz  Seite    dieser   Gleichung    sind 

nach  der  gegebenen  Definition 
die  statischen  Momente  der 
Kräfte  Kx ,  K2  ...  ÜT.  in  Be- 
zug auf  die  Achse  00 1.  Be- 
zeichnet man  diese  statischen 
Momente,  für  welche  positixe 
oder  negative  Werthe  sich  er- 
geben werden,  je  nachdem  die 
einzelnen  Winkel  a  spitze  oder 
O  stumpfe   Winkel    sind,    resp. 

mit  mv  3Ä.2  .  ..3Wn,    so   er- 
hält man  die  Gleichung: 

52)  2K  =  üR1+2B2+...+2Hn. 

Du  statische  Moment  der  Mittelkraft  ist  gleich  der  Summe  der 
statischen  Momente  aller  einzelnen  Kräfte  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Achse. 

Dieser  Lehrsatz  wird  das  Gesetz  der  statischen  Momente 
genannt 


'/?. 


Fi*.  53. 


H 


Einfacher  gestaltet  sich  die  Erklärung  des  Begriffs  der  stati- 
schen Momente  für  den  speziellen  Fall,  wenn  die  gegebenen  Kräfte 
süinmtlieli  in  einer  Ebene  liegen,   und  die  gegebene  Achse    O  Ox 

zugleich  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene 
gerichtet  ist.  Die  Zahl  der  Seitenkräfte, 
X  in  welche  jede  einzelne  Kraft  zu  zer- 
legen  ist  reducirt  sich  in  diesem  Falle 
auf  *wci.  vi»n  denen  die  eine  mit  der 
Kichtung  .-t  O  des  von  dem  Angriffs- 
punkte .4  auf  die  Achse  O  gefall U.-n 
Perpendikels  zusammenfallt,  die  andere 
]  rechtwinkelig    zu    demselben    gerichtet 

f  i>t  iFig.  53X     Mit  Beibehaltung  der   in 

I  u;    50  £« -wählten   IV/ehlinungsui-i>e  ersieht    sieh,    da»   die   Fix  in» 
den  \\  inkeU  *,    den  die   krullnchtuug  »it  der  Uichtuug  AX  ein- 
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sckliesst,  hier  in  die  Normal-Ebene  der  Achsen-Richtung  (d.  h.  in 
die  Ebene  der  Fig.  53)  hineinfällt;  dieser  Winkel  a  hat  gleiche 
Grösse  mit  demjenigen  Winkel ,  welchen  die  Linie  A  O  mit  dem 
von  dem  Punkte  O  auf  die  Kraftrichtung  gefällten  Perpendikel  O  B 
einschliesst  und  für  die  Länge  l  dieses  Perpendikels  «der  des  Ab- 
standes  der  Kraftrichtung  von  dem  Punkte  O  ergiebt  sich  der 
Werth 


OB  =  l  =  A  O  .  cos  a. 

Man  nennt  diese  Grösse  den  Hebelarm  der  Kraft  K  in  Bezug 
auf  den  Punkt  O.     Statt  des  Produktes 


K .  cos  a.4  0, 

welches  das  statische  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die 
Achse  O  genannt  wurde,  kann  daher  in  diesem  Falle  auch  ge- 
setzt werden : 

Kl 

und  das  statische  Moment  definirt  werden  als  das  Produkt: 

Kraft  mal  Hebelarm. 

Damit  jedoch  diese  Special-Definition  mit  der  oben  gegebenen 
allgemeineren  Definition  in  Uebereinstimmung  sich  befinde,  ist  es 
erforderlich,  derselben  noch  eine  zweite  hinzuzufügen,  welche  die 
Frage  entscheidet:  wann  dieses  Produkt  Kl  als  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  in  Rechnung  gebracht  werden  soll. 

Aus  Fig.  50  erkennt  man,  dass  das  statische  Moment  einer 
Kraft  K  positiv  ist,  wenn  die  Seitenkraft  K  cos  a  in  der  Richtung 
von  A  nach  X  wirkt,  d.  h.  wenn  der  Winkel  et,  den  die  Kraft 
mit  der  Richtung  AX  einschliesst,  ein  spitzer  Winkel  ist;  negativ 
dagegen,  wenn  dieser  Winkel  ein  stumpfer  Winkel  ist,  die  betref- 
fende Seitenkraft  also  die  Richtung  von  X  nach  A  hat.  Statt 
dessen  kann  man  das  dem  Produkte  Kl  zu  gebende  Vorzeichen 
auch  als  abhängig  ansehen  von  der  Richtung  der  Drehbewegung, 
welche  der  um  die  Achse  O  drehbar  gedachten  Normal-Ebene 
durch  die  Kraft  K  ertheilt  werden  würde.  Denn  zwischen  den- 
jenigen Kräften,  welche  spitze  Winkel  mit  der  Richtung  von  A 
nach  X  einschliessen  und  denjenigen  Kräften,  welche  stumpfe 
Winkel  mit  dieser  Richtung  einschliessen,  findet  zugleich  der 
Unterschied  statt:  dass  die  ersteren  diese  Ebene  rechts  herum, 
die  letzteren  diese  Ebene  links  herum  drehen  würden.    So  z.  B. 
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Capitel  VI. 

Freie  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§  23. 
Parabolische  Bewegung. 

(Wurfbewegung.    Gravitationsgesetz.) 

Nach  §  15  ist  die  schon  vorhandene  Geschwindigkeit  eines 
in  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punktes  eine  Bewegungs- 
ursache, welche  für  sich  allein  eine  geradlinige  gleichförmige  Be- 
wegung zur  Folge  haben  würde,  und  eine  constant  wirkende 
Kraft  eine  Bewegungsursache,  welche  für  sich  allein  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  Bewegung  hervorbringen  würde.  Aus  dem 
im  §  18  erklärten  Parallelogramm- Gesetze  folgt  der  Satz:  Wenn 
in  einem  materiellen  Punkte  gleichzeitig  zwei  Bewegungsursachen 
vorhanden .  sind,  deren  eine  für  sich  allein  eine  gleichförmige,  deren 
andere  für  sich  allein  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung 
zur  Folge  haben  würde,  so  ist  die  Bewegung,  welche  der  materielle 
Punkt  wirklich  ausführt,  die  Resultirende  dieser  beiden  Be- 
wegungen. Im  §  14  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Besultirende 
zweier  verschieden  gerichteter  Bewegungen,  deren  eine  gleichför- 
mig, deren  andere  gleichförmig  beschleunigt  ist,  unter  allen  Um- 
ständen eine  parabolische  Bewegung  ist;  d.  h.  die  Bahnlinie  dt-r 
Resultirenden  hat  die  Form  einer  Parabel,  deren  Achsenrichtung 
mit  der  Richtung  der  Beschleunigung  zusammenfällt. 

Die  parabolische  Bewegung  ist  daher  die  allgemeine  Bewegungs- 
form für  einen  materiellen  Punkt,  auf  welchen  eine  constant«* 
Kraft  wirkt.  Die  Parabel  geht  in  eine  gerade  Linie  über,  welche 
mit  der  Richtung  der  Kraft  zusammenfällt,  in  dem  speciellen 
Falle,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  entweder  Null  ist  oder 
gleiche  Richtung  mit  der  Kraft-Linie  hat. 

Mit  Beibehaltung  der  im  §  14  gewählten  Bezeichnungsweise 
kann  man  also  die  dort  gefundenen  Gleichungen: 

20)    wx  =r  c  -f  pt  21)    x  =  et  +  -?-'-* 

22)    w?y=-v  23)    y  =  vt 

unmittelbar  anwenden,  um  jede  Frage  zu  beantworten,  welche  in 
Bezug  auf  die  Bewegung  eines   materiellen  Punktes  in  dem  vor- 
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liegenden  Falle  gestellt  werden  könnte  (Fig.  55).     Es  ist  nur  er- 
forderlich, um  die  Bedeutung  der  darin  vorkommenden  Grössen 

c,  t;,  p    zu    erklären,    noch    die    drei 
g"     *  anderen  ebenfalls  früher  gefundenen 

-j.—       Gleichungen  hinzuzufügen: 

18)     c  =  u  cos  a, 
+u^  19)    v  =  u  sin  a, 

Die  Theorie  der  unter  Einwirkung 
einer  constanten  Kraft  von  einem 
materiellen  Punkte  ausgeführten  Be- 
wegung ist  mit  dem  Auffinden  der  obigen  Gleichungen,  welche 
für  alle  Werthe  von  a  gültig  sind,  als  abgeschlossen  anzusehen, 
und  bleibt  daher  nur  übrig,  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen,  auf 
welche  Weise  dieselben  zum  Auflösen  von  Aufgaben  zu  be- 
nutzen sind. 

Um  übrigens  eine  vollkommen  klare  anschauliche  Vorstellung 
von  der  Bewegung  zu  gewinnen  und  die  Beihülfe  der  obigen 
Gleichungen  ganz  entbehrlich  zu  machen,  ist  weiter  nichts  er- 
forderlich, als  folgende  zwei  Punkte  stets  im  Auge  zu  behalten: 

Erstens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  AX  ist  gleichförmig 
beschleunigt,  fängt  mit  der  Geschwindigkeit  c  an  und  geschieht 
mit  der  Beschleunigung  p. 

Zweitens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  ist  gleichförmig 
und  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  v. 

Jede  zu  stellende  Aufgabe  kann  daher  zerlegt  werden  in  zwei 
andere  Aufgaben ,  •  deren  eine  die  geradlinige  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung  in  der  Richtung  AX,  deren  andere  die  ge- 
radlinige gleichförmige  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  betrifft. 
Die  beiden  Geschwindigkeiten  c  und  v  erhält  man  durch  Zer- 
legung der  gegebenen  .Anfangsgeschwindigkeit  w. 

Wurfbewegung. 

Wenn  ein  geworfener  Körper  durch  die  Hand  des  Werfenden 
eine  Geschwindigkeit  u  erhielt  und  dann  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft überlassen  seine  Bewegung  weiter  fortsetzt,  so  sind  die  Be- 
dingungen der  parabolischen  Bewegung  erfüllt.  Von  dem  Augen- 
blicke an,    in    welchem    der  Körper   die  Hand   des   Werfenden 
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verlässt,  hat  der  Druck  der  Hand  aufgehört  zu  wirken,  und  das 
Gewicht  mg  ist  die  einzige  Kraft,  unter  deren  Einwirkung  die 
weitere  Bewegung  geschieht*).  In  den  allgemeinen  Gleichungen 
ist  also  für  diesen  Fall  zu  substituircn 


K  =  mlj     und 


mg 

V  =  — ~  =  9- 
1  m  * 


Horizontaler   Wurf. 

Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit mit  der  Richtung  der  Schwere  einschliesst,  ein  rechter 
Winkel  ist,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  die 
Werthe : 

c  =  u  .  cos  90°  =0,  v  =  u  .  siu  90*  =  t*. 

Die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers  kann  aufgefasst  werden: 
als  ob  die  Verticale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  Beschleuni- 
gung g  frei  herabfallt,  gleichzeitig  in  horizontaler  Richtung  mit 
der  constanten  Geschwindigkeit  v  =  u  fortschreitet,  oder:  als  ob 
die  Horizontale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  constanten  Ge- 
schwindigkeit v  =  u  fortschreitet,  gleichzeitig  mit  der  Fall- Be- 
schleunigung g  frei  herabfallt. 
Die  allgemeinen  Gleichungen 
nehmen  für  diesen  Fall  die  in 
Fig.  56  eingeschriebenen  ein- 
facheren Formen  an. 

Wenn  beispielsweise  tue  Geschwin- 
digkeit, welche  dem  Körper  von  der 
Hand  des  Werfenden  in  horizontaler 
Richtung  ertheilt  wurde,  20"  betrug, 
und  die  Zeit  t  bestimmt  werden  soll, 
nach  welcher  der  Körper  eine  um 
10m  tiefer  gelegene  Horizontal  -  Ebene  erreicht,  so  ist  dazu  die  Gleichung 

*  =  V 

zu  benutzen,  welche  fUr  /  aufgelöst  den  Werth  ergiebt: 

t  =|/ 2r-  =  |/ ^gp  =  1,428  Secunden. 


Fig.  56. 


•)   Km   toll   die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  hierbei   nnberücksiditiirt 
uh'lhi'ti,  aImo   angenommen  werden,  dass  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume 

gt'M<'llit'|lt. 
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Die  Strecke  BC,  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 
zurückgelegt  wird  (die  Wurfweite)  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

2?  C  =  y  =  u  *  =  20  . 1,428  =  28m,6. 

Die  Endgeschwindigkeit  der  verticalen  Bewegung  ist: 

ws  =  g  t  =  9,81  .  1,428  =  14»,0. 

Die  Endgeschwindigkeit  der  horizontalen  Bewegung  ist  so  gross  wie  die 

Anfangsgeschwindigkeit : 

u>y  =  u  =  20". 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  in  dem  Punkte  B  an- 
kommt, ist  die  Resultirende  von  diesen  beiden  Geschwindigkeiten,  also: 

w  =  Vv>\  +  wf  =  ViV^W1  =  24-4. 

Den  Winkel  ß,  welchen  die  Richtung  der  Endgeschwindigkeit  mit  der 
Richtung  der  Schwere  einschliesst,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

Der  Gleichung  für  tg  ß  kann  man  auch  die  Form  geben : 

?u  ut  v 

in  welcher  dieselbe  zeigt,  dass  die  Verticale  des  Anfangspunktes  A  von  der 
im  Endpunkte  B  an  die  Bahnlinie  gelegten  Tangente  an  einer  Stelle  ge- 
schnitten wird,  welche*  in  der  Höhe  x  über  dem  Punkte  A  liegt. 

Abwärts  gerichteter  Wurf. 

Wenn  der  Winkel  o,  den  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit mit  der  Richtung  der  Schwere  einschliesst,  ein  spitzer 
Winkel  ist,  so  kann  die  Bewegung  —  wie  im  §  14  schon  erklärt 

wurde   —  betrachtet   werden   als   die 

Fig.  57 

Fortsetzung  einer  mit  horizontaler  Ge- 


schwindigkeit anfangenden  Wurfbewe- 
gung. Die  verticale  Bewegung  fängt 
hier  statt  mit  der  Geschwindigkeit 
Null  gleich  mit  der  Geschwindigkeit 
c  =  u  cos  et  an ;  die  constante  Hori- 
zontalgeschwindigkeit ist  v  =  u  siu  a. 
uxm*~w„  Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhal- 
ten die  allgemeinen  Gleichungen  die  in 
Fig.  57  angegebenen  Formen. 

Wenn  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  der 
in  Fig.  57  dargestellten  Bewegung  beispiels- 
weise gerade  so  gross  und  eben  so  gerichtet  annimmt,  wie  die  Endgeschwin- 
digkeit der  in  Fig.  56'  dargestellten  Bewegung,  also : 

Ritter,  Mechanik.  G 


-jT* 
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u  =  24m,4,      a  =  55°, 

c  =  24,4  .  cos  55°  =  14m, 

v  =  24,4  .  sin  55°  =  20», 

so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alsdann  die  Bewegung  genau  abereinstimmt 
mit  derjenigen,  welche  in  dem  vorigen  Falle  von  dem  Körper  ausgeführt 
worden  wäre,  wenn  derselbe  noch  über  den  Endpunkt  hinaus  seine  Bewegung 
fortgesetzt  hätte.  Die  Bahnlinie  ist  also  eine  Parabel,  deren  Scheitelpunkt 
vom  Anfangspunkte  A  aus  gerechnet  um  10™  höher  und  um  28™,6  weiter 
links  liegt.  Die  horizontale  Bewegung  setzt  sich  mit  der  Geschwindigkeit  von 
20m  weiter  fort,  und  wird  also  z.  B.  nach  3  Secunden  der  in  horizontaler 
Richtung  zurückgelegte  Weg  die  Grösse  haben: 

BC=  y  =  20.3  =  60™. 

Die  nach  dieser  Zeit  in  verticaler  Richtung   erlangte  Geschwindigkeit 

beträgt: 

wx  =  14  +  9,81  .  3  =  43m,43 

und  die  in  verticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegeslänge  ist: 

AC  =  x  =  14  .  3  +     ' °    '         =  86M. 

Die  Endgeschwindigkeit   setzt   sich   aus   den   beiden  Geschwindigkeiten 
43,43  und  20  als  Resultirende  zusammen  und  beträgt: 

w  =  j/43,43  *  +  20 2  =  47m,8. 
Die  Richtung  der  Endgeschwindigkeit  findet  man  aus  der  Gleichung: 

20 


tgß  = 


43,43 


=  0,465,      ß  =  25°. 


Flg.  58. 


Aufwärts   gerichteter  Wurf. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurfbewegungen  bleiben 
auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit einen  stumpfen  Winkel 
mit  der  Richtung  der  Schwere 
einschliesst,  wobei  cos  a  und 
folglich  auch  c  =  u  cos  a  ne- 
gative Werthe  haben  (Fig.  58). 
In  diesem  Falle  werden  auch 
die  Grössen  wx  und  x  im  An- 
fange negative  Werthe  erhal- 
ten, und  zwar  wx  für  alle 
Punkte  des  ansteigenden  Thei- 
les  der  Bahnlinie,  x  für  alle 
Punkte  der  Bahnlinie,  welche 
oberhalb  der  Horizontal-Ebene 
Die  negativen   Vorzeichen   bedeuten 


if-usinat 


4* 


des   Anfangspunktes   liegen. 


Wurf- Bewegung.  83 

dann  —  wie  leicht  zu  erkennen  —  dass  die  betreffenden  Grössen 
der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt,  also  vertical  aufwärts 
gerichtet  sind.  Wenn  die  horizontale  Seitengesehwindigkeit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  gerade  so  gross  ist,  wie  in  den  vorigen 
beiden  Fallen,  so  ist  die  Bewegung  so  beschaffen,  dass  die  in  den 
vorigen  beiden  Fällen  untersuchten  Bewegungen  als  ihre  Fort- 
setzungen gelten  können. 

Wenn  z.  B.  u  =  24m,4  und  a  =  125°  gesetzt  wird,  so  ist  die  horizontale 
Seitengeschwindigkeit 

v  =  24,4  .  sin  125°  =  20». 

Die  verticale  Seitengeschwindigkeit  ist  im  Anfange  negativ,  nämlich 

e  =  24,4  cos  125°  =  —  14». 

Die  Zeit  f,  nach  welcher  der  Körper  an  eine  Stelle  gelangt,  die  um 
86",1  tiefer  liegt  als  der  Anfangspunkt,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

*  =  86,1  =  -14*+^J-> 

deren  Auflösung  für  t  den  Werth  ergiebt: 

t  =  1,428  ±]/l9^ 

Das  doppelte  Vorzeichen,  zu  welchem  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichung  führt,  ist  hier  in  folgender  Weise  zu  deuten.  In  der  Parabel, 
welcher  die  Bahnlinie  als  Theil  angehört,  giebt  es  zwei  Punkte,  welche  um 
Ö»>",1  tiefer  liegen  als  der  Punkt  A.  Den  einen  von  diesen  beiden  Punkten, 
nämlich  B,  wird  der  Körper  wirklich  erreichen  nach  einer  Zeit,  welche  man 
erhalt,  wenn  man  in  obiger  Gleichung  das  Plus  -  Zeichen  gelten  lässt.  Der 
andere  Punkt  Bx  ist  von  dem  Punkte  A  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen. 
Betrachtet  man  also  die  vorliegende  Bewegung  als  Fortsetzung  einer  in  einem 
früheren  Zeitpunkte  begonnenen  Bewegung,  so  giebt  der  negative  Werth,  den 
man  für  t  erhalt,  wenn  man  das  Minus -Zeichen  gelten  lässt,  an,  um  wie  weit 
rückwärts  der  Zeitpunkt  liegt,  in  welchem  der  Körper  durch  diese  Stelle  Bt 
hindurch  ging.  Für  die  vorliegende  Aufgabe  hat  man  also  das  Plus -Zeichen 
gelten  zu  lassen  und  erhält: 

t  =  1,428  +  VlÖfi  =  5,86  Secunden. 

Die  Strecke  C2?,  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 
zurückgelegt  wird,  ist: 

CB  =  y  =  20  .  5,86  =  117M. 

In  verticaler  Richtung  hat  der  Körper  am  Ende  dieser  Zeit  die  Ge- 
schwindigkeit erlangt: 

u>%  =  -  14  -f  9,81  .  5,86  =  43m,4. 

Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Endgeschwindigkeit  findet  man 
aas  den  Gleichungen: 

6* 
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w 


=  J/43,42  +  202  =  47"\8. 


tg  ß  =  ifl =  °'46      ß  =  25°- 

Die  Werthe  von  w  und  ß  stimmen  also  mit  den  im  vorigen  Zahlen- 
beispiele gefundenen  Werthen  oberem. 

Die  verticale  Seitengeschwindigkeit  wx  ist  anfangs  negativ  und  wird 
später  positiv.  Die  Zeit  tu  nach  welcher  dieselbe  Null  wird,  die  Bewegung 
also  horizontale  Richtung  hat,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

«\  =  0  =  —  14  +  9,81  *,;     f,  =  öW  =  1»427  Secunden. 

",öl  — y 

Für  die  während  dieser  Zeit  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung 
zurückgelegten  Wegeslängen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

x  =  -  14  . 1,427  +  9,S1  •g'427'    =  -  10™. 

y  =  20  .  1,427  =  28-54. 

Die  in  verticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegeslänge  x  hat  ebenfalls 
anfangs  negative,  später  positive  Werthe.  Die  Zeit  f2,  nach  welcher  dieselbe 
gerade  Null  geworden  ist,  nach  welcher  also  der  geworfene  Körper  die  Hori- 
zontal-Ebene des  Anfangspunktes  wieder  erreicht,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

9  81 11  9» 

x  =  0  =  -  14  t7  +  -V-1»     h  =  -£zr  =  *&*  Secunden. 

Die  Zeit  t2  ist  gerade  doppelt  so  gross  als  tu  folglich  ist  auch  der  in 
der  Zeit  t2  zurückgelegte  Horizontalweg  y    doppelt  so  gross  als  y  ,  nämlich 

y2  -  57-1  .  .  . 

In  den  hier  berechneten  drei  Zahlenbeispielen  sind  mit  Ab- 
sicht übereinstimmende  Werthe  für  die  constant  bleibende  hori- 
zontale Seitengeschwindigkeit  ivy  gewählt,  um  erkennen  zu  lassen, 
dass  in  diesem  Falle  es  eine  und  dieselbe  Parabel  ist,  welcher 
die  Bahnlinien  der  drei  berechneten  Bewegungen  als  Theile  an- 
gehören; dass  also  die  Form  der  Parabel,  von  welcher  die  Wurf- 
linie einen  Theil  bildet,  nur  von  der  Grösse  der  anfänglichen 
Horizontalgeschwindigkeit  abhängt.  Nachdem  der  geworfene  Körper 
bei  der  in  Fig.  58  dargestellten  Bewegung  die  höchste  Stelle  seiner 
Bahn  (den  Scheitelpunkt  der  Parabel)  erreicht  hat,  stimmt  die 
femere  Bewegung  genau  mit  der  in  Fig.  56  dargestellten  horizon- 
talen Wurfbewegung  überein,  und  an  diese  schliesst  wiederum 
die  in  Fig.  57  dargestellte  abwärts  gerichtete  Wurfbewegung  als 
Fortsetzung  sich  an. 

Für  den  Fall,  dass  die  Untersuchung  auf  den  oberhalb  der 
Horizontal-Ebene  des  Anfangspunktes  liegenden  Theil  der  Bahn- 
linie beschränkt  werden  soll,   nehmen   die  Rechnungen  eine  etwas 
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Fig.  59. 


einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  die  Richtung  von  unten  nach 
oben  als  die  positive  Vertieal-Richtung  wählt  und  zugleich  statt 
des  Winkels  a  nunmehr  den  Winkel,  welchen  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit u  mit  der  Horizontalen  einschließet,  den  sogenannten  Ele- 
vationswinkel  s  in  die  allgemeinen  Gleichungen  einfühlt,  welche 
alsdann  die  in  Fig.  59  eingeschriebenen  Formen  annehmen. 

Die  Wurfhöhe  h  ist  die- 
jenige Grösse,  welche  x 
erreicht  in  dem  Augen- 
blicke, wo 

tvx  =  u  sin  e  —  gt  =  0 

wird.  Wenn  man  den  aus 
dieser  Gleichung  für  t  sich 
ergebenden  Werth  in  die 
Gleichung  für  x  substituirt, 
so  erhält  man: 


y  =  »  cos  e  .  t 


h  _    (u  sin  e)» 
2<7 


Die  Wurfweite  AB  =  Z  ist  diejenige  Grösse ,  welche  y  an- 
nimmt in  dem  Augenblicke,  wo 

x  =  u  sin  e  t  —  ^~  =  0 

wird.    Wenn  man  diese  Gleichung  für  t   auflöst  und  den  gefun- 
denen Werth  (die  Wurfzeit) 

54)    t=  2"rine 

J  9 

in  die  Gleichung  für  y  substituirt,   so  erhält  man  für  die  Wurf- 
weite auf  horizontaler  Ebene  die  allgemeine  Gleichung: 

w)     l=   2^BinEC08E  =  üL  sin  (2  e), 

J  0  9  K     ' 

aus  welcher  man  erkennen  kann,  welchen  Einfluss  der  Elevations- 
winkel  s  auf  die  Wurfweite  hat. 

Die  Grösse  sin  (2  z)  kann  niemals  grösser  werden  als  1  und 
erreicht  diesen  grössten  Werth,  wenn  2e  =  90°,  also  e  =  45° 
wird  Für  das  Maximum  der  mit  einer  bestimmten  Wurfge- 
schwindigkeit u  zu  erreichenden  Wurfweite  ergiebt  sich  also  der 
Werth: 


l  (max)  = 


u 
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welcher  gerade  doppelt  so  gross  ist  als  die  bei  vertical  aufwärts 

gerichtetem  Wurfe  erreichte  Wurfhöhe. 

Die   Sinus -Zahlen   zweier  Winkel,    die  uin  gleiche   Grössen 

von    einem    rechten    Winkel    abweichen,    haben    gleiche   Werthe. 

Hieraus   folgt,    dass   bei   gleichen   Anfangsgeschwindigkeiten    eine 

und  dieselbe  Wurfweite  erreicht  wird,  wenn  der  Elevationswinkel  e 

das  eine  Mal  45°  -f-  A,  das  andere  Mal  45°  —  A  beträgt  (Fig.  60). 

Wenn    z.  B.   dem   ge- 
Pig.  60.  worfenen  Körper  jedes  Mal 

eine  Anfangsgeschwindig- 
keit u=20m  ertheilt  wurde, 
so  erreicht  derselbe  bei 
einem  Elevationswinkel  von 
45°  das  Maximum  der 
Wurfweite : 

20* 


Zmax  = 


9,81 


=  40*\8. 


Bei  einem  Elevationswinkel  e  =  45°  +  15°  =  60°   dagegen  beträgt  die 

Wurfweite  nur: 

202 

sin  120°  =  35ro,3, 


/  = 


9,81 


und  ebenso  gross  ist  auch  die  bei  einem  Elevationswinkel  c  =  45*  —  15°  =  30 

erreichte  Wurfweite: 

202 
/  =  ^-  sin  60°  =  35m,3. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurfbewegung  würden  auch 
für  die  Bewegung  einer  aus  einem  Geschütze  abgeschossenen 
Kugel  gelten,  wenn  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume  geschähe. 
Denn  von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  die  Kugel  das  Ge- 
schütz-Rohr verlässt,  und  der  treibende  Druck  des  l'ulverdampfes 
aufgehört  hat  zu  wirken,  befindet  sich  die  Kugel  mit  ihrer  da- 
durch erlangten  Geschwindigkeit  genau  in  derselben  Lage,  wie 
ein  geworfener  Stein,  welchem  von  der  Hand  des  Werfenden  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  mitgetheilt  wurde.  Eine  in  hori- 
zontaler Richtung  abgeschossene  Kanonenkugel  würde  im  luft- 
leeren Räume  genau  dieselbe  verticale  (Fall-)  Bewegung  aus- 
führen, sie  würde  z.  B.  genau  nach  derselben  Zeit  die  horizontale 
Bodenfläche  erreichen,  wie  wenn  sie  von  der  Kanonen-Mündung 
frei  herabfiele.  Nur  wird  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes 
welche  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  sehr  rasch  mit 
der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  wächst,  bei  so  grossen 
Geschwindigkeiten  wie  die  von  Kanonenkugeln,   einen  erheblich 
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grösseren  Einfluss  auf  die  Bewegung  ausüben.  Lediglich  aus 
diesem  Grunde  würde  man  bei  der  Berechnung  der  Flugbahn 
eines  Geschosses  keine  so  grosse  Uebereinstimmung  der  aus  jenen 
Gleichungen  berechneten  Zahlenwerthe  mit  den  Beobachtungs- 
resultaten mehr  erwarten  dürfen. 

Oravitationsgesetz. 

Eine  andere  Beschränkung  erleidet  die  allgemeine  Anwend- 
barkeit jener  Gleichungen  durch  den  schon  im  §  17  angedeuteten 
Umstand,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers,  welches  bisher  als 
eine  constant  wirkende  Kraft  angesehen  wurde,  streng  genoiAmen 
eine  von  der  Höhe  des  Körpers  über  der  Erdoberfläche  abhängige, 
mit  dieser  Höhe  veränderliche  Kraft  ist.  Auf  Körper,  die  in 
sehr  grossen  Höhen  über  der  Erdoberfläche  sich  bewegen,  wirkt 
die  Schwerkraft  in  anderer  Weise  als  auf  Körper,  die  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  sich  bewegen;  mit  zunehmender  Höhe 
nimmt  das  Gewicht  mg  eines  Körpers  und  folglich  auch  die 
Grösse  g  allmälig  ab.  Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Abnahme 
erfolgt,  lässt  sich  ableiten  aus  einem  allgemeineren  Gesetze, 
welches  nicht  nur  für  die  der  Erde  angehörigen  Körper,  sondern 
überhaupt  für  alle  Körper  im  Universum  —  so  weit  unsere 
Beobachtungen  reichen  —  gültig  ist.  Dieses  Gesetz  ist  das  von 
Newton  entdeckte  Gravitationsgesetz  oder  Gesetz  der  allgemeinen 
Schwere: 

Je  zwei  materielle  Punkte  wirken  auf  einander  gegenseitig  mit 
einer  Anziehungskraft,  welche  dem  Produkte  ihrer  Massen  und  dem 
umgekehrten  Quadrate  ihrer  Entfernung  von  einander  proportional  ist. 

Wenn  also  k  die  Anziehungskraft  ist,  welche  zwei  materielle 
Punkte  auf  einander  gegenseitig  ausüben,  deren  jeder  1  KU. 
Masse  enthält  und  deren  Entfernung  von  einander  1  Meter  be- 
trägt, so  ist  die  Anziehungskraft  zwischen  zwei  materiellen 
Punkten,  deren  Massen  resp.  m  und  M  sind,  bei  einem  Abstände 
von  p  Metern: 

56)    K=k.^^. 

Das  Gewicht  eines  materiellen  Punktes  ist  die  Mittelkraft 
der  Anziehungskräfte,  welche  von  Seiten  sämmtlicher  materiellen 
Punkte  des  Erdkörpers  auf  denselben  ausgeübt  werden.  Es  lässt 
sich  nachweisen,  dass  eine  Kugel,  deren  Masse  um  den  Mittelpunkt 
herum  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  vertheilt  ist,  auf 
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einen  ausserhalb  gelegenen  materiellen  Punkt  gerade  so  wirkt, 
wie  wenn  ihre  ganze  Masse  in  dem  Mittelpunkt  concentrirt  wäre. 
Die  Erde  darf  annähernd  als  eine  solche  Kugel  angesehen  werden. 
Ein  Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  ist  also  anzusehen  als  in 
einer  Entfernung  gleich  dem  Erdhalbmesser  von  der  im  Mittel- 
punkte der  Erde  concentrirt  gedachten  Erdmasse  befindlich. 
Wenn  man  daher  in  Gleichung  56)  für  M  die  Erdmasse  E  und 
für  p  den  Erdhalbmesser  r  setzt,  so  wird  K  gleich  dem  Gewichte 
der  Masse  m,  und  man  erhält  die  Gleichung: 


57)     mg  =  k  . 


m  .E 


E 


oder    g  =  k  .  — ~. 


Wenn  mit  mp  das  Gewicht  bezeichnet  wird,  welches  dieselbe 
Masse  m  haben  würde,  wenn  man  sie  von  der  Erdoberfläche  ent- 
fernte und  in  die  Entfernung  R  von  dem  Erdmittelpunkte  brächte, 
so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichung: 


m 


7    tn  E         j  -iE 

p  =  k-j-2-     oder     p  =  k^ 


Wenn  man   die  letztere  Gleichung   durch  die  Gleichung  57) 
dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


9 


E' 


Die  Länge  des  Erdhalbmessers  beträgt  ungefähr  6  370000  Meter  oder 
860  Meilen  und  die  Höhe  der  höchsten  Berge  über  der  Meeresoberfläche 
etwa  1  Meile.  Auf  dem  Gipfel  eines  solchen  Berges  würde  die  Beschleunigung 
der  Schwere  nur  die  Grösse  haben: 

P  =  9 


r' 


=  9,81  . 


861 


=  9m,787, 


also  um  etwa  23  Millimeter  geringer  sein  als  an  der  Meeresoberfläche. 

Die  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  beträgt  etwa  das  60- fache 
des  Erdhalbmessers;  in  dieser  Entfernung  hat  die  Beschleunigung  der  Schwere 
nur  die  Grösse: 


P  =  9 


602r 


JM*L 

3600 


=  0»0027. 


Wenn  also  der  Mond  keine  sonstige  Bewegung  hätte,  so  würde  derselbe 
in  der  Kichtung  nach  dem  Erdmittelpunkte  lün  sich  bewegen,  und  die  Ge- 
schwindigkeit dieser  Bewegung  würde  anfangs  um  2,7  Millimeter  in  jeder  Se- 
eunde  zunehmen. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  57)  statt  der  Grössen  E  und  r 
resp.  die  Masse  M  und  den  Halbmesser  R  irgend  eines  anderen 
kugelförmigen  Weltkörpers  substituirt,  so  erhält  man  —  unter 
Voraussetzung  der   erwähnten   Art  der  Massenvertheilung  —  für 
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die  Beschleunigung  des   freien   Falles  an   der   Oberfläche  dieses 
Weltkörpers  die  Gleichung: 

welche  durch  Gleichung  57)  dividirt  die  Form  annimmt: 

JP__M    _r*_ 
g   ~    E  *   U% ' 

Die  Masse  der  Sonne  ist  ungefähr  dos  320 000 -fache  der  Erdmasse,  und 
der  Halbmesser  der  Sonne  ungefähr  das  108 -fache  des  Erdhalbmessers; 
hiernach  würde  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  an  der  Sonnenoberfläche 
die  Grosse  haben: 

P  =  g  ■  ^$lr  -  9.81  •  27.4  =  869-. 

E 

Die  Masse  des  Mondes  beträgt  ungefähr  ^  und  der  Halbmesser  des- 
selben etwa  0,264  .  r.  Die  Beschleunigung  also,  mit  welcher  an  der  Mond- 
oberfläche ein  Körper  fallen  würde,  betrüge  hiernach: 

_ 9     ^?^L im  7« 

p  ~-  80  .  0,264*   ~  5,575 

Wenn  man  den  Werth  der  Grösse  K  in  Gleichung  56)  durch 
directe  Messung  bestimmt,  indem  man  zwei  bekannte  Massen  m 
und  M  in  eine  bekannte  Entfernung  p  von  einander  bringt  und 
die  Grösse  der  von  den  beiden  Massen  auf  einander  ausgeübten 
Anziehungskraft  beobachtet,  so  kann  man  diese  Gleichung  be- 
nutzen, um  die  Grösse  der  Erdmasse  E  daraus  zu  berechnen. 
Wenn  man  nämlich  die  bekannte  Kraft,  mit  welcher  die  Masse 
m  in  der  bekannten  Entfernung  r  von  der  unbekannten  Erdmasse 
E  angezogen  wird  —  also  das  was  im  gewöhnlichen  Leben  das 
Gewicht  der  Masse  m  genannt  wird  —  mit  q  bezeichnet,  so  er- 
hält man  nach  Substitution  dieser  Werth e  die  Gleichung: 

Am  E 
-pr» 

welche  durch  Gleichung  56)  dividirt  die  Form  annimmt: 

-!•-  =  #  4   oderü?  =  Jf.  £-4- 

K        M   r2  K    p2 

Auf  solche  Weise  hat  man  in  der  That   die  Masse  der  Erde 
gemessen  und  gefunden,  dass  ungefähr: 

E=6,1.1024Kil., 

oder  dass    1  Cubikmeter   des    Erdkörpers   durchschnittlich   etwa 
5675  Kilogramm  Masse  enthält 


L 
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Wenn  man  die  Gleichung  57)  für  k  auflöst,  80  ergiebt  sich 
für  die  Kraft,  mit  welcher  1  Kilogramm  Masse  ein  anderes  Kilo- 
gramm Masse  in  1  Meter  Entfernung  anzieht,  der  Werth: 

k  =  g 


r 
~E 


oder,  wenn  man  für  die  Grössen  g,  r,  E  die  nunmehr  sämmtlich 
bekannten  Werthe  substituirt: 

h  —  Qftl     63700002    _    65 
K—  J,öl  .  61   1024  —1012- 

Dieser  Werth  bedarf  zwar  (ebenso  wie  die  übrigen  aus  der 
Annahme:  g  =  9,m81  berechneten  Zahlenwerthe)  noch  einer  kleinen 
Correction,  weil  —  wie  sich  später  ergeben  wird  —  die  Wirkung 
der  Schwere  durch  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse 
etwas  modificirt  wird;  indessen  zeigt  derselbe  doch,  dass  die 
Kräfte,  mit  welchen  die  an  der  Oberfläche  der  Erde  befindlichen 
Körper  bei  messbaren  Abständen  einander  gegenseitig  anziehen, 
in  den  meisten  Fällen  gegen  die  Gewichte  der  Körper  und  son- 
stige wirkende  Kräfte  als  verschwindend  klein  angesehen  werden 
dürfen. 

§  24. 
Gleichförmige  Kreisbewegung. 

(Centripetalkraft.) 

Eine  constant  wirkende  Kraft  bringt  bei  einem  schon  in  Be- 
wegung begriffenen  materiellen  Punkte  —  wie  im  vorigen  Para- 
graphen gezeigt  wurde  —  allemal  eine  parabolische  Bewegung 
hervor.  Wenn  man  von  einer  solchen  parabolischen  Bewegung 
nur  das  den  Scheitelpunkt  enthaltende  und  durch  diesen  in  zwei 
symmetrische  Hälften  getheilte  sehr  kleine  Stück  AB  der  Bahn- 
linie ins  Auge  fasst  (Fig.  61),  so 
erkennt  man,  dass  der  Winkel 
zwischen  Bewegungsrichtung  und 
Kraftrichtung  nur  wenig  von  einem 
rechten  Winkel  abweicht  während 
der  ganzen  Bewegungsdauer.  Für 
den  Scheitelpunkt  S  ist  dieser 
Winkel  genau  gleich  einem  rechten 
Winkel,  für  den  Anfangspunkt  A 
etwas  grösser  und  für  den  Endpunkt  B  um  eben  so  viel  kleiner 
als  ein  rechter  Winkel.  Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  erreicht 


Fig.  61. 


^ 
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in  dem  Scheitelpunkte  S  ihren  kleinsten  Werth  v;  in  den  beiden 
Punkten  A  und  B  hat  die  Geschwindigkeit  gleiche  Werthe  u.  Die 
von  der  Kraft  K  während  der  ganzen  Bewegungsdauer  hervor- 
gebrachte Geschwindigkeitsänderung  hat  die  Grösse  Null. 

Wenn  p  die  dem  materiellen  Punkte  von  der  Kraft  K  er- 
theilte  Beschleunigung,  und  r  der  Krümmungshalbmesser  der 
Parabel  im  Scheitelpunkte  ist,  so  gilt  für  die  Beziehungen  zwi- 
schen den  drei  Grössen  t>,  py  r  die  im  §  14  gefundene  Gleichung  38): 


P  = 


v* 


Ausserdem  ist,  wenn  mit  m  wieder  die  Masse  des  materiellen 
Pnnktes  bezeichnet  wird,  nach  Gleichung  39): 

K 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  erhält  man  für  die 
Kraft  K  die  Gleichung: 

58)    K=  m . 

Hierin  bedeutet  K  diejenige  Grösse,  welche  die  constant  wir- 
kende Kraft  haben  muss,  um  die  Bahnlinie  der  entstehenden  pa- 
rabolischen Bewegung  so  zu  krümmen,  dass  im  Scheitelpunkte  — 
also  da  wo  Bewegungsrichtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig 
zu  einander  stehen,  und  wo  die  Geschwindigkeit  die  Grösse  v  hat 
—  der  Krümmungshalbmesser  gleich  r  werde.  Links  von  dem 
Scheitelpunkte  ist  die  Geschwindigkeit  im  Abnehmen,  rechts  von 
demselben  im  Zunehmen  begriffen;  in  dem  Scheitelpunkte  selbst 
geht  das  Abnehmen  in  das  Zunehmen  über,  findet  also  weder 
Abnehmen  noch  Zunehmen  statt.  In  dem  Augenblicke  also,  wo 
Bewegungsrichtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichtet  sind,  wirkt  die  Kraft  nur  auf  die  Richtung,  nicht 
aber  auf  die  Grffsse  der  Geschwindigkeit  verändernd  ein.  Die 
Gleichung  58)  drückt  die  Beziehungen  aus  zwischen  der  Grösse 
der  Kraft  und  der  Grösse  der  Richtungsänderung  oder  Krümmung 
der  Bahnlinie. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  m 
mit  einer  gewissen  Anfangsgeschwindigkeit  v,  und  untersucht  man, 
welche  Richtung  und  Grösse  eine  auf  ihn  wirkende  Kraft  K 
haben  müsse,  wenn  dieselbe  1)  im  ersten  Augenblicke  nur  auf 
die  Richtung,  nicht  aber  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ver- 
ändernd einwirken  soll,  und  wenn  2)  die  Richtungsänderung  im 
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ersten  Augenblicke  gerade  so  erfolgen  soll  wie  bei  einer  Kreis- 
linie vom  Halbmesser  r;  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden 
die  beiden  Bedingungen:  die  wirkende  Kraft  muss  erstens:  recht- 
winkelig zu  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gerichtet 
sein,  und  sie  muss  zweitens:  die  in  Gleichung  58)  angegebene 
Grösse  haben. 

Soll  nun  nicht  blos  im  ersten  Augenblicke,  sondern  auch  in 
allen  folgenden  Zeitpunkten  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
stets  auf  die  gleiche  eben  angegebene  Weise  abgeändert  werden, 
so  müssen  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein:  Erstens,  damit 
stets  nur  die  Richtung  und  niemals  die  Grösse  der  Geschwindig- 
keit verändert  werde,  muss  die  Kraft  auch  in  allen  folgenden 
Zeitpunkten  rechtwinkelig  zu  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  ge- 
richtet sein,  sie  muss  also  ihre  Richtung  stetig  ändern  und  zwar 
in  der  Weise,  dass  der  Winkel  zwischen  ihr  und  der  Geschwin- 
digkeitsrichtung stets  so  gross  bleibt  wie  im  Anfange,  nämlich  ein 
rechter  Winkel.  Zweitens:  damit  die  Krümmung  der  Bahnlinie 
auch  an  allen  folgenden  Stellen  dieselbe  Grösse  erhalte  wie  an 
der  Anfangsstelle,  muss  die  Kraft  stets  dieselbe  Grösse  uud  zwar 
die  in  Gleichung  58)  angegebene  Grösse  behalten. 

Eine  ebene  Linie,  die  an  allen  Stellen  gleiche  Krümmung  hat. 
ist  eine  Kreislinie.  Wenn  also  die  Kraft  bei  ihrer  Richtung*- 
änderung  immer  in  derselben  Ebene  bleibt,  so  wird  die  Bahn  eine 
Kreislinie    vom    Halbmesser    r    (Fig.    62).     Der    materielle   Punkt 

durchläuft  diese  Kreislinie  mit  cKt 
Pig.  62.  constanten  Geschwindigkeit  v.    Die 

wirkende  Kraft  K  ist  an  allen  Stellen 
rechtwinkelig  zu  der  Kreislinie,  aN<> 
nach  dem  Mittelpunkte  0  des  Krei- 
ses hin,  gerichtet  und  wird  aus 
diesem  Grunde  Centripetalkraft  ge- 
nannt. 


Eine  solche  gleichförmige  Kreis -Be- 
wegung  kann   z.  B.  auf  folgende  Wei>e 
hervorgebracht  werden.    Das  eine  Ende 
eines    geradlinig   ausgestreckten   Fadens 
soll  an  einem  festen  Punkte  O,  das  An- 
dere  Ende    desselben    an    einer    Kugel 
befestigt  sein.    Wenn  man   dieser  Kugel  eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit 
ertheilt  rechtwinkelig  zur  Richtung    des  Fadens  —  die  Wirkung  der  Schwere 
soll  dabei  als  ausgeschlossen  oder  aufgehoben  angenommen  werden  —  so  wird 
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die  Kugel  durch  den  Faden  verhindert,  sich  von  dem  festen  Punkte  O  zu 
entfernen,  also  gezwungen,  bei  ihrer  Bewegung  stets  in  gleicher  Entfernung 
von  dem  festen  Punkte  zu  bleiben.  Sie  beschreibt  also  eine  Kreislinie,  und 
zwar  in  gleichförmiger  Bewegung.  Wenn  die  Masse  der  Kugel  m  =  2  KU.,  die 
ihr  mhgethettte  Geschwindigkeit  v  =  10m,  die  Länge  des  Fadens  r  =  4"  ist, 
so  ergiebt  sich  für  die  in  diesem  Falle  auf  die  Kugel  wirkende  Kraft  aus 
Gleichung  58)  der  Werth: 

jr-!^2L- na 

4 

Diese  Kraft  wird  von  dem  Faden  auf  die  Kugel  ausgeübt  und  wirkt  be- 
ständig in  der  Richtung  nach  dem  festen  Punkte  O  hin.  Nach  dem  in  §  19 
erklärten  Gesetze  der  Wechselwirkung  ist  die  von  der  Kugel  auf  den  Fadeu 
ausgeübte  Gegenkraft  genau  eben  so  gross  und  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung. Diese  letztere  (auf  den  Faden  wirkende  und  durch  denselben  auf  den 
festen  Punkt  O  übertragene)  Kraft  wirkt  also  in  der  Richtung  des  Fadens 
nach  aussen  und  wird  CentrHugalkraft  genannt.  Der  Faden  wird  also  durch 
die  Kraft  K  gespannt  Wenn  man  diese  Kraft  in  Gewichtseinheiten  aus- 
drücken will,  so  hat  man  nach  §  17  die  oben  gefundene  Zahl  durch  g  =  9,81 
zu  dividiren;  es  ist  also: 

K  (kU.)  =  -^~-  kU.  =  5,1  kfl. 

Der  Faden  wird  also  bei  jener  Bewegung  genau  eben  so  gespannt,  als 
wäre  derselbe  an  einem  festen  Punkte  befestigt,  und  an  seinem  unteren  Ende 
ein  Gewicht  von  5,1  Kilogrammen  aufgehängt.  Sobald  man  den  Faden  durch- 
schnitte, würde  sofort  die  Kraft  aufhören  zu  wirken;  die  Bewegungsrichtung 
wurde  ferner  nicht  mehr"  abgeändert.  Die  Kugel  würde  also  in  der  Richtung 
der  Tangente  geradlinig  und  gleichförmig  sich  weiter  bewegen. 

Der  Mond  beschreibt  bei  seiner  Bewegung  um  die  Erde  eine  Bahnlinie, 
welche  annähernd  als  eine  Kreislinie  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
punkt mit  dem  Erdmittelpunkte  zusammenfallt.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises 
ist  ungefähr  das  60 -fache  des  Erdhalbmessers,  also: 

r  =  60.G370000  =  382000000», 

and  der  Umfang  desselben: 

2r*  =  2.382000000.3,14  =  2400000000». 

Die  Zeit,  in  welcher  der  Mond  diese  Kreislinie  durchläuft,  beträgt 
Ti  Tage  7  Stunden  43  Minuten  11  Secunden  oder  in  runder  Summe 
2360000  Secunden.  Der  in  einer  Secunde  zurückgelegte  Weg  oder  die  Ge- 
schwindigkeit der  Mondbewegung  beträgt  demnach: 

2400000000        ,AOAm 
V  «  -2  360  TOT  =  im  ' 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  nach  dem  Erdmittelpunkte  gerichtete 
Centripetalbeschleunigung  des  Mondes  aus  Gleichung  38)  der  Werth: 

v2  10202 


r  382000000 


=  0m,0027. 
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Die  Uebereinstimmung  dieser  Zahl  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  Fallbeschleunigung  des  Mondes  gefundenen  Zahlenwerthe  zeigt,  dass  die 
aus  dem  Gravitationsgesetze  berechnete  Anziehungskraft  zwischen  Erde  und 
Mond  gerade  diejenige  Grösse  hat,  welche  zur  Erklärung  der  Mondbewegung 
angenommen  werden  muss.  Diese  Kraft  wirkt  auf  dieselbe  Weise  wie  hei 
dem  vorigen  Beispiele  die  Spannung  des  Fadens.  Denkt  man  sich  die  An- 
ziehungskraft als  nicht  vorhanden  und  statt  dessen  den  Mond  mittelst  eines 
unzerreissbaren  Fadens  mit  dem  fest  gedachten  Erdmittelpunkte  verbunden, 
so  wurde,  wenn  m  die  Masse  des  Mondes  genannt  wird,  dieser  Faden  die 
Spannung  annehmen: 

K  =  m  .  —  =  m  .  0,0027. 
r 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  die  nach  dem  Sonnenmittelpunkte  gerich- 
tete Centripetalbeschleunigung  der  Erde  berechnen  können  und  für  dieselbe 

den  Werth  finden: 

q  =  0m,0059. 

Wenn  mit  r  der  Mondbahnhalbmesser,  mit  R  der  Erdbahnhalbmesser, 
mit  E  die  Erdmasse,  mit  S  die  Sonnenmasse  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich 
nach  dem  Gravitationsgesetze  die  Gleichung: 


mp  \  r2  J        ,         S  B7      q 

^TT  =       /-,  sr\       oder    -rT  =  ~j — » 

tnq  , /wö\  JL  r*       p 

welche  man  zur  Berechnung  der  Sonnenmasse  benutzen  kann.    Setzt  man  in 

dieser  Gleichung  --  und    '-_  ^  und  —  =  382,  so  erhält  man:  -„  =32001*). 

*  p  0,0027  r  '  E 

Für  zwei  verschiedene  Planeten,  welche  beide  in  kreisförmigen  Bahnen 
um  die  Sonne  sich  bewegen,  ergiebt  sich  als  Verhältniss  ihrer  Ontripeul- 
beschleunigungen : 

(-) 

'  ~  (4) 

Nach  dem  Gravitationsgesetze  ist  zugleich  -   -  =  —  7-,     Man   erhalt 

p  r, 

also  durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  die  Gleichung: 


»!  fr 


Wenn  die  Umlaufszeiten  dieser  beiden  Planeten  resp.  mit  f,  und  t  bezeichnet 
werden,  so  ist: 

-?..<_._  =   «jüi      oder      h.  =  IK.    % 
v  t  2  r  r  t  r       v% 

und  man  erhält  nach  Substitution  des  oben  für    -      gefundenen  Werthes   die 
Gleichung : 
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weiche  ausdruckt:  d&ss  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  sich  verhalten  wie 
die  dritten  Potenzen  der  Bahnhalbmesser. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  beiden  Planeten  »Neptun*4  und 


„Erde",  rar  welche  das  Verhältniss 
dem  Werthe 


=  30  gestellt  werden  kann,  fuhrt  zu 


t    =  j/30*  =  164, 

ergiebt  also  Ar  den  Planeten  Neptun  eine  Umlaufszeit  von  164  Jahren. 

Eine  gleichförmige  Kreisbewegung  kann  auch  durch  Zusam- 
menwirken  mehrerer  Kräfte  hervorgebracht  werden,  sobald  nur - 
die  Mittelkraft  aller  dieser  Kräfte   die   oben   gefundenen   Eigen- 
schaften der  Centripetalkraft  besitzt. 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  der  eine  horizontal  gerichtete 
Anfangsgeschwindigkeit  v  besitzt,  und  auf  welchen  ausser  seinem 
Gewichte  mg  hoch  eine  zweite  Kraft  S  wirkt,  eine  horizontale 
Kreislinie  vom  Halbmesser  r  gleichförmig  durchlaufen  soll,  so 
muss  diese  zweite  Kraft  S  so  beschaffen  sein:  erstens,  dass  die 
Mittelkraft  K  von  den  beiden  Kräften  mg  und  S  stets  die  in 
Gleichung  58)  angegebene  Grösse  hat,  zweitens :  dass  die  Richtung 

dieser  Mittelkraft  K  recht- 
winkelig zur  Bewegungsrich- 
tung stehend  beständig  durch 
den  Mittelpunkt  0  jenes  Krei- 
ses hindurchgeht  (Fig.  63). 
Wenn  man  also  ein  Parallelo- 
gramm   ABDC    construirt, 

dessen  Diagonale  AD  =  K 
und    dessen    verticale    Seite 


AB  =  mg  ist,   so  stellt  die 

Seite  AC  dieses  Parallelo- 
grammes  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  die  gesuchte 
Kraft  S  für  denjenigen  Zeit- 
punkt dar,  in  welchem  der 
materielle  Punkt  an  der  Stelle 
A  sich  befindet. 
Für  jede  andere  Stelle  der  Kreislinie,  z.  B.  den  Punkt  Av 
würde  die  Kraft  S  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  durch   die 
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gleiche  Construction  zu  bestimmen  sein.  Da  die  Kraft  mg  con- 
stant  ist,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise,  dass  die  Kraft  &  wäh- 
rend der  Bewegung  stets  einen  und  denselben  Winkel  *  mit  der 
verticalen  Achse  des  Kreises  einschliessen ,  ihre  Richtungslinie 
folglich  beständig  durch  einen  und  denselben  Punkt  P  derselben 
hindurch  gehen  muss.  Die  Grösse  des  Winkels  a  lüsst  sich  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 


.  AD  K 

tg  a  =  -  -—  = , 

CD  i*9 

welche,   wenn   darin   für  K  der  Werth   aus  Gleichung   58)   sub- 
stituirt  wird,  die  Form  annimmt 

59)  tg  «  =  -£-. 

mm 

Wenn   man  hierin  -.-  statt   tg   et   setzt   und  die   Gleichung 

dann  für  h  auflöst,   so   erhält  man   für  die  Höhe  des  Punktes  P 
über  der  Kreis-Ebene  die  Gleichung: 

60)  h  =  g£. 

Die  Grösse,  welche  die  Kraft  S  beständig  haben  muss,  würde 
man  ferner  aus  der  Gleichung  bestimmen  können: 

ei)  s=)/(mgy +C7-)2=*4> +-?;"• 

Die  Zeit  f,  in  welcher  der  materielle  Punkt  einen  Umlauf 
ausführt,  findet  man,  indem  man  den  ganzen  Umfang  des  Kreises 
2ric  dividirt  durch  den  in  einer  Secunde  zurückgelegten  Weg  r: 
es  ist  also: 

oder,  wenn  man  für    r    aus  Gleichung  60)  seinen  Werth  X 
substituirt: 

62)    t  =  2n^-~. 

Eine  solche  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  kann  x.  B.  auf 
folgende  Weise  entstehen.  Das  eine  Ende  eines  geradlinig  ausgestreckten 
Fadens  soll  an  einer  Kugel,  das  andere  Ende  an  einem  festen  Punkte  /' 
befestigt  sein.  Wenn  man  den  Faden  in  irgend  eine  Richtung  PA  (Fig.  €3' 
als  Anfangsrichtung  bringt  und  hierauf  der  Kugel  eine  Anfangsgeschwindig- 
keit v  mittheilt,  welche  ihrer  Richtung  nach  rechtwinkelig  zu  der  Vertical- 
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Ebene  PAO  steht   und  ihrer  (i rosse  nach  den  aus  Gleichung  (SO)  zu  ent- 
nehmenden Werth: 


-'V* 


bat,  so  wird  die  Kugel  eine  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  um  den 
Punkt  0  als  Mittelpunkt  ausführen,  und  der  Faden  dabei  eine  Kegelfläche 
beschreiben,  deren  Spitze  in  P  liegt.  Eine  solche  Vorrichtung  wird  ein 
CentrÜogalpendel  genannt.  Wenn  bei  der  Anfangsstellung  des  Fadens  h  =  5m 
und  r  =  2,n  war,  so  mussto  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  Grösse  haben: 


v  =  2  l/Ml  =  2™,8. 


Ans  Gleichung  62)  ist  zu  erkennen,  dass  die  Umlattfszeit  eines  solchen 
Ontrinigalpendels  nur  von  der  Höhe  des  Punktes  P  über  der  horizontalen 
Bahn-Ebene  abhängt.  Alle  Ccntrifugalpendel  also,  bei  denen  wie  im  vor- 
liegenden Falle  diese  Höhe  f)m  beträgt,  haben  eine  und  dieselbe  Umlaufszeit, 
nämlich : 


t  =  2  .  3,14  .  \l~  =  4,48  SecundeiL 


Die  Kraft  S,  welche  bei  der  eben  beschriebenen  Vorrichtung  durch  den 
Faden  auf  den  materiellen  Punkt  übertragen  wurde ,  kann  auch  auf  andere 
Weise  hervorgebracht  werden.  Denkt  man  sich  den  Faden  TM  durchschnitten 
nnd  statt  dessen  die  Kugel  an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  unterstützt  durch 
eine  feste  Unterlage,  deren  Oberfläche  überall  rechtwinkelig  zur  Richtung  des 
Fadens  steht,  so  wird  der  Gegendruck  dieser  festen  Fläche  dieselbe  Wirkung 
hervorbringen,  welche  vorher  durch  die  Spannung  des  Fadens  ausgeübt  wurde. 
Diese  feste  Fläche  muss  die  Form  einer  Kegelflächc  haben,  deren  Spitze  in 
»lern  Punkte  Q  liegt,  und  deren  Seitenlinien  überall  rechtwinkelig  stehen  zu 
den  Seitenlinien  der  von  dem  Faden  beschriebenen  Kegelfläche,  folglich  mit 

der  Horizontalen  denselben  Win- 


Flg.  64. 


kel  a  einschliessen,  um  welchen 
die  Richtung  des  Fadens  gegen 
die  Verticale  geneigt  war  (Fig.  64). 
Die  Gleichung  59)  kann  daher 
benutzt  werden,  um  z.  B.  bei 
einer  Eisenbahncurve  den  Win- 
kel *  zu  bestimmen,  um  welchen 
die  Schwellen  gegen  die  Hori- 
zontale geneigt  werden  müssen, 
wenn  die  Rad  -  Flanschen  des 
Wagens  weder  nach  aussen  noch 
nach  innen  hin  einen  Seitendruck 
gegen  die  Schienen  ausüben  sollen. 
Wenn  der  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  r  =  500m  und  die  Ge- 
»chwindigkeit,  mit  welcher  der  Wagen  die  Curve  durchlaufen  soll,  v  =  15m 
beträgt,  so  ergiebt  sich  für  diesen  Neigungswinkel  die  Gleichung: 

Ritler,  lfcthanik.  7 
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*£*  =  * 


15 


TJl 


500  .  9,81 


=  0,04587;    *  =  2n  38*. 


Wenn  mit  b  die  Entfernung  der  Schienen  von  Mitte  zu  Mitte  gerechnet 
bezeichnet  wird,  so  ist  b  sin  a  die  Grösse,  tun  welche  die  aussen  liegende 
Schiene  gegen  die  innen  liegende  überhöhet  werden  muss. 

Man  kann  der  Gleichung  für  die  Centripetalkraft  noch  eine 
andere  Form  geben  dadurch,  dass  man  die  Geschwindigkeit  »  des 
materiellen  Punktes  ausdrückt  durch  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  zugehörige  Halbmesser  des  Kreises  um  den  Mittel- 
punkt desselben  sich  dreht.  Während  der  materielle  Punkt  den 
Umfang  des  Kreises  gleichförmig  durchläuft,  führt  der  Drehungs- 
halbmesser, d.  h.  die  gerade  Linie,  welche  denselben  mit  dem 
Mittelpunkte  verbindet,   eine  gleichförmige  Drehbewegung  aus. 

Die  Bogenlänge,  welche  der  Endpunkt  des  Halbmessers  in 
jeder  Secunde  durchläuft,  wird  die  Bogen  -  Geschwindigkeit  oder 
Peripherie- Geschwindigkeit  genannt. 

Der  Winkel,  um  welchen  der  Halbmesser  in  jeder  Secunde 
sich  dreht,  wird  die  Winkel -Geschwindigkeit  oder  Dreh -Geschwindig- 
keit desselben  genannt. 

Um  die  Grösse  dieser  Winkel -Geschwindigkeit  durch  eine 
Zahl  auszudrücken,  muss  zuvor  eine  bestimmte  Winkel -Grösse 
festgesetzt  werden,  welche  als  Winkel-Einheit  gelten  soll.  Am 
einfachsten  gestalten  sich  die  Beziehungen  zwischen  Bogengeschwin- 
digkeit  und  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  man  als  Winkel-Einheit 
denjenigen  (/wischen  57°  und  58°  liegenden)  Winkel  wählt,  dessen 
Bogen  allemal  gleich  dem  zugehörigen  Halbmesser  ist  (wie  das  im 
Folgenden  immer  geschehen  soll,  wenn  nicht  ausdrücklich  das 
Gegentheil  bemerkt  wird).  Da  die  Winkel  sich  verhalten  wie  die 
Bogen,  welche  mit  gleichem  Halbmesser  in  denselben  beschrielnn 
sind,  so  wird  für  einen  Winkel,  in  welchem  der  Bogen  das  ra  fache 
des  zugehörigen  Halbmessers  beträgt,  alsdann  diese  Zahl  n  un- 
mittelbar die   zugehörige  Winkelzahl  bilden,   d.  h.  es  ist  allemal: 


Winkelzahl  = 


Bogen 


Halbmesser 


Die  Grösse  v  in  der  Gleichung  für  die  Centripetalkraft  be- 
deutete die  Bogenlänge,  welche  der  materielle  Punkt  in  jeder  Se- 
eunde  durchläuft,  oder  die  Bogengeschwindigkeit  Der  Winkel  «*, 
weleher  /u  diesem  Bogen  gehört,  ist  derjenige  Winkel,  um  welchen 
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Fig.  66. 


der  Halbmesser  in  jeder  Secunde  sich 
dreht,  also  die  zugehörige  Winkelge- 
schwindigkeit (Fig.  65). 

Zwischen   den   drei   Grössen  t?,  tu,  r 
findet  demnach  die  Beziehung  statt: 

63)     a>  =  -*- 

r 

oder  in  Worten  ausgedrückt: 

Bogengesch  windigkeit 

Winkelgeschwindigkeit  = rmr ~ 

°  °  Halbmesser 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werth 
v=r  m  in  Gleichung  58)  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Cen- 
tripetalkraft  die  Gleichung: 

64)    üf=mrco2. 

§  25. 
Geradlinige  Schwingungen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  gleichförmige  Kreis- 
bewegung  lässt  sich  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus 

untersuchen.     Man  kann 
Fig.  ee.  dieselbe  nämlich   —   in- 

dem man  die  Principien 
der  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Bewegungen 
anwendet  —  auch  auf- 
fassen als  Resultirende 
von  zwei  rechtwinkelig  zu 
einander  gerichteten  Sei- 
tenbewegungen in  den 
Richtungen  XX  und  YY 
(Fig.  66).  Der  Kürze  we- 
gen soll  XX  die  horizon- 
tale, YY  die  verticale 
Richtung  genannt  werden. 
Man  kann  sich  in  jedem 
Augenblicke  die  Geschwin- 
digkeit sowohl  als  auch  die  wirkende  Kraft  nacli  diesen  beiden 
Richtungen  zerlegt  denken  und  nun  jede  von  den  beiden  Seiten- 

7* 
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bewegungen  für  sich  allein  zum  Gegenstande  einer  besonderen 
Untersuchung  machen. 

Es  soll  untersucht  werden:  wie  die  in  dem  Punkte  A  beginnende 
Bewegung  beschaffen  gewesen  sein  würde ,  wenn  die  verticale 
Seitengeschwindigkeit  sowohl  wie  die  verticale  Seitenkraft  der  Cen- 
tripetalkraft  von  Anfang  an  gefehlt  hätten.  Offenbar  würde  der 
materielle  Punkt  in  diesem  Falle  nur  die  horizontale  Seiten- 
bewegung jener  gleichförmigen  Kreisbewegung  ausgeführt  haben, 
und  zwar  —  nach  dem  Gesetze  der  Unabhängigkeit  der  Be- 
wegungen —  genau  in  derselben  Weise,  wie  sie  bei  der  wirklichen 
Bewegung  erfolgte.  Denn  die  verticale  Seitengeschwindigkeit  wird 
nur  durch  die  verticale  Seitenkraft  geändert,  und  die  horizontale 
Seitengeschwindigkeit  nur  durch  die  horizontale  Seitenkraft. 

Statt  den  Bogen  A  M  gleichförmig  zu  durchlaufen,  würde  der 
materielle  Punkt  nunmehr  die  geradlinige  Strecke  AN  in  derselben 
Zeit  zurücklegen;  statt  den  halben  Kreisumfang  A  CB  gleichförmig 
zu  durchlaufen,  würde  der  Punkt  nunmehr  in  derselben  Zeit  den  ho- 
rizontalen Durchmesser  AB  durchlaufen.  Indem  man  die  Peripherie- 
Geschwindigkeit  v  an  den  verschiedenen  Stellen  zerlegt,  findet  man, 
dass  die  Geschwindigkeit  dieser  Horizontal-Bewegung  in  dem  Punkte 
A  (wo  v  rechtwinkelig  zur  Horizontalen  gerichtet  ist)  mit  Null 
anfangen,  in  dem  Punkte  N  die  Grösse  m,  in  dem  Punkte  O  die 
Grösse  u,  in  dem  Punkte  B  wiederum  die  Grösse  Null  erreichen 
würde.  Hierauf  würde  die  Geschwindigkeit  negativ  werden,  d.  h. 
der  Punkt  würde  umkehren,  den  horizontalen  Durchmesser  in 
gleicher  Weise  rückwärts  durchlaufen  und  in  dem  Punkte  A  an- 
gekommen alsdann  die  gleiche  Bewegung  aufs  Neue  beginnen. 

Solche  geradlinig  hin-  und  zurücklaufende  Bewegungen,  bei 
welchen  periodisch  dieselben  Bewegungszustände  wiederkehreu, 
nennt  man  Schwingungen.  Die  Schwingungsdauer,  d.  h.  die  wäh- 
rend einmaligen  Durchlaufens  der  Schwingungsbalin  verfliessemle 
Zeit,  ist  gleich  der  halben  Umlaufszeit  der  zugehörigen  Kreis- 
bewegung, hat  also  die  Grösse: 

65)    <=-". 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  v  die  constante  Peripherie- 
Geschwindigkeit  der  zugehörigen  Kreisbewegung,  zugleich  aber 
auch  die  Maximal -Geschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung, 
nämlich  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  der  schwingende  Punkt 
allemal  in  der  Mitte  seiner  Bahn  erreicht 


Geradlinige  Schwingungen. 
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Wenn  man  den  aus  Gleichung  58)  sich  ergebenden  Wertb: 

f      m 

für  diese  Grösse  substituirt,   so  nimmt   die  vorige  Gleichung  die 
Form  an: 


66)    t  =  *  |/^L. 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  K  die  Centripetalkraft  der  cor- 
respondirenden  Kreisbewegung.  Um  die  Bedeutung  dieser  Grösse 
für  die  schwingende  Bewegung  zu  erkennen,  hat  man  sich  bei  der 
gleichförmigen  Kreisbewegung  —  in  derselben  Weise,  wie  vorher 
die  Geschwindigkeit  —  so  auch  die  wirkende  Kraft  nunmehr  an 
jeder  Stelle  nach  horizontaler  und  verticaler  Richtung  zerlegt  zu 
denken.  Für  die  Stelle  M  ergiebt  sich  aus  Fig.  67  als  horizon- 
tale Seitenkraft: 


X 


67)    H=  Kcoaa  =  K 

w 

Diese  Kraft  ist  es,  welche  den  schwingenden  Punkt  treibt  in 
dem  Augenblicke,   wo  seine   Entfernung  von   dem   Schwingungs- 
centrum gleich  x  ist.    Die 
Fig.  67.  Kraft  H  ändert   sich  mit 

¥  der  Entfernung  sc,  sie  wird 

Null,  wenn  x  =  0  wird, 
d.  h.  wenn  der  schwingende 
Punkt  durch  den  Mittel- 
punkt seiner  Bahn  hin- 
durchgeht; sie  erreicht 
ihren  grössten  absoluten 
Werth: 

Hm  =  +  K, 

wenn  x  =  +  r  wird ,  d.  h. 
wenn  der  schwingendePunkt 
an    den    Endpunkten    der 
Schwingungsbahn  sich  be- 
findet,  sie  ist  positiv  oder 
negativ  —   d.  h.    sie   wirkt  nach  rechts   oder  links  —  jenach- 
dem   der  schwingende   Punkt  links    oder    rechts  von   der  Mitte 
seiner  Bahn  sich  befindet;  sie  ist  ferner  proportional  der  Grösse  ac, 

weil  der  Quotient  —  in  Gleichung  67)  eine  unveränderliche  Grösse  ist. 
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Hieran*  ergebt  fcicli,  da«»  jene  feehwinjiende  Jr»ewe«raLi£  *tatt- 
li ii<i«.-u   wird,  wenn  folgende  I/edinguiigeu  erfüllt  ^iud: 

Kisten*,  die  treibende  Kraft  wus*  proportional  dt-ro  Abstände 

VOJJ    <U'iU    festen    l'UJjkte    O   ZUJieljjneiL 

Zweitens,  feie  inus*  beständig  naeh  diesem  festen  Punkte  hin 
wirken. 

Dritten«,  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes 
—  falls  eine  bolche  überhaupt  vorhanden  war  —  niuss  in  die 
Jiicbtung  Aar  geraden  Linie  fallen,  welche  den  Anfangspunkt  mit 

j*>uem  lebten  Punkte  verbindet. 

K 
Wenn  man  den  Quotienten  —  mit  A  bezeichnet,  so  nehmen 

die  Gleichungen  07)  und  (50)  die  Formen  an: 

0M)     JI^Ax 

IUI)     <  =  «|/^. 

Man  erkennt  aus  Gleichung  08),  dass  A  die  Grösse  ist, 
weicht»   die  treibende  Kraft  H  erreicht,   wenn  x  =  1    wird.     Der 

Quotient    '      int    also    die    in    diesem    Augenblicke    stattfindende 

MeMchleunigung,     Hezeichnet  man  diese  Beschleunigung  mit  gy   so 
nimmt  die  Gleichung  010  die  noch  einfachere  Form  an: 

70)    i  -   ;  -. 

Dan  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Gesetz  lässt  sich  in  fol- 
genden Worten  aussprechen : 

DI©  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  ZaM  s  dmdirt  darck  die 
Quadratwurzel  aus  der  Schwingungsbesdüeumgeng  in  der  Entfcii— ig 
Ems  vom  ScfcwingwigscentnML 

Zugleich  erkennt  man  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  son>t 
gletcheu  Imständcu  die  Schwingungdauer  gaiu  unabliän^i^  ist 
xon  vier  Schwingungsweite. 

Ihe  Geschwindigkeit  r  dagegeu.  nut  welcher  der  schwingende 
iVnkt  durch  die  Mute  seiuer  Schwiugutigsbalin  hindurchgeht .  ist 
proportional  der  Schwiuguugsweite.  Mau  erhalt  nämlich,  aus 
Gleich  uug  t\>\  wenn  man  dariu  tUr  t  den  gefundenen  Werth 
sub*tituirt  uud  dieselbe  dann  für  v  auflost,  den  Werth: 

?  I  ^      e>**-i  r  .  \   q. 
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Wenn  man  in  den  Figuren  66  und  67  statt  der  horizontalen 
die  verticale  Seitenbewegung  der  gleichförmigen  Kreisbewegung 
als  Gegenstand  der  Untersuchung  gewählt  und  dabei  statt  des 
Punktes  A  den  Punkt  D  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  ange- 
nommen hätte,  so  würde  man  in  Bezug  auf  die  schwingende  Be- 
wegung zwischen  den  Endpunkten  D  und  C  des  verticalen  Durch- 
messers natürlich  zu  gleichen  Resultaten  gelangt  sein.  Jede 
gleichförmige  Kreisbewegung  kann  daher  aufgefasst  werden  als 
Resultirende  zweier  gleicher  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteter 
geradliniger  Schwingungsbewegungen,  welche  so  mit  einander 
combinirt  sind,  dass  die  Zeitpunkte  des  Geschwindigkeits-Maximum 
der  einen  zusammenfallen  mit  den  Zeitpunkten,  in  welchen  die 
Geschwindigkeit  der  anderen  Null  wird.  Wenn  statt  dessen  die 
beiden  combinirten  (gleichartig  vorausgesetzten)  Schwingungen 
ungleiche  Schwingungsweite  hätten,  so  würde  zwar  Statt  der  gleich- 
formigen  Kreisbewegung  eine  ungleichförmige  elliptische  Bewegung 
entstehen;  die  Umlaufszeit  würde  jedoch  dieselbe,  nämlich  gleich 
der  doppelten  Schwingungsdauer  bleiben. 

Denkt  man  sich  einen  Körper  zwischen  elastischen  Federn  derartig 
eingespannt,  dass  hei  irgend  einer  Verschiebung  des  Körpers  nach  der  linken 
oder  rechten  Seite  hin  allemal  eine  Kraft  entsteht,  welche  den  Körper  nach 
beiner  froheren  Lage  wieder  zurück  drängt,  und  denkt  man  sich  die  Federn 
60  construirt,  dass  diese  zurückdrängende  Kraft  stets  der  Grösse  jener  Ver- 
schiebung proportional  ist,  so  wird  der  Körper,  wenn  man  ihm  eine  solche 
Verschiebung  AO  ertheilt  und  ihn  dann  loslässt,  Schwingungen  der  oben  be- 
schriebenen Art  zwischen  den  Punkten  A  und  B  ausführen  (Fig.  68).  Ange- 
nommen: die  Federn  wären  so  beschaffen,  dass  bei  einer  Verschiebung  von  16  Milli- 
metern die  zurücktreibende 
Flg.  68.  Kraft  0,8  Kilogramm  betrüge ; 
-.  dann  würde  bei  einer  Ver- 
schiebung von  1  Meter  diese 
I  Kraft  in  Gewichtseinheiten 
nimwwMNVWWw  ausgedrückt  die  Grösse  er- 
"      reichen: 

Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  2,5  Kilogramm  beträgt,   so   ist  nach 

25 
Gleichung  41)  die  Masse  desselben  m  =  -J—  zu  setzen,  und  man  erhält  für 

die  Schwingungsbeschleunigung  in  der  Entfernung  Eins  den  Werth: 

.  -  i --äjje.  -  »■* 


/ 
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Nach  Gleichung  70)  ist  also  die  Schwingungsdauer ,  oder  die  Zeit,  in 
welcher  der  Körper  einmal  den  Weg  AB  durchläuft: 

t  =--  T7^=-  =  0>224  See. 
j/196,2 

Genau  dieselbe  Grösse  würde  die  Schwingungsdauer  haben,  wenn  AtBt  die 
Schwingungsbahn  wäre,  d.  h.  wenn  der  Körper  im  Augenblicke  des  Losla&&ens 
bei  Ax  sich  befunden  hätte.  Wenn  ^iG  =  0m,001  und  ,llO  =  0,",l  ist,  so 
hat    (nach   Gleichung  71)    die   Seh  wiugungsgesch  windigkeit   in    der  Mitte    der 

Schwingungsbahn  im   ersteren  Falle   die  Grösse  v  •■=  0,001  ]^1%,2  =  O^OH, 

im  letzteren  die  Grösse  vx  =  0,1  l/l96,2  =  lm,4. 

Das  Gewicht  des  Körpers  ist  hierbei  als  ohne  Einfluss  betrachtet  Sollte 
die  Schwingungsbahn  jedoch  verticale  Lage  haben  und  der  Einfluss  des  Ge- 
wichtes berücksichtigt  werden,  so  würde  man  finden,  dass  die  Schwingungsdauer 
nicht  dadurch  geändert  würde.  Nur  der  Schwingungsmittelpunkt  würde  eine 
andere  Lage  erhalten,  und  zwar  um  so  viel  tiefer  liegen  als  die  einer  Kraft 

2  5 
von  2,f>  Kil.  entsprechende  Verschiebung  beträgt,  nämlich  um  ~r  =  0**,05. 

Wenn  ein  vertical  aufgehängter  elastischer  Faden  so  beschaffen  ist,  dass 
ein  angehängtes  Gewicht  ihm  eine  Verlängerung  crtheilt,  welche  der  Grösse 
desselben  proportional  ist,  so  wird  irgend  ein  an  dem  Faden  häugender 
Körper,  den  man  anfänglich  etwas  hob  oder  senkte  und  dann  losliess,  verticale 
Schwingungen  der  vorigen  Art  ausfuhren  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Schwin- 
gungen sich  nicht  bis  zu  einer  Weite  erstreckten,  bei  welcher 
der  Faden  zeitweise  schlaff  würde.  Ist  z.  B.  der  Faden  so  be- 
schaffen, dass  —  wie  beim  vorigen  Falle  —  ein  Gewicht  von 
0,8  Kil.  ihm  eine  Verlängerung  von  0m,016   ertheilt ,  so  wird  ein 


Körper   von    2,5  Kil.   Gewicht   eine  Verlängerung    EO  =  0"\0ti 
hervorbringen  (Fig.  69).    Verschiebt  man  diesen  Körper   in  ver- 
ticaler  Richtung  aus   seiner  Lage  O  um   eine   Grösse  OA   oder 
p  OB,  welche  kleiner  ist  als  OE,  und  lässt  ihn  dann  los,  so  wird 

%  der  Körper  verticale  Schwingungen  ausführen,   deren  Dauer  wie 

^  im  vorigen  Falle  0,224  See.  beträgt.    Denn  bei  der  vorausgesetzten 

^J?       Beschaffenheit  des  elastischen  Fadens  wird  auch  jetzt  noch  jede 
$  4        liebung  des  Körpers,  welche  den  Endpunkt  E  des  unverlängerteu 
/'  ?  \     Fadens  nicht  überschreitet,   eine  Kraft   hervorrufen,   welche  der 
;---mO-f    Grösse   der  Hebung  proportional  ist.    Diese   Kraft  besteht  aus 
/     dem    Ueberschusse  des  Gewichts  über  den   aufwärts   wirkenden 
*~3j         elastischen  Widerstand,  sie  beträgt  z.  B.  die  Hälfte  des  Gewichtes, 
wenn  die  Hebung  gleich  {OE\  und  wird  gleich  dem  ganzen  Ge- 
wichte, wenn  der  Körper  bis  zu  dem  Punkte  E  selbst  gehoben  wird. 
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§26. 

Gleichförmige  geradlinige  Bewegung  (Gleichgewicht)  des 

materiellen  Punktes. 

Die  Mittelkraft  der  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  ist  diejenige  Kraft,  welche  für  sich  allein  dieselbe  Wir- 
kung wie  jene  Kräfte  hervorbringen  würde.  Wenu  also  diese 
Mittelkraft  Null  ist,  so  bringen  die  Kräfte  keine  Wirkung  hervor, 
d.  h.  sie  halten  einander  im  Gleichgewicht,  und  es  ist  so  gut  als 
ob  gar  keine  Kraft  wirkte.  Wenn  auf  einen  materiellen  Punkt 
gar  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  weder  Richtung  noch  Ge- 
schwindigkeit seiner  Bewegung.  Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung 
einet»  materiellen  Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  wenn 
die  Mittelkraft  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  Null  ist. 

Umgekehrt:  wenn  man  weiss,  dass  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  so  schließet 
man  daraus,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  einander  im 
Gleichgewicht  halten;  wenn  man  dagegen  weiss,  dass  die  Bewe- 
gung krummlinig  oder  ungleichförmig  ist,  so  schliesst  man  daraus, 
dass  die  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sind. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  im  Gleichgewichtszu- 
stande befindliche  materielle  Punkt  sich  bewegt,  ist  gleich  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit;  sie  ist  Null,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit Null  war.  Der  Ruhestand  ist  daher  als  ein  specieller 
Fall  des  Gleichgewichts  zu  betrachten.  Ruhe  setzt  Gleichgewicht 
der  wirkenden  Kräfte  voraus,  nicht  aber  umgekehrt  das  Gleich- 
gewicht die  Ruhe.  Es  kann  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  und 
doch  dabei  Bewegung  stattfinden. 

Wenn  eine  Kraft  von  einer  anderen  Kraft  aufgehoben  werden 
soll,  so  muss  dieselbe  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche 
Grösse  mit  ihr  haben.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf  einen 
materiellen  Punkt  in  beliebiger  Anzahl  wirkenden  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht  halten  sollen,  jede  von  ihnen  mit  der  Mittel- 
kraft aller  übrigen  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche  Grösse 
haben  muss. 

Sollen  z.  B.   die  drei  Kräfte  Klt  K2,  Kz   einander  im   Gleichgewicht- 
hatten,  so  muss  jede  von  ihnen  mit  der  Diagonale  des  aus  den  beiden  anderen 
construirten  Parallelogramms  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung 
haben  (Fig.  70).    Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  repräsentiren  die  drei  Kräfte 
und  verhalten  sich  wie  die  Sinus-Zahlen  der  gegenüberliegenden  Winkel  «p,  4*»  <*>. 
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Setzt  man   statt  dessen   die  Sinus  -  Zahlen   der  Winkel  «,,  a2,  <x3    (Fig.  71), 
welche  jene  resp.  zu  180°  ergänzen,  so  erhält  man  die  Proportion: 

72)     Kxi  K2:  Kz  =  sin  a,  :  sin  a2  :  sin  a3. 


Fig.  70. 


Fig.  71. 


&/<&■(;■{/'■  't 


>K. 


0 


Es  ergiebt  sich  hieraus  ein  einfaches  Mittel,  die  Richtigkeit  des  Parallelo- 
grammgesetzes auf  experimentellem  Wege  zu  prüfen.  Der  Verbindungspunkt 
dreier  Fäden,  von  denen  der  eine  mit  einem  Gewichte  K{  belastet,  die  beiden 
anderen  resp.  an  den  Punkten  D  und  E  befestigt  sind,  kann  als  ein  unter 
Einwirkung  dreier  Kräfte  im  Gleichgewicht  befindlicher  materieller  Punkt  an- 
gesehen werden.  Durch  Messung  der  drei  Winkel  und  Kräfte  kann  man  sich 
von  der  Richtigkeit  der  obigen  Proportion  —  mithin  auch  des  Parallelogramms 
der  Kräfte  —  überzeugen. 

Die  allgemeinen  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes  erhält  man  aus  Gleichung  42),  indem  man 
den  darin  gefundenen  Werth  der  Mittelkraft  gleich  Null  setzt: 


Yk+k+<=°- 


Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  besteht  aus  drei 
Gliedern,  welche  (als  Quadratzahlen)  nie  negativ  sein  können, 
wird  also  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn  jedes  der  drei  Glieder 
für  sich  Null  ist.  Die  obige  Gleichung  schliesst  also  die  drei  Be- 
dingungen ein: 

K\  =0,  R7  =  0,  Äs  =  0. 

Wenn  man  hierin  aus  Fig.  34  die  Werthe  substituirt,  für 
welche  die  Zeichen  #*,  Äy,  Ä,  als  Abkürzungen  eingeführt  wur- 
den, so  erhält  man  als  allgemeine  Gleichgewichtsbedingungen  des 
materiellen  Punktos  die  drei  Gleichungen: 

73)  l^co8o)  =  0,     74)  X<iCcos£)  =  0,     7b)  1  (K cos  T)  =  0. 
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Flg.  72. 


Da  die  Lage  des  rechtwinkeligen  Achsen-Systems  eine  willkür- 
lich zu  wählende  war,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende  zwei  Sätze: 

Wem  die  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht  halten,  so  ist  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Achsen- 
richtung die  Summe  der  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in  sie  hinein- 
fallenden Seitenkräfte  gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jede  von  drei  bestimmten 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Achsen  die  Summe  der 
Seitenkräfte  Kuli  ist,  so  findet  in  Bezug  auf  jede  beliebige  andere 
Achsenrichtung  das  Gleiche  statt,  und  sind  die  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht 

Kennt  man  einige  von  den  Kräften,  welche  auf  einen 
materiellen  Punkt  wirken,  und  weiss  man  zugleich,  dass  derselbe 
im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet,  so  kann  man  in  manchen 
Fallen  die  übrigen  noch  unbekannten  Kräfte  bestimmen  dadurch, 
dass  man  auf  das  ganze  Kräfte-System  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen anwendet. 

Wenn  z.  B.  an  dem  Ver- 
bindungspunkte A  dreier 
in  den  Punkten  B,  C\  D 
befestigter  Fäden  mittelst 
eines  vierten  Fadens  ein 
Gewicht  Q  aufgehängt  ist, 
so  kann  man  aus  dem  Ruhe- 
zustande des  Punktes  A 
schliessen,  dass  die  mittelst 
der  vier  Fäden  auf  ihn 
übertragenen  Zugkräfte  Q, 
Ku  K2,  K3  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen genü- 
gen müssen  (Fig.  72).  Denkt 
man  sich  das  rechtwinke- 
lige Achsen- System  so  ge- 
legt, dass  AZ  in  die  Rich- 
tung der  Schwere,  die  beiden  anderen  AX  und  A  Y  also  in  die  Horizontal- 
Ebene  hineinfallen,  so  nehmen  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichungen  die 
Form  an: 

JTj  cos  a,  +  K2  cos  a2  +  K3  cos  o3  =  0 

Kx  cos  ß{  +  Jifj  cos  ß2  -f  2T3  cos  ß8  =  0 

Ki  cos  y,  +  K2  cos  y5  +  K2  cos  r3  +  Q  =  0. 

Wenn  die  Richtungen  der  Fäden  (und  mit  ihnen  sämmtliche  Winkel) 
bekannt  sind,  so  können  die  drei  unbekannten  Grössen  Ku  K2>  K3  aus 
diesen  drei  Gleichungen  berechnet  werden.  Setzt  man  z.  B.  Q  =  500  kil.  und: 


tos 
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+ 

2 

3  ' 

COS  Z2   =  + 

2 

7' 

4 

COS  *3   =  —  -  , 

+ 

2 

3  ' 

COS  ß2  =  + 

6 

7' 

Q          8 

cos  ?z  =  —  g  , 

— 

1 

3  ' 

cos  7j  =  — 

3 

7' 

1 

COS  T3  =  —  <jy 

cos  a,  = 


cos  ß,  = 


cos  Tl  =  —  — 

so  wird  Kx  =  300  kü.,  tf,  =  700  kil.,  tf3  =  900  kiL 

SUitt  dessen  kann  man  die  Aufgabe  auch  durch  Construction  lösen,  in- 
dem man  ein  Parallelepipedon  construirt,  dessen  Kanten  resp.  den  Richtungen 
der  unbekannten  Kräfte  parallel  sind,  uud  dessen  Diagonale  A  E  mit  der  ge- 
gebenen Kraft  Q  gleiche  Grösse  uud  entgegengesetzte  Richtung  hat. 

Die  gleiche  Construction  und  Berechnung  würde  für  den  in  Fig.  78  dar- 
gestellten  Fall   gelten,   bei   welchem  die    das  Gewicht   Q  im    Gleichgewicht 

haltenden  Kräfte  Kly  A%, 
Kz  —  anstatt  als  Zugkräfte 
mittelst  Fäden  auf  den 
Punkt  A  übertragen  zu 
werden  —  als  Gegendrücke 
dreier  in  den  Punkten  B, 
C\  D  unterstützter  Stangen 
auftreten.  Durch  Umkeh- 
rung dieser  drei  Kräfte  er- 
hält man  die  Druckkräfte, 
welche  die  Stangen  ihrer- 
seits durch  das  Gewicht  Q 
erleiden. 

Genau  dieselbe  Kruft- 
vertheilung  endlich  würde 
in  allen  diesen  Fällen  auch 
dann  noch  stattfinden,  wenn 

die  ganze  Vorrichtung  (etwa  auf  einem  Wagen)  in  gleichförmig  und  geradlinig 

fortschreitender  Bewegung  begriffen  wäre. 


Die  Zahl  der  Gleichgewichtsbedingungen  eines  materiellen 
Punktes  reducirt  sich  auf  zwei,  wenn  sämmtliche  Kräfte  in  eiuer 
und  derselben  Ebene  wirken.  Legt  man  das  Achsen-System  so, 
dass  die  Z-Aehse  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene  gerichtet  ist,  mj 
werden  die  Grössen  cos^,  ....  cos  fn  sämmtlich  Null,  und  zur 
Bestimmung  der  Richtung  irgend  einer  von  den  Kräften  ist  diT 
Winkel,  den  sie  mit  der  X-Achse  einschlicsst,  allein  schon  aus- 
reichend. Wenn  dio  Winkel  a,  ....  an  immer  in  einerlei  Sinne 
von  der  Richtung  A  X  als  Anfangsrichtuug  aus  gemessen  werden, 
so  können  statt  der  Grössen  cos  (3,   ....  cos  ßn  resp.  die  Grüben 
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Fig.  74. 


A    Klcos*i 


sin  a,  ....  sin  an  gesetzt  werden  (s.   Fig.  74),   und  die  Gleieh- 
gewichtsbedingungen  nehmen  die  Formen  an: 

2  (Koos  a)  =  0,  v  (Ksin  «)  =  0. 

In  dem  speciellen  Falle  endlich,  wenn  sämmtliche  Kraft-Rich- 
tungen in  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  fallen,  reduciren  sich 

die  Gleichgewichtsbedingungen  auf  die  eine: 

welche  ausdrückt,  dass  nach  der  einen  Rich- 
tung hin  gerade  so  viel  Kraft  wirken  muss, 
als  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 
Wenn  in  diesem  letzteren  Falle  zugleich  der 
im  Gleichgewichtszustande  befindliche  mate- 
rielle Punkt  nach  einer  von  den  beiden  Rich- 
tungen hin  in  gleichförmiger  Bewegung  be- 
griffen ist,  so  pflegt  man  wohl  die  der 
Bewegungsrichtung  entgegenwirkende  Kraft- 
Summe  im  Gegensatze  zu  der  die  Bewegung  fördernden  Kraft- 
Summe  den  Widerstand  zu  nennen. 

Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  Bewegung 
eine  gleichförmige  sein  soll,  lässt  sich  daher  auch  in  der  Form 

aussprechen : 

Kraft  =  Widerstand. 

Eine  unter  solchen  Umständen  erfolgende  gleichförmige  Bewegung  wird 
durch  den  Sprachgebrauch  des  gewöhnlichen  Lebens  mitunter  in  einer  Weise 
bezeichnet,  welche  leicht  zu  Missverstandnissen  führt.  Wenn  durch  die  mittelst 
eines  Seiles  ausgeübte  Zugkraft  eine  Last  gleichförmig  gehoben,  oder  ein 
Schiff,  ein  Wagen,  ein  Pflug  gleichförmig  vorwärts  getrieben  wird,  so  pflegt 
nun  den  Vorgang  wohl  mit  den  Worten  zu  bezeichnen:  „Die  Kraft  Über- 
windet den  Widerstand"  und  ist  geneigt  mit  dem  Begriffe  des  „Ueberwindens14 
die  Vorstellung  zu  verbinden:  Die  überwindende  Kraft  müsse  grösser  sein 
als  der  überwundene  Widerstand.  Man  gelangt  zu  einer  solchen  fehlerhaften 
Auffassung,  indem  man  die  Bedingungen  der  Entstehung  einer  neuen  Bewe- 
gung verwechselt  mit  den  Bedingungen  der  Fortsetzung  einer  schon  vorhan- 
denen Bewegung.  Um  zu  bewirken,  dass  der  Körper  aus  dem  Ruhezustande 
in  Bewegung  übergehe,  dazu  ist  allerdings  eine  Kraft  erforderlich,  welche 
grosser  ist  als  der  Widerstand,  weil  während  des  Ueberganges  die  Bewegung 
eine  beschleunigte  ist.  Wenn  aber  die  Bewegung  einmal  im  Gange  ist,  und 
es  nur  darauf  ankommt,  die  Bewegung  gleichförmig  zu  erhalten,  so  muss  die 
Kraft  weder  grösser  noch  kleiner,  vielmehr  genau  gleich  dem  zu  überwinden- 
den Widerstände  sein. 
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Capilel  VII. 

Bewegung  auf  vorgeschriebenen  Bahnen. 

§  27. 
Widerstände   fester   Flächen,    Linien,   Punkte. 

Nur  durch  Kräfte  können  Bewegungen  hervorgebracht,  ver- 
nichtet oder  abgeändert  werden. 

Wenn  also  auf  einen  materiellen  Punkt  gewisse  Kräfte  wir- 
ken, deren  Mittelkraft  K  bekannt  ist,  und  es  findet  sich,  dass  die 
von  dem  Punkte  wirklich  ausgeführte  Bewegung  abweicht  von 
derjenigen  Bewegung,  welche  die  Kraft  K  für  sich  allein  hervor- 
gebracht haben  würde,  so  muss  man  die  Ursache  dieser  Ab- 
weichung in  irgend  einer  Kraft  suchen,  welche  neben  der  Kraft  A~ 
noch  thätig  war.  Diese  unbekannte  Kraft  musste  genau  so  be- 
schaffen sein,  dass  sie  mit  jener  Kraft  K  zusammen  eine  Mittel- 
kraft bildete,  welche  alle  zur  Erklärung  der  wirklich  ausgeführten 
Bewegung  erforderlichen  Eigenschaften  besass. 

Nach  diesem  Principe  sind  die  Einwirkungen  zu  beurtheilen, 
welche  ein  in  seiner  freien  Bewegung  beschränkter  materieller 
Punkt  von  Seiten  der  beschränkenden  Hindernisse  erleidet  Diese 
sogenannten  Hindernisse  sind  immer  Kräfte.  Grösse  und  Richtung 
dieser  Kräfte  können  aus  der  wirklich  ausgeführten  Bewegung  er- 
schlossen werden,  sobald  die  ausserdem  etwa  noch  wirkenden 
Kräfte  bekannt  sind. 

Wenn  an  der  Oberfläche  einer  ruhenden  festen  Wand  ein 
materieller  Punkt  sich  bewegt,  und  die  auf  denselben  wirkende 
Kraft  K  eine  solche  Richtung  hat ,  dass  sie  für  sich  allein  wir- 
kend den  Punkt  in  den  inneren  Raum  hinter  der  Oberfläche  hin- 
eintreiben würde,  so  schliesst  man  aus  dem  Verbleiben  dt« 
Punktes  an  der  Oberfläche,  dass  ausser  der  Kraft  K  noch  irgend 
eine  andere  Kraft  P  thätig  ist,  welche  von  Seiten  der  festen 
Wand  auf  den  materiellen  Punkt  ausgeübt  wird.  Wenn  die  Wand- 
oberfläche eine  Ebene  ist,  so  muss  die  Mittelkraft  von  K  und  P 
in  diese  Ebene  hineinfallen,  weil  sonst  der  Punkt  die  Ebene  ver- 
lassen würde. 

Aus  dieser  Bedingung  allein  lässt  sich  indessen  die  (irös^ 
und  Richtung  der  unbekannten  Kraft  P  noch  nicht  bestimmen. 
Denn   es   lässt  sich  auf  unendlich   viele  verschiedene   Arten  ein 
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in 


Parallelogramm  construiren ,  dessen  eine  Seite  K  ist,  und  dessen 
Diagonale  in  die  Ebene  hineinfallt  (Fig.  75). 

Welche  Richtung  auch  immer  die 
unbekannte  Kraft  P  haben  möge, 
immer  kann  man  dieselbe  als  Mittel- 
kraft zweier  Seitenkräfte  N  und  W 
ansehen,  von  denen  die  eine  N  in 
die  Richtung  der  Normalen,  die 
andere  W  in  die  Ebene  selbst  hin- 
einfallt Die  Seitenkraft  AT  kann 
man  immer  aus  der  gegebenen  Kraft 
K  allein  bestimmen,  auch  ohne  die 
wirklich  ausgeführte  Bewegung  zu  kennen.  Denn  wenn  die  Mittel- 
kraft aus  K  und  P  in  die  Ebene  hineinfallen  soll,  so  muss  not- 
wendig die  in  die  Richtung  AZ  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung 
hineinfallende  Seitenkraft  der  Mittelkraft  gleich  Null  sein.  Es 
ergiebt  sich  also  aus  Fig.  76  die  Bedingungsgleichung 

Kcosa  —  N=0,     oder    N=Kcosay 

d.  h.  der  normale  Gegendruck  der  ebenen  Wandfläche   hat  unter 
allen  Umständen   entgegengesetzte   Richtung   und   gleiche  Grösse 

mit  der  normalen  Seitenkraft  der  be- 
wegenden Kraft  K. 

Was  die  andere  Seitenkraft  W  be- 
trifft, so  hängt  dieselbe  von  der  Sub- 
stanz der  Körper,  von  der  physikalischen 
Beschaffenheit  ihrer  Oberflächen  ab. 
Die  Principien  der  Mechanik  allein 
reichen  nicht  aus,  um  Richtung  und 
Grösse  derselben  a  priori  zu  bestim- 
men, vielmehr  können  die  Gesetze,  nach 
welchen  sie  wirkt,  nur  aus  den  wirklich 
ausgeführten  Bewegungen  auf  dem  Wege 
der  Beobachtung  ermittelt  werden.  Solche  Beobachtungen  haben 
ergeben,  dass  diese  Kraft  W  allemal  derjenigen  Richtung  entgegen 
wirkt,  in  welcher  der  materielle  Punkt  entweder  wirklich  sich  be- 
wegt, oder  ohne  dieselbe  sich  bewegen  würde;  dass  sie  zunimmt 
mit  dem  Drucke  N  (welchem  sie  annäherungsweise  proportional 
angenommen  werden  darf)  und  dass  sie  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen um  so  kleiner  ist,  je  glatter  die  Oberflächen  der  Körper 


Fig.  76. 


\      >•*" 


A     X 
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sind.  Man  nennt  diese  Kraft  W  den  Reibungswiderstand.  Die 
Theorie  der  Reibungs widerstände  soll  weiter  unten  in  einem  be- 
sonderen Capitel  ausführlicher  erörtert  werden.  Vor  der  Hand 
soll  angenommen  werden,  dass  die  Wandfläche  vollkommen  glatt 

ist,  also: 

W=0. 

In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  Wirkung  der  Wand  auf 
die  eine  Kraft  iV,  durch  welche  die  normale  Seitenkraft  der 
Kraft  K  aufgehoben  wird.  Der  materielle  Punkt  bewegt  sich  da- 
her wie  ein  freier  Punkt,  auf  den  die  Kraft  K  sin  *  allein  wirkt. 
Wenn  man  sich  den  materiellen  Punkt  zwischen  zwei  solchen 
glatten  parallelen  Wandflächen  eingeschlossen  denkt,  welche  so- 
wohl nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  hin  jede  normal 
zu  ihnen  gerichtete  Bewegung  verhindern,  so  gelangt  man  auf 
diese  Weise  zu  der  Vorstellung  von  der  Bewegung  eines  ma- 
teriellen Punktes,  dem  statt  des  unendlichen  Raumes  nur  eine. 
Ebene  als  Bewegungsgebiet  offen  steht.  Diese  Ebene  hat  man 
sich  ausgestattet  zu  denken  mit  Normalkräften,  welche  allemal 
dann  zur  Wirkung  kommen,  wenn  ohne  dieselben  ein  Heraus- 
treten aus  der  Ebene  erfolgen  würde,  und  immer  gerade  gross 
genug  —  auch  nicht  grösser  —  sind,  als  nöthig,  um  dieses  Her- 
austreten zu  verhindern. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von  festen  Körpern 
in  der  Art  umgeben,  dass  statt  des  unendlichen  Raumes  nur  eine 
einzige  gerade  Linie  demselben  als  Bewegungsgebiet  offen  steht  — 
wie  etwa  eine  Kugel  in  einer  geradlinigen  Röhre  —  so  gelangt 
man  auf  ähnliche  Weise  zu  der  Vorstellung  von  einer  festen  ge- 
raden mathematischen  Linie,  ausgestattet  mit  normalen  Wider- 
standskräften,  welche  jede  rechtwinkelig  zu  derselben  wirkende 

Kraft  aufheben,  jede  längs  derselben  wir- 

F1&  77-  kende  Kraft  dagegen  ungehindert  zur  Wir- 

1^  kung  kommen  lassen  (Fig.  77). 

1  Endlich   kann   man   sich   auch   einen 

*&^'^'vmeaa^m*m       materiellen  Punkt  auf  die  Art  von  festen 

\  j  Körpern  eingeschlossen  denken,  dass  nach 

f ^vv  jeder  Richtung  des  unendlichen  Raumes 

y  K  hin  seine  Bewegung  verhindert  wird,  und 

gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Vorstellung 
von  einem  festen  mathematischen  Punkte,  ausgestattet  mit  Wider- 
standskräften, welche  alleraal  dann  zur  Wirkung  gelangen,   wenn 
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ohne  dieselben  eine  Bewegung  des  materiellen  Punktes  eintreten 
würde  und  gerade  gross  genug  —  auch  nicht  grösser  —  sind,  als 
nöthig  ist,  um  jede  Bewegung  überhaupt  zu  verhindern. 


§  28. 
Bewegung  auf  geradliniger  Bahn. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  unter  Einwirkung  der  constanten 
Kraft  K  auf  geradlinig  vorgeschriebener  Bahn  von  A  nach  B  sich 
bewegt,  so  besteht  die  Wirkung  der  festen  Bahnlinie  darin,  dass 
zu  der  Kraft  K  beständig  so  viel  (rechtwinkelig  zur  Bahnlinie 
gerichteter)  Gegendruck  N  hinzutritt,  als  nöthig  ist,  um  die  Mittel- 
kraft in  die  Richtung  AB  hineinzubringen 
Fig.  78.  (Fjg.  yg).   Die  Kraft  N  verrichtet  während 

^  der  Bewegung  keine  mechanische  Arbeit, 

\  weil  sie  zur  Bewegungsrichtung  rechtwin- 

cjg>  kelig  gerichtet  ist,  kann  also  bei  Anwen- 
dung des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
stets  unberücksichtigt  bleiben.  Die  Arbeit 
der  Mittelkraft  ist  daher  in  diesem  Falle 
gleich  der  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  für 
sich  allein  verrichtet.  Nach  dem  Principe 
der  lebendigen  Kraft  ist  diese  Arbeit 
gleich  zu  setzen  der  von  ihr  hervorgebrachten  Zunahme  an  leben- 
diger Kraft.     Man  erhält  also  nach  Fig.  78  die  Gleichung  : 

76)     ~2 3-  =  *Ä- 

Setzt  man  für  K  das  Gewicht  des  materiellen  Punktes  mg,  und  für  8 
die  in  verticaler  Richtung  durchlaufene  Höhe  ä,  so  erhält  man  wieder  die 
schon  früher  (in  Bezug  auf  die  in  Fig.  48  dargestellte  Bewegung)  gefundene 
Gleichung : 


mv*         mc1 


77)     ^--^-  =  w^Ä,    oder    v  =  Vc*  +  2gh, 

ans  welcher  hervorgeht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  v  unabhängig  ist  von 
der  Richtung  der  Bahnlinie,  vielmehr  nur  abhängt  von  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit c  und  der  Höhendifferenz  h  der  beiden  Punkte  A  und  B  (Fig.  79). 
Die  Vergleichung  der  Fig.  79  mit  Fig.  48  (im  §  21)  zeigt,  dass  für  die  Be- 
rechnung der  Endgeschwindigkeit  in  beiden  Fällen  dieselben  Regeln  gelten. 
Wenn  also  wie  bei  dem  im  §  21  berechneten  Zahlenbeispiele  die  Anfangs- 
geschwindigkeit c=15TO  und   die  Höhe  h  =  lO™  angenommen  wird,  so  er- 
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giebt  sich  auch  für  die  Endgeschwindigkeit  wiederum  der  früher  gefundene 

Werth :  ,  r 

v  =  yib2  +  l  .  9,«i  .  10  =  20m,5. 


Fig.  79. 


Fig.  80. 


\isr 


.  JbJte+tyh 


mg 


X 


Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  K  und  N  ist  Ä"  sin  * 
(8.  Fig.  80).  Denn  von  den  beiden  Seitenkräften  der  Kraft  A', 
nämlich  K  sin  a  und  K  cos  a,  wird  die  letztere  durch  den  Gegen- 
druck N  aufgehoben,  und  die  erstere  bewegt  den  materiellen 
Punkt  längs  der  Bahnlinie  gerade  so,  als  ob  derselbe  vollkommen 
frei  wäre,  ertheilt  demselben  also  eine  Beschleunigung: 


P  = 


K  sin  ol 
m 


Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  und  können 
daher  nach  Substitution  des  so  eben  für  p  gefundenen  Werthes 
die  Gleichungen  2) . .  .  6)  des  §  7  unmittelbar  angewendet  wer- 
den, um  jede  hinsichtlich  des  weiteren  Verlaufes  der  Bewegung 
zu  stellende  Frage  zu  beantworten. 

Setzt  man  wiederum  K  =  mg,  so  erhält  man  als  Beschleunigung  der 
Schwere  auf  einer  um  den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigten  Bahn 


78) 


mg  sin  a 

p  =  — =  g  sin  a. 

m 


Hiernach  würde  sich  z.  B.  für  die  Beschleunigung  eines  Eisenbahnwagens 
auf  einer  im  Verhältniss  1  :  100  geneigten  Bahnstrecke  die  Grösse  ergeben : 

P  =  9,81  .  ^  =  0-,0981, 

d.  h.  seine  Geschwindigkeit  würde  —  wenn  Luft-  und  Reibung« -Widerstände 
nicht  entgegenwirkten  —  um  etwa  98  Millimeter  in  jeder  Secunde  zunehmen. 
Auf  dieser  Bahn  müsste  der  Wagen  eine  Strecke  von  1000  Metern  zurück- 
legen, um  an  eine  Stelle  zu  gelangen,  welche  um  10  Meter  tiefer  Hegt.  Wenn 
also  die  Anfangsgeschwindigkeit  —  wie  beim  vorigen  Zahlenbeispiel  mit  Bezuir 
auf  Fig.  79  angenommen  wurde  —  15"  betrug,  so  würde  der  Wagen  nnrh 
Zurücklegung  einer  Strecke  von  1000"  eine  Geschwindigkeit  von  20-,5  pro 
Secunde  erreichen. 
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•Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  =  0  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  — 
nach  §  7  Gleichung  6),  wenn  darin  p  =  g  sin  a  substituirt  wird  —  för  die  in 
/  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  l  die  Gleichung: 


l  =  g  sin  a 


2 


welche  für  t  aufgelöst,  die  Form  annimmt: 


79)    ,„!/!- (.4-) 
V    g  Asma/ 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Bewegungsdauer  nur  von  der  Grösse  des 

Quotienten  -t- —  abhängt,  dass  also  Bahnstrecken  von  verschiedenen  Nei- 
sin  a 

gungswinkeln  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen  werden,  wenn  die  Quotienten: 

l Bahnlange 

sin  a  Sinus  des  Neigungswinkels 

bei  diesen  Bahnen  übereinstimmende  Werthe  haben. 


Die  vier  Seiten  eines  beliebigen  mit  AC  als  ver- 
ticaler  Diagonale  construirten  Rechtecks  AB  CD 
(Fig.  81)  genügen  dieser  Bedingung,  denn  es  ist: 

l      =      *i       _ 
sin  a         sin  o. 


=  AC. 


Hieraus  folgt,  dass  alle  durch  einen  Endpunkt 
des  verticalen  Durchmessers  gelegten  Sehnen  eines 
verticalen  Kreises  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen 
werden  von  einem  durch  die  Schwere  getriebenen 
materiellen  Punkte. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  geradliniger  vor- 
geschriebener Bahn  ist  gleichförmig,   wenn  die  bei  rechtwinkeliger 
Zerlegung  der  treibenden  Kräfte  in  die  Bahnrichtung  hineinfallen- 
den Seitenkräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten.    Die  Mittel- 
kraft der  treibenden  Kräfte  ist  als- 
dann  rechtwinkelig  zur  Bahn  gerichtet 
und    wird    durch    den    Gegendruck 
derselben  aufgehoben. 

Um  z.  B.  eine  Last  vom  Gewichte  Q 
gleichförmig  bergan  zu  ziehen  auf  einer 
unter  dem  Winkel  a  ansteigenden  Bahn 
(Fig.  82),  dazu  bedarf  es  —  abgesehen 
von  Beibungswiderständen  —  einer  bergan 
ziehenden  Kraft: 

80)    K  =  Q  sin  a 


\& 


iQofta 


und  der  Gegendruck  der  Bahn  hat  dabei  die  Grösse: 

tf  =  Q  cos  ct. 


8' 
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Wenn  dagegen  —  wie  in  Fi<r.  83  —  die  Zugkraft  K  in  horizontaler 
Richtung  wirkt,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

81)  K  cos  a  =  Q  sin  a  oder  K  =  Q  tg  a. 

Für  den  Gegendruck  der  Bahn  ergieht 
sich  in  letzterem  Falle  die  Gleichung: 

N  =  Q  cos  a  -f-  K  sin  a 

oder  nach  Substitution  des  für  K  gefun- 
denen Werthes: 

Q 

iy  =  Q  (cos  a  +  tg  <x  sin  a)  =  —    —  • 

'     °  cos  * 

Es  macht  hierbei  durchaus  keinen  Un- 

i  \ 

\ ■-"  \Qoo**  terschied,  ob  die  gleichförmige  Bewegung 

Vk  der  Last  aufwärts  oder  abwärts  gerichtet 

ist.     Dieselben  Gleichungen  gelten  daher 
auch  für  den  Fall,  wenn  die  Last  in   ab- 
wärts gerichteter  Bewegung  begriffen  ist,  und  die  Kraft  K  gerade  so   gross 
(auch  nicht  grösser)  sein  soll,  als  nöthig  ist,  um  eine  Beschleunigung  dieser 
Bewegung  zu  verhindern. 

§  29. 
Gleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 

Der  normale  Widerstand  einer  geradlinigen  Bahn  tritt  immer 
nur  dann  in  Wirksamkeit,  wenn  eine  von  der  ßahnrichtung  ab- 
weichende Kraft  denselben  als  Gegendruck  hervorruft.  Wenn  keine 
solche  Kraft  wirkt,  so  ist  auch  kein  Druck  vorhanden. 

Bei  der  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn  dagegen  ist  ein 
solcher  Druck  auch  dann  thätig,  wenn  gar  keine  sonstige  Kraft 
auf  den  materiellen  Punkt  wirkt.  Denn  um  die  Bewegungsrich- 
tung eines  Körpers  beständig  abzuändern,  dazu  ist  fortwährend 
Kraft  erforderlich;  ohne  eine  solche  Kraft  würde  der  Körper  dem 
Gesetze  der  Trägheit  folgend  immer  geradeaus  sich  bewegen. 
Wenn  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  —  keine  Reibung  statt- 
findet, so  wirkt  auch  hier  der  Druck  beständig  rechtwinkelig  zur 
Bewegungsrichtung,  hat  also  gerade  diejenigen  Eigenschaften, 
welche  im  §  21  gefunden  wurden  für  eine  Kraft,  welche  nicht 
die  Grösse,  sondern  nur  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ver- 
ändern soll. 

Der  materielle  Punkt  wird  daher,  wenn  keine  sonstigen 
Kräfte  ihn  treiben,  die  vorgeschriebene  krummlinige  Bahn  in 
gleichfVrmlger  Bewegung  durchlaufen. 

Man  bestimmt  für  diesen  Fall  die  Grösse  und  Richtung  dt* 
Normaldrucks,    indem   man   untersucht,   welche   Kraft   auf  einen 


Gleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 
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Fig.  84. 


freien  materiellen  Punkt  wirken  müsste,  um  die  gleiche  Bewegung 
hervorzubringen,  d.  h.  um  auf  eben  dieselbe  Weise  seine  Be- 
wegung beständig  von  der  geradlinigen  abzulenken,  wie  die  vor- 
geschriebene Bahnlinie  es  erfordert.  Eine  solche  ablenkende 
Kraft  müsste  immer  nach  derjenigen  Seite  hin  wirken,  nach 
welcher  die  Ablenkung  erfolgen  soll ,  also  an  jeder  Stelle  in  der 
Richtung  mich  dem   Krümmungsmittelpunkte   der  Bahnlinie  hin. 

Denn  während  der  materielle  Punkt 
den  unendlich  kleinen  Bogen  ran 
durchläuft  (Fig.  84),  befindet  er  sich 
genau  in  derselben  Situation,  wie 
wenn  er  auf  einem  Kreisbogen  von 
gleicher  Krümmung  sich  bewegte. 
Für  diesen  Fall  aber  wäre  es  die 
nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
wirkende  Centripetalkraft,  welche  die 
verlangte  Eigenschaft  besässe.  Nach 
1  /  §  24  Gleichung  58)  hat  also  an  der- 

jenigen Stelle  der  Bahnlinie,  wo  p 
der  Krümmungshalbmesser  derselben  ist,  der  von  aussen  nach 
innen  gerichtete  Gegendruck  der  Bahn  die  Grösse: 


82)    iV  = 


mv 


Da  die  Masse  m  und  die  Geschwindigkeit  v  des  materiellen 
Punktes  während  der  Bewegung  immer  dieselbe  Grösse  behalten, 
so  ändert  sich  der  Druck  mit  dem  Krümmungshalbmesser,  wird 
grösser  an  Stellen  von  stärkerer  Krümmung  und  kleiner  in 
schwächer  gekrümmten  Theilen  der  Bahnlinie. 

Wenn  der  materielle  Punkt  z.  B.  eine  Spirale  von  aussen  nach  innen 
durchläuft,  so  ist  der  Druck  in  beständigem  Wachsen  begriffen ;  wenn  dagegen 
die  Bahnlinie  an  allen  Stellen  gleiche  Krümmung  hat,  wie  z.  B.  eine  Schrau- 
benlinie oder  eine  Kreislinie,  so  behält  der  Druck  beständig  dieselbe  Grösse. 
Wenn  die  Bahnlinie  eine  Stelle  hätte,  für  welche  p  =  0  ist,  so  würde  an 
dieser  Stelle  iV  =  »;  d.  h.  so  wenig  es  in  der  Natur  unendlich  grosse  Kräfte 
giebt,  eben  so  wenig  ist  es  möglich,  den  materiellen  Punkt  zu  zwingen,  eine 
Bahnlinie  mit  Ecken  in  gleichförmiger  Bewegung  zu  durchlaufen. 

Auch  dann  noch  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmige,  wenn 
ausser  dem  Gegendruck  der  Bahn  auf  den  materiellen  Punkt  noch 
eine  Kraft  K  wirkt,  welche  beständig  rechtwinkelig  zur  Bahn  ge- 
richtet ist    Der  Gegendruck  der  Bahn  aber  wird  alsdann  ein 
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anderer;  denn  die  Kraft  K  ruft  für  sich  allein  schon  einen  ihr 
gleichen   Gegendruck  hervor,    und    dazu    kommt    dann   der    zur 

Richtung8änderung  der  Bewegung  erforderliche  Druck  — — .      Der 

totale  Gegendruck  wird  also  die   Mittelkraft  von  diesen  beiden 
Drücken  bilden. 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie 
eine  ebene  Curve  ist  und  die  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben 
wirkt,  ist: 


83)     N±K  = 


mv 


2 


P 

d.  h.  je  nachdem  die  Kraft  K  nach  innen  oder  nach  aussen 
wirkt,  schwächt  oder  verstärkt  sie  den  Gegendruck  N.  Wenn  die 
Kraft  K  nach  aussen  wirkt,  so  ist  der  Ueberschuss  des  Drucks  N 
über  die  Kraft  K\  wenn  sie  nach  innen  wirkt,  so  ist  es  die  Summe 
der  beiden  Kräfte,  welche  die  Centripetalkraft  bildet. 

Immer  ist  bei  gleichförmiger  Bewegung  auf  krummliniger  vor- 
geschriebener Bahn  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  den  materiellen 
Punkt  einwirkender  Kräfte  die  Centripetalkraft. 

Hieraus  folgt,  dass  N=0  wird,  wenn  zufällig  die  Kraft  K 
für  sich  allein  schon  die  Grösse  und  Richtung  der  Centripetal- 
kraft hat.  In  diesem  Falle  könnten  die  Wände  der  Bahn  hinweg- 
genommen werden,  der  (alsdann  völlig  frete)  materielle  Punkt 
würde  trotzdem  die  Bewegung  längs  der  vorgeschriebenen  Bahn- 
linie ausführen. 

§  30. 
Ungleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 

Wenn  die  treibende  Kraft  nicht  rechtwinkelig  zur  Bahn  ge- 
richtet ist,  so  ändert  sie  die  Geschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes.  Man  kann  die  Grösse  der  hervorgebrachten  Geschwin- 
digkeitsänderung auch  hier  mittelst  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  bestimmen,  indem  man  die  von  der  treibenden  Kraft  allein 
verrichtete  mechanische  Arbeit  der  Zunahme  an  lebendiger  Kraft 
gleich  setzt.  Denn  welche  Richtung  auch  immer  diese  Kraft 
haben  möge,  der  normale  Gegendruck  der  Bahn  ist  immer  recht- 
winkelig zur  Bewegung  gerichtet  und  verrichtet  niemals  mecha- 
nische Arbeit 

Wenn  also  die  treibende  Kraft  constant  ist,  so  gilt  für  die 
Bewegung  des  materiellen  Punktes  dieselbe  Gleichung  (a.  Fig.  85): 


Ungleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 
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mv2 


=  JST«, 


welche  in  §  28  für  die  Bewegung  auf  geradliniger  Bahn  gefunden 
wurde.  Es  zeigt  sich  also,  dass  die  Zunahme  der  Geschwindig- 
keit nur  von  der  Grösse  des  Produktes  Ks  abhängt  und  im 
üebrigen  vollkommen  unabhängig  ist  von  der  Form  der  vorge- 
schriebenen Bahnlinie. 


Fig.  86. 


vJyc*+1gh 


"V 


Hiernach  erhält  man  z.  B.  für  die  Bewegung  einer  Kugel,  welche  von 
der  Schwere  getrieben  ein  vollkommen  glattes  gekrümmtes  Rohr  durchläuft, 
dieselbe  Gleichung  77): 


mv2          mc2  . 

— 2 2~^  mgh 


oder    t>  =  l/ca  +  20Ä, 


welche  schon  in  §  28  für  die  Bewegung  auf  geradliniger  Bahn  und  in  §  21 
für  die  freie  Bewegung  eines  von  der  Schwere  getriebenen  materiellen  Punktes 
gefunden  wurde.  Setzt  man  beispielsweise  (wie  dort)  h  =  10*  und  c  =  15B, 
so  erhält  man  auch  hier  wieder: 

v  =  Kl5*  +  2.9,81  .  10  =  20-5. 

Wenn  man  die  Bedeutungen  der  beiden  Buchstaben  v  und  c  mit  ein- 
ander vertauscht,  also  die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  v  und  die  Endgeschwin- 
digkeit mit  c  bezeichnet,  so  gilt  die  obige  Gleichung  77)  für  die  umgekehrte 
Bewegungsrichtung,  d.  h.  für  die  ansteigende  Bewegung  längs  der  Curve. 
Denn  die  unmittelbare  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  fuhrt  in 
diesem  Falle  zu  der  Gleichung: 


84) 


mc 


mv 


=  —  mgh, 


welche  genau  mit  der  obigen  fibereinstimmt.    Wenn  die  Geschwindigkeit  am 
oberen  Endpunkte  c  =  0  ist,  so  wird: 


mv2  -  v2 


=  m^Ä,    oder    h=  -= — ,    oder    v  =  \f2gh. 

&9 
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Eine  mit  10m  Anfangsgeschwindigkeit  am  untern  Ende  in  das  Rohr  ein- 
tretende Kugel  steigt  also  in  demselben  hinan  bis  zu  der  Höhe: 

102 
n         2  .  9,81    -  &  ,l 

und  würde  bei  der  Rückkehr  mit  der  Geschwindigkeit  von  10m  unten  wieder 
ankommen. 

Um  einen  Körper  von  der  Masse  m  gleichförmig  vertical  aufwärts  zu  be- 
wegen, dazu  bedarf  es  einer  Kraft  =  mg  und  diese  Kraft  verrichtet,  während 
sie  den  Körper  bis  zu  der  Höhe  h  erhebt,  die  mechanische  Arbeit  mgh. 
Wenn  man  statt  dessen  eine  gleich  grosse  mechanische  Arbeit  darauf  verwen- 
dete,   dem   Körper  in    horizontaler  Richtung   eine   gewisse   Geschwindigkeit 

v  =  \^2gh  zu  ertheilen,  und  demselben  alsdann  eine  krummlinig  ansteigende 
Bahn  vorschriebe,  so  würde  die  gleiche  Wirkung  erzielt  werden,  insofern  der 
Körper  auf  dieser  Bahn  ebenfalls  bis  zu  der  Höhe  h  sich  erheben  würde. 

Um  für  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Beschleunigung  längs  der 
Bahnrichtung   (die  Tangentialbeschleunigung)   zu   bestimmen,    hat 

man  die  treibende  Kraft  K  in  zwei  Sei- 
tenkräfte zu  zerlegen,  von  denen  die  eine 
tangential,  die  andere  rechtwinkelig  zur 
Bahnlinie  gerichtet  ist  (Fig.  87).  Die 
tangentiale  Seitenkraft  K  cos  a  ertheilt 
dem  materiellen  Punkte  die  Tangential- 
beschleunigung : 

QKn  K cos  ol 

85)    P  =  — ^-. 

Die  normale  Seitenkraft  K  sin  a  hat  weiter  keine  Wirkung, 
als  dass  sie  ausser  dem  sonst  schon  wirkenden  noch  einen  neuen 
Gegendruck  hervorruft,  welcher  entgegengesetzte  Richtung  und 
gleiche  Grösse  mit  ihr  hat.  Die  Mittelkraft  der  rechtwinkelig  zur 
Bahnlinie  gerichteten  Seitenkräfte  bildet  dann  diejenige  Kraft, 
welche  die  Centripetalbeschleunigung  hervorbringt,  nämlich  die  Centn- 
petalkraft. 

Wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie  eine  ebene  Curve  ist  und 
die  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben  wirkt,  so  wird  diese  Mittel- 
kraft gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  beiden  Kräfte  N 
und  K  sin  a,  je  nachdem  die  letztere  in  der  Richtung  von  aussen 
nach  innen  oder  von  innen  nach  aussen  wirkt  (vergl.  §  29  Glei- 
chung 83).  Der  totale  Gegendruck  N  ist  also,  wenn  die  Kraft 
K  sin  a  in  der  Richtung  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin 
wirkt,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

86)    N-\-Kmx*  =  ^. 


Bewegung  in  verticalem  Kreise. 
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Wenn  dagegen  die  Seitenkraft  K  sin  a  in  die  Richtung  nach 
aussen  fällt,  so  ist: 

87)    tf—  K  sin  a  =  — . 


§31. 
Bewegung  in  yerticalem  Kreise. 

(Centrifugalbahn.  Mathematisches  Pendel.) 
Die  Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  der  materielle  Punkt 
irgend  eine  Stelle  P  der  Kreislinie  erreicht,  kann  wie  früher  nach 
dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  berechnet  werden,  wenn  der 
Anfangspunkt  M  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  gegeben  sind. 
Man  erhält  nach  Fig.  88  die  Gleichung: 


mv 


mc 


w-  =  —  mgz. 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  kann  man  sich  auch  dadurch 
entstanden  denken,  dass  der  materielle  Punkt  auf  irgend  einer 
anderen  Bahn  herabgleitend  bei  dem  Punkte  H  tangential  in  die 
Kreislinie  eingetreten   ist.     Betrachtet  man  den  Punkt  A   dieser 


Fig.  88. 


Fig.  89. 


Bahn  als  Ausgangspunkt  der  dort  mit  der  Geschwindigkeit  Null 
anfangenden  Bewegung,  so  ergiebt  sich  für  die  Geschwindigkeit 
an  der  Stelle  P  nach  Fig.  88  die  Gleichung: 


mv 


oder  wenn  darin  .x  =  r  (1  —  sin  a)  substituirt,  und  die  Gleichung 
fiir  v2  aufgelöst  wird: 

88)     t?2=20[A-f  r(l  —  sina)]. 
Der  nach  innen  wirkende  Gegendruck  N  der  Bahnlinie  an 
dieser  Stelle  ist  nach  Gleichung  86)   zu  bestimmen,   welche  für 
diesen  Fall  die  Form  annimmt  (s.  Fig.  89): 
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tnv 


-ÄT-f-  mj  sin  a«= 

oder,   wenn   darin   für  v2  der  gefundene  Werth  substituirt,   und 
die  Gleichung  für  N  aufgelöst  wird  : 

89)     N=2mg(±  +  1-  -|_8ina). 

Ob  der  Druck  N  nach  innen  oder  nach  aussen  hin  auf  den  materiellen 
Punkt  wirkt,  d.  h.  ob  es  die  äussere  oder  die  innere  Wand  der  Bahn  ist, 
welche  den  Gegendruck  leistet,  das  wird  davon  abhängen,  ob  aus  der  Glei- 
chung 89)  ein  positiver  oder  negativer  Werth  für  N  sich  ergiebt  Der  nach 
innen  gerichtete  Gegendruck  wird  um  so  kleiner,  je  grösser  sin  o,  also  am 
kleinsten  in  dem  höchsten  Punkte  der, Kreislinie,  wo  sina  =  l  wird,  nämlich: 


N(min)  =  2mg(±  -  -i-). 


Soll  auch  an  dieser  Stelle  noch  die  äussere  Wand  diejenige  sein,  welche 
den  Gegendruck  leistet,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

90)    Ä>-J-. 

Wenn   es   an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  nur  die   äussere  Wand  ist, 
welche  den  Gegendruck  leistet,  so  ist  die  innere  Wand  ganz  überflüssig  und 

kann  daher  hinweggenom- 
Fig.  90.  men    werden,   ohne    dass 

ji  ■  '  jj      hierdurch  Etwas  in  der  Be- 

wegung geändert  wurde. 
Auf  diesem  Principe  be- 
ruht die  Einrichtung  der 
sogenannten  Centrifugal- 
bahn  (Fig.  90),  bei  welcher 
ein  Wagen  von  der  Schwere 
getrieben  längs  eines  ge- 
bogenen Schienenweges 
A  USB,  und  zwar  an  der 
concaven  Seite  desselben 
sich  fortbewegt,  ohne  durch  die  Schwere  von  demselben  entfernt  zu  werden. 
Liegt  der  Anfangspunkt  A  hoch  genug,  so  wird  der  Wagen  auch  an  der 
höchsten  Stelle  S  des  Kreises  noch  einen  Druck  gegen  die  Schiene  aus- 
üben, also  nach  oben  hin,  obwohl  hier  die  Schwere  in  entgegengesetzter 
Richtung  wirkt. 

Wenn  die  Bedingung  90)  nicht  erfüllt  ist,  wenn  statt  dessen  h  <  -£-  ist, 

so  wird  es  in  dem  oberen  Theile  der  Kreislinie  die  innere,  in  dem  unteren 
die  äussere  Wand  sein,  welche  den  Gegendruck  leistet.  Die  Stelle,  wo  vttftr 
die  innere  noch  die  äussere  Wand  einen  Gegendruck  leistet,  findet  man,  indem 
man  in  Gleichung  89)  N  =  0  setzt,  und  die  Gleichung  für  sin  oc  auflöst: 


91) 


sin  «  =  -  J-  (l  +  ±y 


Bewegung  in  verticalem  Kreise. 
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Unterhalb  dieser  Stelle  P  musste  die  äussere  Wand  den  Gegendruck 
lebten,  am  den  (von  oben  herab  kommenden)  materiellen  Punkt  zu  zwingen, 

in  der  Kreislinie  zu  bleiben  (Fig.  91). 
Fig.  91.  Wenn  also  die  äussere  Wand  ganz 

fehlte,  so  würde  der  materielle  Punkt 
an  dieser  Stelle  die  Kreislinie  ver- 
lassen und  von  hieran  wie  ein  freier 
materieller  Punkt  sich  weiter  bewe- 
gen. Seine  Bewegung  würde  als- 
dann in  eine  Wurfbewegung  über- 
gehen, und  die  an  der  Stelle  P 
erlangte  Geschwindigkeit  v  die  An- 
fangsgeschwindigkeit dieser  Wurf- 
bewegung bilden. 

Mathematisches  Pendel. 
•Wenn  die  Geschwindigkeit  an  der  tiefsten  Stelle  des  Kreises 
sehr  klein  ist,  so  wird  schon  nach  geringem  Ansteigen  eine  Um- 
kehr erfolgen.  Der  materielle  Punkt  wird  zu  der  tiefsten  Stelle 
znriickkehren,  an  der  anderen  Seite  hinansteigen,  dann  wieder 
umkehren  und  in  dieser  Weise  fortfahren,  um  den  tiefsten  Punkt 
des  Kreises  herum  Schwingungen  auszuführen.  Eine  solche 
schwingende  Bewegung  wird  z.  B.  eine  Kugel  ausführen,  wenn 
dieselbe,  durch  einen  Faden  oder  eine  Stange  mit  einem  festen 
Punkte  verbunden,  ein  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  ent- 
fernt und  dann  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird.  Je 
mehr  der  Faden  oder  die  Stange  wie  eine  gewichtlose  Linie,  und 

die  Kugel  ihrer  Kleinheit  wegen 
als  ein  materieller  Punkt  betrach- 
tet werden  darf,  um  so  mehr 
wird  eine  solche  Vorrichtung  dem 
Begriffe  des  „einfachen**  oder 
„mathematischen  Pendels u  ent- 
tB   sprechen. 

In  dem  Augenblicke,  wo  der 
Elongationswinkel  — >  d.  h.  der 
Winkel,  den  das  Pendel  mit  der 
verticalen  Gleichgewichtslage  ein- 
schliesst  —  gleich  <p  ist,  beträgt 
die  Tangentialbeschleunigung  des 
materiellen  Punktes  (nach  Fig.  92): 

— s. 1~  =  <7Sin<p  =  -^-X. 


Fig.  92. 
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Diese  Beschleunigung  ändert  sich  also  proportional  der  Hori- 
zontal-Entfernung  x  von  der  Gleichgewichtslage  und  nimmt  für 
x  =  l  den  Werth  an: 

92)     q=<L. 

Denkt   man   sich   einen   anderen  materiellen  Punkt  statt  des 

Bogens  AB  die  Horizontalprojec*- 

Fig*93-  tion  desselben  At  Bx  (s.  Fig.  93) 

M    ^    lx  durchlaufend    und    zwar    in    der 

T™      Weise,  dass  seine  Beschleunigung 

stets   der   Entfernung   x  propor- 

— *"      tional    sich    ändert   und    in    der 

\x  Entfernung    Eins    den    Werth    q 

annimmt,  so  würde  derselbe  -/um 
Durchlaufen  des  Weges  AlBl  nach  Gleichung  70)  die  Zeit  ge- 
brauchen : 

Vq  f  9 

Der  den  Bogen  durchlaufende  Punkt  hat  zwar  einen  etwas 
längeren  Weg  zurückzulegen  und  wird  deshalb  etwas  mehr  Zeit 
gebrauchen,  doch  wird  der  Unterschied  um  so  kleiner  sein,  je  ge- 
ringer die  Abweichung  der  Bogenbahn  von  der  Horizontalbahn, 
d.  h.  je  kleiner  der  ganze  Schwingungswinkel  ist.  Bei  sehr  kleinem 
Schwingungswinkel  kann  daher  die  Gleichung: 


93)    t  =  «  jA- 


9 

als  annähernd  auch  für  die  Schwingungsdauer  des  mathemati- 
schen Pendels  gültig  angesehen  werden,  und  zeigt,  dass  annähernd 
auch  für  Pendelschwingungen  der  Satz  gilt:  die  Schwingungsdauer 
ist  unabhängig  von  der  Schwingungsweite. 

Die  Gleichung  93)  kann  benutzt  werden,  um  irgend  eine  von  den  drei 
in  ihr  vorkommenden  Grossen  zu  bestimmen,  sobald  die  beiden  Anderen  schon 
anderweitig  bekanut  sind.    Sie  kann  z.  B.  für  g  aufgelöst: 

ir»I 

zur  Berechnung  der  Fallbeschleunigung  dienen,  wenn  die  beiden  Grössen  t 
und  l  durch  Beobachtungen  direct  gefunden  wurden.  So  giebt  dieselbe  ferner, 
für  l  aufgelöst: 
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die  Länge  an,  welche  das  Pendel  haben  muss,  wenn  die  Schwingungsdauer  t 
Senmden  betragen  soll.  Setzt  man  z.  B.  in  der  letzteren  Gleichung  /  =  1, 
so  erhält  man  die  Länge  des  Secunden-Pendels : 

L  =  -^-  =  0ro,994. 

§  32. 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  yon  Krümmungshalbmessern. 

Zerlegt  man  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Seitenkräfte,  von  denen  die  eine 
in  der  Richtung  der  Bahnlinie,  die  andere  rechtwinkelig  zu  der- 
selben nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  wirkt,  so  bildet  die 
letztere  die  Centripetalkraft,  und  kann  für  dieselbe  stets  der  in 
den  Gleichungen  86)  und  87)  des  §  30  gefundene  Werth : 

mv2 


P 
gesetzt   werden.       Die    Centripetalbeschleunigung    ist    gleich    der 
Centripetalkraft  dividirt  durch  die  Masse,   also: 

94)  p  =  *j. 

Wie  man  aus  dieser  Gleichung  die  Centripetalbeschleunigung  p 
bestimmen  kann,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser p  gegeben  sind,  so  kann  dieselbe  auch  umge- 
kehrt zur  Berechnung  der  Grösse  p  dienen,  sobald  die  Grösse  p 
aus  anderweitig  bekannten  Eigenschaften  der  Bewegung  sich  be- 
stimmen lässt. 

In  vielen  Fällen  kann  man  für  die  Untersuchung  einer 
krummlinigen  Bewegung  durch  Zerlegung  derselben  in  ihre  Seiten- 
bewegungen vereinfachende  Gesichtspunkte  gewinnen,  wie  schon 
die  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  als  Beispiel  zeigte. 
Wenn  man  die  Beschleunigung  p  dann  das  eine  Mal  aus  den 
Seitenbewegungen,  das  andere  Mal  mittelst  der  Gleichung  94)  aus 
der  resultirenden  Bewegung  bestimmt,  so  erhält  man  durch 
tileichsetzung  beider  Werthe  eine  Gleichung  für  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Bahnlinie. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Kreislinie  vom  Halbmesser  r 
in  gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  u  durchläuft, 
*>o  ist  die  Centripetalbeschleunigung: 

95)  V  =  -1- 
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Flg.  94. 


Wenn  gleichzeitig  die  Ebene  des  Kreises  eine  geradlinig  fort- 
schreitende gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c  aus- 
führt, so  kommt  durch  diese  zweite  Bewegung  keine  neue  Be- 
schleunigung zu  der  vorigen  hinzu.     Folglich  hat  auch  die  resul- 

tirende  Bewegung  noch  die  Beschleunigung  — . 

Schraubenlinie. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Schrauben- 
linie, wenn  die  Geschwindigkeit  c  recht- 
winkelig zur  Ebene  des  Kfeises  gerichtet 
ist.  Für  die  resultirende  Geschwindigkeit 
erhält  man  (nach  Fig.  94)  die  Gleichung: 

v2  =  «*  4-  c2  =  ( 1  • 

1  \  cos  a  / 

Da  u  und  c  constant  sind,  so  ist  auch  r 
constant;  der  Punkt  durchläuft  also  die 
Schraubenlinie  in  gleichförmiger  Bewe- 
gung. Die  Centripetalbeschleunigung  der 
Schraubenlinien-Bewegung  muss  gleich  der 
Centripetalbeschleunigung  der  Kreisbewe- 
gung sein.  Wenn  also  mit  p  der  Krüm- 
mungshalbmesser der  Schraubenlinie  bezeichnet  wird,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


M' 


P  '7 

welche  nach   Substitution   des   für  v*   gefundenen  Wertlies  für  p 

aufgelöst  die  Form  annimmt: 
96)    p  = 


COS  OL1 


Cycloide. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Cycloide, 
wenn  die  Richtungslinie  der  fortschreitenden  Bewegung  in  die 
Ebene  der  Kreislinie  hineinfällt;  eine  gemeine  Cycloide,  wenn  zu- 
gleich   die    beideu   Geschwindigkeiten  u    und  c    gleiche    G  rossen 

haben.     Die  Richtung  der  Beschleunigung    u  -    gellt    stets    durch 

den  Mittelpunkt  M  der  Kreislinie,  fällt  also  in  dem  Augenblicke, 
wo  die  beiden  Geschwindigkeiten  w  und  c  gleiche  Richtung  haben, 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach   zusammen   mit  der  Centripetal- 
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beschleunigung  der  Cycloiden-Bewegung  (s.  Fig.  95).     Die  Gleich- 
setzung der  beiden  Centripetalbeschleunigungen : 


(*  +  c)* 


M 


P  r 

ergiebt  für  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Cycloide  im 
Scheitelpunkte  die  Gleichung: 

97)     ÖS^p-r.-fei^-, 

welche  für  die  gemeine  Cycloide 
die  Form  annimmt: 


Oi 


(2  t«)»    _ 


p  =  r 


4r. 


Um  für  eine  beliebige  andere  Stelle  P  den  Krümmungshalbmesser  der 
gemeinen  Cycloide  zu  bestimmen ,  würde   man  die  nach  dem  Punkte  M  hin 

gerichtete  resultirende  Be- 
Fig.  96. 


schleunigung 


«' 


in  zwei 


Seitenbeschleunigungen  zu 
zerlegen  haben,  von  denen 
die  eine  mit  der  Richtung 
der  re8ultirendenGe8ch  win- 
digkeit v,  die  andere  mit 
der  Richtung  des  Krüm- 
mungshalbmessers P  O 
zusammenfallt ,  und  die 
letztere  dann  der  Centripe- 
talbeschleunigung  der  Cy- 
cloiden  -  Bewegung  gleich- 
zusetzen haben.  Aus  Fig.  96 
findet  man  für  die  Seiten- 


beschleunigung in  der  Richtung  PO  den  Werth: 


ii' 


sin 


2 


and  Ar  die  Centripetalbeschleunigung  der  Cycloidenbewegung  den  Werth : 

P  P 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  erhält  man  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser p  die  Gleichung: 


98)    OP  =  p  =  4r  sin  —-. 
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Parabel. 
Die  gegebene  Parabel  kann  angesehen  werden  als  eine  nach 
dem  Gesetze  der  parabolischen  Bewegung  beschriebene  Bahnlinie 
(vergl.  §  14  und  §  23).  Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  (im  Schei- 
telpunkte S)  und  die  constante  Beschleunigung  p  dieser  parabo- 
lischen Bewegung  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung 
ihrer  Bahnlinie  (vergl.  §  14  Gleichung  29): 

99)     y*=^-X 

mit  der  gegebenen  Gleichung  der  Parabel: 

100)  y*  _  a  x 

übereinstimmt;  d.  h.  die  Grössen  c  und  p  müssen  der  Bedingung 
entsprechen : 

101)  2*L  =  /L 

P 

Um    für    irgend    eine    Stelle    P  den    Krümmungshalbmesser 

OP=  p  zu  bestimmen,  zerlegt 
man  die  Beschleunigung  p  in 
ihre  beiden  Seitenbeschleuni- 
gungen tangential  und  normal 
zur  Bahnlinie  und  setzt  die 
letztere  gleieh  der  Centripetal- 
beschleunigung.  Nach  Fig.  97 
führt  dies  zunächst  zu  der 
Gleichung: 

102)    psina  = — , 

welche  nach  Substitution   des  Werthes  v  =  — .  —  für  p  aufgelöst 

sin  a  r 

die  Form  annimmt: 

103)     p  = ?—*-. 

'      r  p  sin  a3 

Um  den  Winkel  a  durch  eine  der  Coordinaten  auszudrücken, 
kann  man  die  Gleichung: 

tga  = 


u 


benutzen,  indem  man  darin  fiir  die  Geschwindigkeit  m  den  aus  den 
beiden  bekannten  Gleichungen  der  parabolischen  Bewegung: 

u  =  p  t    und    y  =  et 
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durch  Elimination  der  Zeit  t  sich  ergebenden  Werth: 

c 

sobstituirt     Man  erhält  hiernach  für  a  die  Gleichung: 

104)    tga=-^-. 

Wenn  statt  dessen  der  Krümmungshalbmesser  unmittelbar 
durch  eine  der  Coordinaten  ausgedrückt  werden  soll,  so  kann 
man  auch  in  Gleichung  102)  für  v2  und  sin  ot  die  aus  der  Theorie 
der  parabolischen  Bewegung  sich  ergebenden  Werthe: 

v2  =  c2  -I-  2 px    und    sin  a  =  —  =  ,  r c = 

1       r  «  Vc*+2px 

substituiren ,  worauf  die  Gleichung  für  p  aufgelöst  die  Form  an- 
nimmt: 


105)   9=<^klxA 


pc 
Setzt  man  p  =  g  =  9"\8 ,  und  A  =  10m,  so  wird  (nach  Gleichung  101) 

c  =  l/-2-^ —  =  7".    Wenn  ferner  x  =  SO""  gesetzt  wird,  d.  h.  wenn  für 

die  Stelle,  deren  Abscisse  20"  ist,  der  Krümmungshalbmesser  bestimmt  wer- 
den soll,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  105)  der  Werth: 

_  (7»  +2.9,8.20)* 
P 9,8.7 m  ' 


Capilel  Till. 
Relative  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§33. 
Relative  Bewegung  im  gleichförmig  fortschreitenden  Baume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine 
geradlinige  gleichförmige  Bewegung  ausfuhrt,  und  der  Raum,  in 
welchem  diese  Bewegung  geschieht,  gleichzeitig  in  irgend  einer 
anderen  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  geradlinig  fortschreitet, 
so  ist  die  wirkliche  oder  absolute  Geschwindigkeit  w  des  materiellen 
Punktes  die  Resultirende  jener  beiden  Geschwindigkeiten  und  wird 

Eitler,  Mechanik.  9 
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ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  AD  des 
aus  den  beiden  Geschwindigkeiten  v  und  c  construirten  Parallelo- 
grammes  ABDC  dargestellt  (Fig.  98).    Im  Gegensatze  zu  dieser 

absoluten  Geschwindigkeit  w  wird 
fig*  98#  jene  Geschwindigkeit  v  die  relative 

Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf 
den  fortschreitenden  Raum  ge- 
nannt —  auch  wohl  die  schein- 

■«*'" "T  ^"^      bare    Geschwindigkeit,    insofern 

einem  mit  dem  Räume  sich  fort- 
bewegenden Beobachter,  der  von  seiner  eigenen  Bewegung  Nichts 
merkte,  jene  Geschwindigkeit  als  die  wirkliche  Geschwindigkeit 
des  materiellen  Punktes  erscheinen  würde. 

Um  aus  den  beiden  gegebenen  Geschwindigkeiten  w  und  c 
die  relative  Geschwindigkeit  v  zu  bestimmen,  müsste  man  also  die 
wahre  Geschwindigkeit  w  in  zwei  Seitengeschwindigkeiten  zerlegen 
und  zwar  auf  solche  Weise,  dass  eine  von  beiden  ihrer  Grosse 
und  Richtung  nach  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  c  überein- 
stimmte; die  andere  Seitengeschwindigkeit  würde  dann  die  ge- 
suchte relative  Geschwindigkeit  sein.  Eine  solche  Zerlegung  lässt 
sich  indessen  auch  zurückführen  auf  eine  Zusammensetzung  zweier 
Geschwindigkeiten.  Wie  nämlich  die  Seite  AB  des  Parallelo- 
gramms ABDC  auch  betrachtet  werden  kann  als  Diagonale  eines 
anderen  Parallelogramms  AEBD,  dessen  eine  Seite  AE  entgegen- 
gesetzte Richtung  und  gleiche  Grösse  mit  der  Seite  A  C  hat ,  so 
kann  die  relative  Geschwindigkeit  v  auch  angesehen  werden  als 
Resultirende  von  folgenden  zwei  Geschwindigkeiten:  die  eine  ist 
die  wahre  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  die  andere 
ist  die  entgegengesetzt  genommene  Geschwindigkeit  des  fort- 
schreitenden Raumes.  Es  ergiebt  sich  hieraus  folgende  Regel  für 
die  Bestimmung  der  relativen  Geschwindigkeit: 

Man  füge  zu  der  wahren  Geschwindigkeit  noch  die  entgegengesetzt 
genommene  Geschwindigkeit  des  fortschreitenden  Raumes  hinm  und 
bestimme  dann  die  Resultirende  von  diesen  beiden  Geschwindigkeiten. 

Soll  z.  B.  in  einem  mit  der  Geschwindigkeit  c  fliessenden  Wasser  die 
wahre  Bewegung  eines  Kahnes  oder  eines  Schwimmen  rechtwinkelig  aar 
Stromrichtung  mit  der  Geschwindigkeit  to  geschehen,  so  muss  die  relative  Be- 
wegung in  Bezug  auf  die  bewegte  Wasseroberfläche  in  der  Richtung  der  f  >ia~ 
gonale  A  B  des  aus  den  Geschwindigkeiten  w  und  —  c  construirten  Parallelo- 
gramme« ADBE  geschehen  (Fig.  99),  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit: 


Relative  Bewegung  im  gleichförmig  fortschreitenden  Räume. 


rh 


v=  y  tc*  +  ca. 

Die  Arbeit  des  Hinnber-Ruderns  oder  -Schwimmens  würde  gerade  so 
gross  sein,  wie  wenn  eine  Strecke  A  F  in  stillstehendem  Wasser  mit  gleicher 

Geschwindigkeit        zurückgelegt 


Fig.  99. 


iti 


D 


w 


mmtijfimm 


würde;  die  aufzuwendende  An- 
strengung also  um  so  grösser 
ausfallen,  je  grösser  die  Strom- 
geschwindigkeit ist 

Für  die  Ueberfahrtsdauer  t 
erhält  man,  wenn  mit  b  die 
Strombreite  bezeichnet  wird,  die 
Gleichung : 

b  b 


w 


Y&  - 


Es  würde  also  z.  B.  wenn  b  =  1200"1,  v  =  2",  c  =  lm,6  ist,  die  Ueber- 

1900 

fahrtsdauer  t  =  — _  -  =  1000  Secunden  betragen.  Wäre  dagegen  v  <  c, 

]/2l  -  1,6« 

so  würde  t  imaginär,  d.  h.  es  würde  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  möglich 
sein,  den  Punkt  G  von  dem  Punkte  A  aus  auf  geradem  Wege  zu  erreichen. 
Wenn  statt  dessen  die  relative  Bewegung  rechtwinkelig  zur  Stromrich- 
tang  geschieht  (Fig.  100),  so  wird  zwar  die  wirklich  zurückgelegte  Strecke  AG 

um  so  länger  ausfallen,  je  grösser 


Fig.  10O. 


ü&aawm 


mmmmfidfiui 


die    Stromgeschwindigkeit   ist.     Da 
aber  die  Arbeit  des  Rudern*  oder 
des  Schwimmens    nur  von    der   in 
Bezug  auf  die  bewegte  Wasserfläche 
ausgeführten  relativen  Bewegung  ab- 
hängt, so  hat  in  diesem  Falle  die 
Stromgeschwindigkeit  gar  keinen  Ein- 
fluss  auf  die  Gesammt- Anstrengung. 
Handelt  es  sich  also  nur  darum,  Über- 
haupt das  jenseitige  Ufer  zu  errei- 
chen —  wenn  auch   nicht  an   der 
gerade  gegenüberliegenden  Stelle  —  so  macht  es  hinsichtlich  der  erforder- 
lichen Anstrengung  durchaus  keinen  Unterschied,  ob  ein  stillstehendes  Wasser 
oder  ein  reissender  Strom  die  beiden  Ufer  trennt. 

Es  würde  z.  B.  bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Zahlenwerthen 
h  =  1200",  v  =  2"  die  Ueberfahrtsdauer  unabhängig  von  der  Stromgeschwin- 

h  1200 

digkeit  c  unter  allen  Umständen  die  Grösse  t  =  —  =      0      =  600  Secun- 

den  haben. 

Die  Richtung,  wekhe  einem  mit  der  Geschwindigkeit  e  fortschreitenden 
Bohre  gegeben  werden  muss,  wenn  eine  in  der  Richtung  AD  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w  sieh  bewegende  Kugel  die  Aehsenriehtung  des  Rohres  durch- 
laufen soll,  ohne  die  innere  Wandfläche  desselben  zu  berühren,  findet  man, 
indem  man  die  Diagonale  AB  des  aus  den  Geschwindigkeiten  w  und  —  c 

9* 
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gebildeten  Parallelogramms  ADBE  construirt  (Fig.  101).   Genau  auf  dieselbe 
Weine  kann  man   die  Richtung  bestimmen,  welche  dem  Fernrohre  eines  an 


Fig.  101. 


Flg.  102. 


\ 


W     c     \ 


der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  theilnehmenden  Beobachters  gegeben 
worden  muss,  damit  dasselbe  den  von  einem  Fixsterne  S  ausgesendeten  Licht- 
ütruhl  auffange  (Fig.  102).  Das  Fernrohr  muss  mit  der  Verbindungslinie  AjS 
■wischen  Krde  und  Fixstern  einen  Winkel  a  einschliessen ,  welcher  für  den 
Augenblick!  in  welchem  die  Bewegungsrichtung  der  Erde  rechtwinkelig  zu 
jener  Verbindungslinie  steht,  zu  bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

c 


tgo  = 


10 


Die  Geschwindigkeit  w  des  Lichtstrahls  beträgt  ungefähr  400(10  Meilen 
pro  Secunde  und  die  mittlere  Geschwindigkeit  c,  mit  welcher  die  Erde  auf 
ihrer  Bahn  um  die  Sonne  sich  bewegt,  beträgt  ungefähr  4  Meilen  pro  Secunde. 
Es  ist  also  ungefähr: 

tg  «  =  0,0001    oder    t  =  «0  See. 

Da  dem  Beobachter  diejenige  Stelle  des  Himmels,  nach  welcher  das 
Fernrohr  leigt,  der  Ort  des  Fixsterns  zu  sein  scheint,  so  wird  für  ihn  der 
Stern  nicht  an  seinem  wirklichen  Orte  £,  sondern  an  der  Stelle  St  zu  stehen 
«ehernen,  al>o  nach  derjenigen  Seite  hin  verschoben,  nach  welcher  die  Be- 
wegung der  Knie  gerichtet  ist.  Diese  von  der  fortschreitenden  Bewegung  der 
Krde  herrührende  Abweichung  des  scheinbaren  Ortes  von  dem  wahren  Ort? 
*lue»  Fixtterae*  wird  die  »immian  tos  LicMtt  genannt.  Da  die  Bewegung«- 
Höhlung  der  Erde  wahrend  ihre*  Umlaufes  um  die  Sonne  beständig  sich 
Ändert»  ho  ist  auch  die  Verschiebung  des  scheinbaren  Ortes  eines  Fixsterne* 
In  heM<Wnhi;er  Aeuderung  begriffen.  In  Folge  dessen  beschreibt  der  schein- 
bar* Ort  eines  jeden  Fixsternes  im  Laute  eines  Jahres  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  der  wahr*  Ort  des  Sternes  ist:  für  Sterne,  welche  m  der  Ebene 
der  Fidh*thu  hecen,  geht  diese  KUip>*  in  eine  gerade  Linie  über,  und  für 
einen  Stern»  welcher  in  der  Achse  der  Krdivihn  *vim  Pole  der  Ekliptik)  sich 
hehndel,  wml  die  Ellipse  ein*  Kreislinie, 
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Der  Satz  von  der  relativen  Geschwindigkeit  gilt  auch  für 
ungleichförmige  und  krummlinige  fortschreitende  Bewegungen : 
denn  das  Wort  „Geschwindigkeit"  bezieht  sich  (wie  in  Cap.  IL 
and  Cap.  III.  erklärt  wurde)  allemal  auf  eine  gleichförmige  ge- 
radlinige Bewegung,  und  zwar  diejenige,  mit  welcher  die  betref- 
fende ungleichförmige  Bewegung  am  meisten  übereinstimmt  in 
einem  bestimmten  Zeitpunkte.  Wenn  also  für  diesen  bestimmten 
Zeitpunkt  die  relative  Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  den  fort- 
schreitenden Raum  gesucht  wird,  so  findet  man  dieselbe,  indem 
man  von  der  wahren  Geschwindigkeit  und  von  der  entgegengesetzt 
genommenen  Geschwindigkeit  des  fortschreitenden  Raumes  für 
diesen  Zeitpunkt  die  Resultirende  bildet. 

Ferner  bleibt  der  bewiesene  Satz  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
das  Wort  „Geschwindigkeit"  mit  dem  Worte  „Bewegung41  vertauscht 
wird.  Man  bestimmt  die  relative  Bewegung  und  den  relativen 
Ort,  indem  man  die  Bahnstrecke,  um  welche  der  fortschreitende 
Raum  inzwischen  vorgerückt  ist,  in  entgegengesetztem  Sinne  ge- 
nommen von  dem  wahren  Orte  aus  abträgt. 

So  findet  man  z.  B.  die  Bahn- 
Flg.  103.  linie  der  relativen  Bewegung  eines 

geworfenen  Körpers  in  Beziehung 
auf  einen  fortschreitenden  Baum, 
(etwa  eines  Steines,  der  in  das 
eine  Fenster  eines  im  Fahren 
begriffenen  Wagens  hinein  und 
aus  dem  anderen  wieder  hinaus- 
fliegt), indem  man  die  den  ein- 
zelnen Zeitpunkten  entsprechen- 
den relativen  Orte  nach  und  nach 
auf  die  eben  angegebene  Weise 
aufsucht  (Fig.  103).  Man  findet 
den  nach  der  Zeit  t{  erreichten 
relativen  Ort  Pu  indem  man  von 
dem  nach  dieser  Zeit  erreichten 
wirklichen  Orte  Ox  aus  eine 
Strecke  Ot  Pt  abträgt,  welche 
entgegengesetzte  Richtung  und 
gleiche  Grösse  hat  mit  derjenigen 
Strecke,  um  welche  in  der  Zeit  tY  der  Wagen  vorgerückt  ist.  Auf  gleiche 
Weise  sind  die  nach  den  Zeiten  tiy  t3  . . .  erreichten  relativen  Orte  P2,  P3 . .  • 
zu  bestimmen;  die  Verbindungslinie  aller  dieser  Punkte  bildet  die  Bahnlinie 
der  relativen  Bewegung. 
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§   34. 

Relative  Bewegung  im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  von  der  relativen 
Geschwindigkeit  behält  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit,  wenn 
das  Wort  „Geschwindigkeit"  mit  dem  Worte  „Beschleunigung"1 
vertauscht  wird,  und  kann  in  dieser  Form  benutzt  werden  zur 
Bestimmung  der  relativen  Bewegung  in  einem  mit  Beschleunigung 
(geradlinig  oder  krummlinig)  fortschreitenden  Räume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Bewegung  mit  der  Beschleu- 
nigung r  ausführt  in  einem  Räume,  welcher  selbst  wiederum  mit 
der  Beschleunigung  p  fortschreitet,  so  ist  seine  wirkliche  Beschleu- 
nigung k  die  Resultirende  von  r  und  p,  folglich  durch  die  Diago- 
nale des  aus  den  beiden  Beschleunigungen  r  und  p  construirteu 
Parallologrammes  ACDB  darzustellen  (Fig.  104).     Die  Seite  AB 

dieses  Parallelogramms  bildet  zu- 
gleich die  Diagonale  des  Paral- 
K       p       A        p        C         lelogramms  ADBE:  die  relative 
x  '  N  '  Beschleunigung  r  kann  daher  be- 

trachtet werden  als  die  Resulti- 
rende von  folgenden  zwei  Beschleu- 
nigungen: die  eine  k  ist  die  wahre 
Beschleunigung  des  materiellen 
Punktes,  die  andere  ist  die  in  entgegengesetzter  Richtung  genom- 
mene Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes. 

Wenn  k  die  wahre  (oder  absolute)  Beschleunigung  eines  ma- 
teriellen Punktes  von  der  Masse  m  ist.  so  hat  die  wahre  auf  den- 
selben wirkende  Totalkraft  jedenfalls  die  Grösse: 

m  k  =  K. 

Auf  gleiche  Weise  sind  die  den  beiden  Seitenbesehleu- 
nigungcn  r  und  p  entsprechenden  Kräfte  ihrer  Grösse  nach  aus- 
Audrückcn  durch  die  Produete: 

mr  —  K    und    im p  =  P, 

während  die   Richtungen  dieser  Kräfte  mit   den  Richtungen  der 
ihnen  entsprechenden  Beschleunigungen  zusammenfallen. 

Was  insbesondere  die  Kraft  R  betrifft,  so  hat  dieselbe  fol- 
gende Bedeutung;  es  i>t  dieieni&e  Kraft,  welche  in  einem  ruhen- 
\\\\\    Itaumc    «Um    tn.'tu-riellen    Punkte    eine    Bewegung    ertheikn 
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würde,  die  genau  übereinstimmt  mit  seiner  relativen  Bewegung 
in  Bezug  auf  den  fortschreitenden  Baum.  Diese  Kraft  R  kann 
demnach  die  relative  Kraft  genannt  werden,  oder  auch  die  schein- 
bare Kraft,  insofern  ein  an  der  Bewegung  des  fortschreitenden 
Raumes  teilnehmender,  von  seiner  eigenen  Bewegung  Nichts 
merkender  Beobachter  statt  der  wahren  Kraft  K  die  Kraft  R  als 
auf  den  materiellen  Punkt  wirkende  Totalkraft  ansehen  würde. 

Hiernach  läset  sich  in  dem  Satze«  von  der  relativen  Beschleu- 
nigung das  Wort  „Beschleunigung"  auch  durch  das  Wort  „Kraft* 
ersetzen,  und  ergiebt  sich  für  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
wegung im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume  die  folgende 
Regel: 

Man  betrachte  den  fortschreitenden  Raum  als  ruhend,  füge  die 
seiner  Beschleunigung  p  entsprechende  aber  entgegengesetzt  genom- 
mene Kraft  mp  =  P  zu  der  wahren  auf  den  materiellen  Punkt  wir- 
kenden Totalkraft  K  noch  hinzu  und 
p     pig105*  bestimme  nunmehr  von  diesen  bei- 

*^\ 7\  ~ "^     den  Kräften  P  und  K  die  Mittelkraft 

\     /    \  Ä.    Die  von  dieser  Kraft  R  hervor- 

V \  gebrachte  Bewegung  ist  die  gesuchte 

^      »         \ir  relative  Bewegung  in  Beziehung  auf 

mrmR  K  den  fortschreitenden  Raum  (Fig.  105). 

Die  relative  Bewegung  eines  freifallenden  Körpers  in  Bezug  auf  einen 
mit  der  Beschleunigung  p  fortschreitenden  Raum  geschieht  gerade  so,  wie  wenn 
eine  dieser  Beschleunigung  entgegengerichtete  Kraft  mp  noch  ausser  dem 
Gewichte  mg  auf  den  Körper  wirkte.  Ist  die  Beschleunigung  p  vertical  ab- 
wärts gerichtet,  so  geschieht  die  relative  Fallbewegung  gerade  so,  als  ob 
(statt  des  wirklichen  Gewichtes)  eine  Kraft: 

JB  =  mg  —  mp, 

welche  das  relative  (oder  scheinbare)  Gewicht  genannt  werden  kann,  auf  den 
Körper  wirkte.    Die  relative  Fallbeschleunigung  ist  daher  in  diesem  Falle: 

r  =  9  —  P- 
Wenn  hierbei  p  grösser  wäre  als  g>  so  würde  r  negativ,  d.  h.  die  relative 
Fallbewegung  würde  alsdann  von  unten  nach  oben  gerichtet  sein  und  in  dieser 
Richtung  mit  der  Beschleunigung  p  —  g  vor  sich  gehen.  Eine  an  dem  Punkte  O 
mittelst  eines  Fadens  aufgehängte  Kugel  würde  in  einem  so  beschleunigten 
Räume  nach  oben  hin  hängen ,  und  der  Faden  dabei  mit  der  Kraft  m  (p  —  g) 
gespannt  sein  (Fig.  106).  Aus  dieser  relativen  Gleichgewichtslage  ein  wenig 
entfernt  und  dann  losgelassen,  würde  ein  solches  Pendel  Schwingungen  aus- 
fuhren, deren  Dauer  nach  Gleichung  93)  annähernd  die  Grösse: 


=  *!/ 


P     9 
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haben  würde.  Ein  in  diesem  Räume  stehend  die  Schwingungen  Beobachtender 
würde  den  Kopf  nach  unten  und  die  Füsse  nach  oben  wenden. 

Wenn  dagegen  die  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes  von 
unten  nach  oben  gerichtet  ist,  so  ergeben  sich  für  das  relative  Gewicht  und 
die  relative  Fallbeschleunigung  resp.  die  Werthe: 

K  =  m(g+p),  r  =  g+p. 


Fig.  106. 
m(p  —  g) 


Fig.  107. 
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Hat  die  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes  eine  horizontale 
Richtung  z.  B.  von  links  nach  rechts,  so  ist  eine  Kraft  mp  in  der  Richtung 
von  rechts  nach  links  hinzuzufügen ,  man  erhält  daher  nach  (Fig.  107)  für 
relatives  Gewicht  und  relative  Fallbeschleunigung  resp.  die  Werthe: 

R  =  m  Vf~+~i>\        r  =  Vg*+p2 
und  die  Richtungen  derselben  würden  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

tg  a  =  -£-. 
*  9 

Die  Bahnlinie  der  relativen  Bewegung  eines  geworfenen  Körpers  wurde 
in  einem  so  beschleunigten  Räume  eine  Parabel  sein,  deren  Achse  den 
Winkel  *  mit  der  Verticalen  einschliesst,  und  die  Gleichungen  dieser  relativen 
Wurfbewegung  würden  sich  aus  den  in  §  23  gefundenen  Gleichungen  ergeben, 

wenn  man  darin  überall  V g2  +  j>2  statt  g  substituirte. 

Ein  in  diesem  Räume  aufgehängtes  Pendel  würde  in  seiner  relativen 
Gleichgewichtslage  ebenfalls  den  Winkel  a  mit  der  Verticalen  einachltessen, 
und  um  die  Schwingungsdauer  desselben  zu  erhalten  würde  man  in  Glei- 
chung 93)  ebenfalls  statt  g  den  oben  für  die  relative  Fallbeschleunigung  r 
gefundenen  Werth  zu  substituiren  haben: 


~H- 
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Die  relative  Kraft  ist  bedingt  durch  die  Beschleunigung  des 
fortschreitenden  Saumes;  sie  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig 
von  Richtung  und  Grösse  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der 
Raum  sich  zur  Zeit  bewegt.  Sobald  man  aus  der  wahren  An- 
fangsgeschwindigkeit des  materiellen  Punktes  und  aus  der  Anfangs- 
geschwindigkeit des  fortschreitenden  Raumes  —  nach  den  in  §  33 
gefundenen  Regeln  —  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt 
hat  kann  man,  wenn  nur  die  relative  Kraft  für  jeden  Augenblick 
bekannt  ist,  die  weitere  Fortsetzung  der  relativen  Bewegung  be- 
handeln, ohne  auf  die  Geschwindigkeit  des  fortschreitenden  Raumes 
irgend  weitere  Rücksicht  zu  nehmen;  d.  h.  man  kann  den  Raum 
fortan  als  ruhend  ansehen. 

Welcher  Art  auch  immer  die  wahre  Bewegung  eines  von 
Kräften  getriebenen  materiellen  Punktes  sein  möge :  derselbe  kann 
stets  als  in  relativem  Ruheszustande  (mithin  auch  in  relativem 
Gleichgewichtszustande)  sich  befindend  angesehen  werden,  und 
zwar  in  Bezug  auf  einen  fortschreitenden  Raum,  welcher  genau 
dieselbe  Bewegung  ausführt.  Jeder  materielle  Punkt  befindet  sich 
in  relativem  Gleichgewichtszustande  in  Bezug  auf  seinen  eigenen 
Ort.  Wenn  einem  Körper  von  der  Masse  m  die  Beschleunigung  p 
ertheilt  wird  durch  eine  mittelst  eines  Fadens  auf  ihn  übertragene 
Zugkraft  Z,  so  kann  man  diese  Bewegung  als  relativen  Gleich- 
gewichtszustand auffassen,  bei  welchem  die  Zugkraft  Z  durch  eine 
entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  mp  relativ  aufgehoben  wird.  Der 
Faden  wird  dabei  gerade  so  gespannt,  wie  wenn  derselbe  ruhte, 
und  der  Zugkraft  Z  ein  Widerstand: 

W=mp 

entgegenwirkte.  Da  diese  Kraft  der  trägen  Masse  des  Körpers 
proportional  ist  und  überhaupt  in  der  Eigenschaft  der  Trägheit 
ihren  Ursprung  hat,  so  kann  man  dieselbe  den  Trägheitswider- 
stand des  Körpers  nennen.  In  gleichem  Sinne  ist  es  zulässig, 
auch  bei  der  relativen  Bewegung  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
irgend  einen  anderen  beschleunigten  Raum  eine  der  Beschleu- 
nigung p  dieses  Raumes  entsprechende,  aber  entgegengesetzt  ge- 
nommene Kraft  mp  abkürzungsweise  mit  dem  Worte  Trägheits- 
widerstand zu  bezeichnen,  wobei  jedoch  stets  in  Erinnerung  zu 
behalten  ist,  dass  dieses  Wort  nicht  eine  wirklich  vorhandene 
Kraft  bezeichnet,  sondern  dass  dieser  Benennung  die  Auffassung 
der  Bewegung  als  einer  relativen  Bewegung  zum  Grunde  liegt. 
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In  diesem  Sinne  darf  man  dem  oben  bewiesenen  Satze  von 
der  relativen  Kraft  auch  die  folgende  kürzere  Fassung  geben: 

Die  relative  Kraft  ist  die  Mittelkraft  aus  der  wahren  Kraft  und 
dem  Trägheitswiderstande. 

§35.     ' 

Relatives  Oleichgewicht  im  gleichförmig  sich  drehenden 

Baume. 

Centrifugalkraft       Schwungkugel-Regulator.     Veränderlichkeit 

der  Fallbeschleunigung. 

Die  wahre  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  welcher  in 
einem  gleichförmig  sich  drehenden  Räume  seinen  relativen  Ort 
nicht  ändert,  also  in  relativem  Ruhezustände  sich  befindet,  i^t 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung.  Wenn  ein  materieller  Punkt 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung  ausfuhrt,  so  bildet  die  Mittel- 
kraft aller  auf  denselben  einwirkenden  Kräfte  stets  die  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtete  Centripetalkraft  (§  24).  Wenn 
also  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  r  die  Entfernung  des- 
selben von  der  Dreh-Achse,  o>  die  Drehgeschwindigkeit  des  Raumes 
ist  (Fig.  108),  so  hat  die  wahre  auf  den  materiellen  Punkt  wir- 
kende Totalkraft  nach  Gleichung  64 1 
Fig.  108.  di©  Grösse : 

*wr»*  K=mro>2 

und  wirkt  in  der  Richtung  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Kreisbahn. 
Da  der  materielle  Punkt  zugleich 
in  Bezug  auf  den  bewegten  Raum 
in  relativem  Gleichgewichtszustande 
sich  befindet,  so  kann  man  diese 
Kraft  K  als  durch  eine  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Kraft  von  gleicher 
Grösse  m  r  o>2  jrelativ  aufgehoben 
ansehen.  Diese  letztere  Kraft  ist 
in  der  Richtung  des  Halbmessers  nach  aussen  gerichtet  und  wird 

Centrifugalkraft  genannt. 

Ein  materieller  hinkt,  welcher  fan  gleicharmig  sich  drehenden 
Räume  seinen  relativen  Ort  nicht  verllsst,  wird  also  von  der  Centri- 
petalkraft und  der  Centrifugalkraft  im  relativen  Gleichgewicht  gehalten. 
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Die  Centrifugalkraft  ist  die  der  Centripetalbeschleunigung 
des  relativen  Ortes  entsprechende,  aber  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung genommene  Kraft,  bildet  also  (nach  §  34)  den  Trägheits- 
widerstand des  materiellen  Punktes  für  diesen  Fall.  Sie  ist  — 
wie  überhaupt  die  Trägheitswiderstände  —  nicht  als  eine  wirklich 
Torhandene,  sondern  nur  als  eine  scheinbar  wirkende  Kraft  auf- 
zufassen, insofern  ein  an  der  Bewegung  des  Raumes  theilnehmen- 
der,  von  derselben  aber  Nichts  merkender  Beobachter  aus  der 
scheinbaren  Ruhe  des  materiellen  Punktes  den  Schluss  ziehen 
würde,  dass  ausser  der  wahren  nach  dem  Drehungsmittelpunkte 
wirkenden  Kraft  noch  eine  zweite  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
auf  denselben  wirkt,  welche  gerade  gross  genug  ist,  um  jene  auf- 
zuheben. 

Für  das  Auffinden  der  Bedingungen,  unter  welchen  ein  im 
gleichförmig  sich  drehenden  Räume  relativ  ruhender  materieller 
Punkt  seinen  relativen  Ort  nicht  verlässt,  ergiebt  sich  hiernach 
die  folgende  Regel: 

Man  betrachte  den  eich  drehenden  Raum  als  ruhend,  füge  zu  der 
wahren  auf  den  materiellen  Punkt  wirkenden  Kraft  noch  die  Centri- 
fugalkraft hinzu,  und  wende  alsdann  die  Bedingungsgleichungen  des 
absoluten  Gleichgewichts  an. 

Die  Anwendung  dieser  Regel 
auf  das  in  §  24  erklärte  und  in 
Fig.  63  dargestellte  Centrifugal- 
pendel  führt  zu  derselben  Bedin- 
gungsgleichung, welche  dort  be- 
reits für  den  Elongationswinkel  a 
gefunden  wurde.  Die  am  Ende 
des  Fadens  hängende  Kugel  kann 
angesehen  werden  als  im  rela- 
tiven Gleichgewichtszustande  be- 
findlich in  Bezug  auf  einen  Raum, 
welcher  mit  der  Winkelgeschwin- 

digkeit  a>  =  —   um  die  Verti- 

cale  des   Aufhängepunktes  sich 
dreht  (Fig.  109).    Die  wahren  auf 
die  Kugel  wirkenden  Kräfte  sind 
das  Gewicht  der  Kugel  mg  und 
die  Spannung  des  Fadens  S.  Fügt 
man  noch  die  Centrifugalkraft  mrio*  hinzu,  so  kann  man  nunmehr  die  Kugel 
als  unter  Einwirkung  der   drei  Kräfte  mg,  &,  mra>*  im  relativen  Gleich- 
gewichtszustände befindlich  ansehen.    Bedingung  des  Gleichgewichts  ist,  dass 


Fig.  109. 


■  r«f 
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die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  mg  und  mrcu2  durch  die  Spannung  des 
Fadens  aufgehoben  wird.  Man  erhält  also  für  den  Winkel  *,  den  der  Faden 
mit  der  Verticalen  einschliessen  muss,  die  Bedingungsgleichung: 


tga  = 


mrm 
mg 


ru> 


= =  -=—    oder   h  = 


__    ff 


w 


i  » 


welche  mit  der  früher  gefundenen  Gleichung  59)  übereinstimmt,  sobald  in  der 

letzteren  rw  statt  v  substituirt  wird. 

Für  ein  Centrifugalpendel,  welches  n  Umläufe  pro  Minute  macht,  würde 


H 

w  =  -Q~-  •  2 tt  zu  setzen  sein;  man  erhält  also  z.  B.  für  n  =  35  die  Weither 

ü)  =  3,665,  h  =  0m,73,  und  für  n  =  40  die  Werthe  ü>  =  4,1888,  A  =  0",559. 

Wenn  die  Kugel  in  einem  Rohre 
Fig.  110.  AB  eingeschlossen  ist,  welches,  unter 

dem  Winkel  a  gegen  die  Verticale  ge- 
neigt, mit  der  Winkelgeschwindigkeit  tu 
um  die  verticale  Dreh-Achse  .1 C  sich 
dreht,  so  befindet  sich  die  Kugel  in 
derselben  Situation,  wie  wenn  sie  in 
dem  ruhenden  Rohre  der  Einwirkung 
der  beiden  Kräfte  mg  und  mym1 
ausgesetzt  wäre,  deren  Mittelkraft  von 
dem  Gegendruck  N  des  Rohres  auf- 
gehoben werden  muss,  wenn  keine 
Verschiebung  längs  des  Rohres  ein« 
treten  soll  (Fig.  110).  Bedingung  des 
Gleichgewichts  ist,  dass  diese  Mittel- 
kraft rechtwinkelig  zur  Richtung  des  Rohres  gerichtet  ist;  man  erhält  also 
die  Gleichung: 


mytD 


106) 


m9 

tg  a  =  ^  = 

myia* 


— ^-,  oder  y=-^ — . 
ycu2  cu'tga 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  in  dem  Rohre  nur  eine  relative  Gleich- 
gewichtslage P  für  die  Kugel  giebt,  insofern  ein  vorgeschriebener  Werth 
für  a  einen  bestimmten  Werth y  für  die  Entfernung  der  Kugel  von  der  Dreh- 
Achse  erfordert.  So  z.  B.  für  a  =  45°  und  a>  =  3,665  (entsprechend  der 
Umdrehungszahl  n  =  35  pro  Minute)  erhält  man  y  =  0B,73.  Sollte  jede 
andere  Stelle  des  Rohres  ebenfalls  eine  Gleichgewichtslage  sein,  so  müsste 
entsprechend  den  verschiedenen  Werthen  von  y  der  Neigungswinkel  «  des 
Rohres  an  den  verschiedenen  Stellen  verschiedene  Werthe  haben,  d.  h.  das 
Rohr  müsste  nach  einer  bestimmten  krummen  Linie  gekrümmt  sein,  deren 
Form  auf  folgende  Weise  gefunden  werden  kann. 

Wenn  in  dem  ruhenden  Rohre  unter  Einwirkung  der  zwei  Kräfte  mg 
und  mtjin2  die  Kugel  von  A  nach  P  sich  bewegte,  so  würde  die  Summe  der 
von  den  beiden  Kräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  die  Grösse  Nnll 
haben  müssen*,  denn  die  Curve  soll  der  Voraussetzung  nach  so  beschaffen 
sein,  dass  an  jeder  Stelle  die  Mittelkraft  jener  beiden  Kräfte  rechtwinkelig  zu 
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Fig.  111. 


der  Richtung  derselben  gerichtet  ist  (Fig.  111).  Wenn  also  mit  9  and  $  resp. 
die  von  der  verticalen  and  von  der  horizontalen  Kraft  verrichteten  Arbeiten 
bezeichnet  werden,  so  muss  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  sein: 

0  =  $  +  $. 

Die  von  der  constanten  Kraft  mg  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  ist: 
fß  =  —  mg  x. 

Die  veränderliche  Kraft  myco2  nimmt  pro- 
portional dem  Horizontalwege  y  zu;  die 
von  ihr  verrichtete  Arbeit  lässt  sich  (nach 
der  in  §  20  und  Fig.  38  erklärten  Methode) 
durch  die  Fläche  des  Dreiecks  ahc  (Fig.  112) 
graphisch  darstellen  und  beträgt: 

A        myco»  .  y 
v  2 

Nach  Substitution  dieser  beiden  Werthe  nimmt  die  obige  Bedingungsgleichung 
die  Form  an: 


Flg.  112. 


0  =  —  mg  x  + 
107) 


f»?/2o»a 


oder 


2  29 


x. 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Krümmungslinie 

des  Rohres  eine  Parabel  sein  muss,  deren  Parameter 

2g 

~Y    von    der  Grösse    der  Drehgeschwindigkeit  o» 

abhängt  In  einem  solchen  parabolisch  gekrümmten  Rohre  ist  demnach  jede 
Stelle  eine  Gleichgewichtslage  für  die  Kugel,  sobald  die  Drehgeschwindigkeit  tu 

des  Rohres  genau  diejenige  Grösse  hat,  bei  welcher  die  Grösse  — ?-  mit  dem 

Parameter  der  Parabel  übereinstimmt.  Wenn  statt  dessen  das  Rohr  mit  einer 
anderen  Winkelgeschwindigkeit  sich  drehte,  so  würde  nunmehr  keine  Stelle 
desselben  eine  Gleichgewichtslage  sein.  Wäre  die  Drehgeschwindigkeit  etwas 
zu  gross,  so  würde  die  Kugel  beständig  steigen,  wäre  die  Winkelgeschwindig- 
keit etwas  zu  klein,  so  würde  die  Kugel  beständig  sinken. 

Schwungkugel-Regulator. 
Wenn  man  ein  auf  solche  Art  construirtes  Rohr  an  einer 
verticalen  Welle  befestigte,  welche  von  einer  Kraft -Maschine  ge- 
trieben wird,  und  wenn  man  zugleich  auf  irgend  eine  Weise  (mit- 
telst Hebel-  und  Stangenverbindungen)  die  Kugel  mit  der  Kraft- 
Quelle  derartig  in  Verbindung  setzte,  dass  die  sinkende  Bewegung 
der  Kugel  ein  Oeffnen ,  die  steigende  Bewegung  der  Kugel  ein 
ScMiessen  der  Kraft- Quelle  herbeiführte,  so  würde  eine  solche 
Vorrichtung  dazu  dienen  können,  die  Geschwindigkeit  der  Kraft- 
Maschine,  zu  reguliren. 
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Da  für  solchen   Zweck    als   Bewegungsgebiet  der   Kugel   ein 
kleines  Bogen  stück  der  ganzen  Parabel  schon  ausreicht,   so   kann 
—  für  die  Praxis  hin- 
Plg.  113.  reichend  genau  —  statt 

des  Parabelbogens  auch 
ein  Kreisbogen  genom- 
men werden,  dessen  Mit- 
telpunkt mit  dem  Krüm- 
tnungsmittelpunkt«  des 
Parabelbogens  zusam- 
menfällt ,  und  anstatt 
die  Kugel  in  ein  nach 
diesem  Kreisbogen  ge- 
krümmtes Rohr  einzu- 
schüessen ,  kann  man 
dieselbe  auch  an  dem 
Endpunkte  einer  leich- 
ten Stange  befestigen, 
welche  in  jenem  Krüm- 
mungsmittel  punkte  " 
ihren  Drehpunkt  hat 
(Fig.  113).  Wenn  die 
Kugel  nach  beiden  Sei- 
ten hin  nur  wenig  von 
ihrer  mittleren  Stellung 
P  sich  entfernen  kann. 
so  wird  sie  alsdann  na- 
hezu in  derselben  Situa- 
tion sich  befinden,  wie 
wenn  ein  parabolisch  gekrümmtes  Rohr  ihre  relative  Bewegungs- 
bahn bildete. 

Bei  der  Construction  eines  solchen  Regulators  sind  als  gege- 
bene Grössen  zu  betrachten:  erstens,  die  Drehgeschwindigkeit  •*. 
mit  welcher  bei  normalem  Gange  der  Maschine  die  verticale  Welle 
sich  dreht;  zweitens:  der  mittlere  Abstand  der  Kugel  von  der 
vertikalen  Drehachse,  für  welchen  je  nach  der  Dicke  der  Welle 
und  der  Kugel  ein  passend  scheinender  Werth  y  willkürlich  an- 
genommen werden  darf.  Die  zu  berechnenden  Grössen  sind:  er- 
stens, der  Krümmungshalbmesser  0/*=p  für  die  betreffende  Stellt* 
der  Parabel,  welcher  zugleich  die  Länge  der  Kugelstange  bildet. 


Fig.  114. 
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zweitens:  die  Entfernung  OAT=s,  in  welcher  der  Drehpunkt  der 
Kugelstange    von    der   verticalen  Drehachse    sich    befinden    muss 

(Fig.  114).  Zur  Berechnung  dieser  bei- 
den Grössen  kann  die  Gleichung  107) 
in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  99), 
103),  104)  des  §  32  benutzt  werden, 
in  welchen  letzteren  dreien  für  die 
willkürlich  zu  wählende  Beschleuni- 
gung p  auch  die  Fallbeschleunigung  g 
gesetzt  werden  darf. 

Die  Gleichung  der  zu  construirenden 
Parabel  ist  nach  Gleichung  107): 


y 


_      *9 


2    — 


o» 


X. 


Als  Gleichung  der  Bahnlinie  einer 
Wurfbewegung,  deren  Horizontalge- 
schwindigkeit c  ist,  erhält  man  nacli 
Gleichung  99): 

2c> 


y*  = 


9 


x. 


Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  y2  ergiebt  für  die- 
jenige Grösse,  welche  die  Horizontalgeschwindigkeit  c  der  Wurf- 
bewegung haben  muss,  wenn  die  beiden  Parabeln  gleiche  Form 
haben  sollen,  die  Gleichung: 


2c 


-  =  — ?-  oder  c  =  —  • 


<D 


0) 


Hiernach  kann  zur  Bestimmung  des  Neigungswinkels  a,  den 
an  der  betreffenden  Stelle  die  Parabel  mit  der  verticalen  Achse 
einschliesst,  die  Gleichung  104) 

tga  = 


9V 


benutzt  werden,    in   welcher  die  Werthe  von   c   und  y  nunmehr 
bekannt  sind ;  worauf  dann  aus  Gleichung  103) 


P  = 


#8inor 


der  Krümmungshalbmesser  oder  die  Länge  der  Kugelstange  zu 
bestimmen  ist.  Die  Grösse  s  ergiebt  sich  endlich  aus  der  Glei- 
chung : 

e  =  LP —  MP=  p  cos  a  — y. 
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Wenn  z.  B.   bei    normalem   Gange    der   Maschine   die  verticale   WelJe 
35  Umläufe  in  jeder  Minute  macht,  so  ist  : 


w  =  ??; **  =  3,665     und    c  =  -^jjjj,-  =  2»,677. 


60 


Wenn  ferner  der  mittlere  Abstand  der  Kugel  von  der  verticalen  Drehachse 

V  =  0»,4 
betragen  soll,  so  erhält  man  für  den  Winkel  a  die  Gleichung: 


*  *  =  -9,8170?-  =  »« 


woraus  sich  für  a,  sin  a  und  cos  a  die  Werthe  ergeben: 

a  =  61  •  18',     sin  a  =  0,877,     cos  a  =  0,48. 
Hiernach  erhält  man  für  die  Länge  der  Kugelstange  den  Werth: 

p  ""  "9,81 . 0,8773    ""  l  ,UÖ* 

und  für  den  Abstand  ihres  Aufhängepunktes  von  der  verticalen  Drehachse 

die  Grösse 

e  =  1,083  .  0,48  -  0,4  =  0-,120. 


Abhängigkeit  der  Fallbeschleunigung  g  von  der  geographischen 

Breite. 

* 

Da  die  Erde  mit  allen  ihr  angehörigen  Körpern  fortwährend 
um  ihre  Achse  sich  dreht,  so  ist  der  Gleichgewichtszustand  eim»s 
an  der  Erdoberfläche  ruhenden  Körpers  nicht  als  ein  absoluter, 
sondern  als  ein  relativer  Gleichgewichtszustand  aufzufassen.  Mau 
findet  die  Bedingungen  dieses  relativen  Gleichgewichts,  indem  man 
(der  oben  gefundenen  Regel  gemäss)  den  Körper  als  im  absoluten 
Ruhezustände  befindlich  ansieht  und  dafür  zu  den  sonstigen  auf  ihn 

einwirkenden  Kräften  noch  die  sei- 
Pi8-  H5.  ner  Kreisbewegung  entsprechende 

Centrifugalkraft  hinzurechnet 

Bei  einem  am  Aequator  ruhen- 
den Körper  ist  die  Centrifugal- 
kraft der  Schwere  entgegengerich- 
tet;  man  erhält  daher  die  Kraft, 
mit  welcher  ein  Körper  daselb>t 
gegen  seine  Unterlage  gedrückt 
wird  (das  scheinbare  Gewicht  de> 
Körpers),  indem  man  die  IVn- 
trifugalkraft  von  dem  wahren  Ge- 
wichte des  Körpers  subtrahirt  (Fig.  115).  Die  Zeit,  in  welcher  AW 
Erde  eine  Umdrehung  um  ihre  Achse  NS  ausführt,  beträgt: 


mraf 
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•     23u56'4",l     oder    86164,1  See. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  oder  der  Winkel,  um  welchen  die 
Erde  in  jeder  Secunde  sich  dreht,  hat  demnach  die  Grösse: 

2* 


CD 


=  0,0000721)2. 


86164,1 

Betrachtet  man  die  Erde  als  eine  Kugel  vom  Halbmesser 

r  =  6370000™, 

so  erhält  man  für  die  Centrifugalkraft  einer  am  Aequator  befind- 
lichen Masse  m  den  Werth : 

108)    mrcii*  =  m  .  6370000  .  0,00007292*  ==  m  .  0,033  87. 

Wenn  also  mit  mp  das  wahre  Gewicht  der  Masse  bezeichnet 
wird  (d.  h.  die  von  der  Erde  auf  den  Körper  ausgeübte  An- 
ziehungskraft), und  mit  mg0  das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers, 
so  ergiebt  sich  für  letzteres  die  Gleichung: 

mgQ  =  mp  —  wirto2  =  mp  —  m .  0,033  87. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Beschleunigung  des   freien  Falles  am 

Aequator : 

109)    g0  =p  —  ru>*  =p  —  0»  033  87 

augefähr  34  Millimeter   weniger  beträgt  als   sie   betragen  würde, 
wenn  die  Erde  sich  nicht  um  ihre  Achse  drehte. 

Ein  Ort,  dessen  geographische  Breite  =  <p  ist,  durchläuft 
während  einer  Umdrehung  der  Erde  den  Umfang  eines  Kreises 
vom  Halbmesser  r  cos  9  (Fig.  116).  Die  Centrifugalkraft  einer  da- 
selbst befindlichen  Masse  m 
wirkt  in  der  Richtung  des  Dre- 
hungshalbmessers nach  aussen 
und  hat  die  Grösse  m .  r  cos  <p .  o>2. 
Das  scheinbare  Gewicht  wgr, 
oder  diejenige  Kraft,  welche 
im  gewöhnlichen  Leben  das 
Gewicht  des  Körpers  genannt 
wird,  ist  die  Mittelkraft  aus  der 
Centrifugalkraft  und  dem  wah- 
ren Gewichte  mp,  weicht  dem- 
nach sowohl  der  Richtung  als 
der  Grösse  nach  von  dem  wahren  Gewichte  ab.  /erlegt  man  die 
Centrifugalkraft  in  zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seiten- 
kräfte, von  denen  die  eine: 


Fig.  116. 
►  m  v      \  "ir<l,f*co8  f  8*n  9 


2 


m  .  r  cos  ^  .  cd*  .  cos  © 


Ritter,  Mechanik. 


10 
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in  der  Richtung  des  Erdhalbmessers  nach  aussen  (also  der  Schwere 
entgegen),  die  andere: 

m  .  r  cos  <p  .  co2  .  sin  <p 

in  horizontaler  Richtung  nach  dem  Aequator  hin  wirkt,  und  fasst 
man  die  Wirkungen  dieser  beiden  Seitenkräfte  getrennt  auf,  so 
findet  man,  dass  die  erstere  für  sich  allein  nur  eine  Grlsseo- 
Abweichung  des  scheinbaren  Gewichts  bedingen  würde,  und  dass 
die  Richtungs-Abweichung  allein  durch  die  horizontale  Seitenkraft 
hervorgebracht  wird.  Da  diese  letztere  rechtwinkelig  zu  der  Rich- 
tung des  wahren  Gewichts  gerichtet  und  ausserdem  im  Verhältnis* 
zu  demselben  sehr  klein  ist,  so  wird  die  Grösse  des  schein- 
baren Gewichts  durch  sie  so  gut  wie  gar  nicht  beeinflusst,  und 
darf  daher,  wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  Grössen- 
Abweichung  handelt,  dieselbe  so  berechnet  werden,  wie  wenn  die 
horizontale  Seitenkraft  gar  nicht  vorhanden  wäre.  Hiernach  er- 
hält man  für  die  Grösse  des  scheinbaren  Qewichts  die  Gleichung: 

mg  =  mp  —  wir  a>2  cos^p2  =  mp  —  wrco2  (1  —  sin  *p2), 

woraus  sich  für  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  der  Werth 
ergiebt : 

g  =  p  —  reo2  -f-  reo2  sin  <p*  =  g0  -f-ro>*  sin  ^p2. 
Hierin  bedeutet  g0   denjenigen  Werth,    welchen  g  annimmt, 
wenn  <p  =  0  gesetzt  wird,  also  die  Fallbeschleunigung  am  Aequa- 
tor, für  welche  durch  directe  Beobachtungen  (mittelst  des  Pendels) 
der  Werth  gefunden  ist: 

<70  =  9-7806. 

Wenn  man  ausserdem  für  reo2  den  in  Gleichung  108)  berech- 
neten Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Abhängigkeit  der 
Fallbeschleunigung  von  der  geographischen  Breite  die  allgemeine 
Gleichung : 

110)    g  =  9m,7806  -f  0,03387  sin  <p2. 

Eine  Vergleichung  der  aus  directen  Pendel- Messungen  an 
Orten  von  verschiedenen  geographischen  Breiten  gefundenen  Werthe 
von  g  mit  den  nach  dieser  Gleichung  berechneten  Zahlenwerthen 
zeigt,  dass  die  beobachteten  Werthe  mit  den  berechneten  Wertheu 
nicht  übereinstimmen,  dass  vielmehr,  um  eine  solche  Uebereinstim- 
mung  herbeizuführen,  dem  numerischen  Coefficienten  von  sin  f* 
in  Gleichung  110)  noch  eine  Correction  ertheilt  werden  muss. 

Die  Ursache  dieser  Abweichung  ist  in  der  horizontalen  Sei- 
tenkraft der  Centrifugalkraft  zu  suchen  —  zwar  nicht  in  dem 
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directen,  sondern  vielmehr  in  dem  indirecten  Einflüsse  dieser 
Kraft.  Wenn  nämlich  die  Erde  eine  genaue  Kugelform  hätte,  so 
würde  ein  an  der  Oberfläche  dieser  Kugel  befindlicher  leicht  be- 
weglicher Körper  nicht  im  Gleichgewichte  sich  befinden,  vielmehr 
würde  derselbe  durch  jene  horizontale  Seitenkraft  in  Bewegung 
versetzt  werden.  Dasselbe  gilt  von  einem  Wassertheilchen  an 
der  Oberfläche  des  Meeres.  In  Folge  dessen  hat  die  Meeresober- 
fläche —  und  abgesehen  von  localen  Erhebungen  oder  Senkungen 
auch  die  mittlere  Erdoberfläche  —  eine  von  der  Kugelfläche  ab- 
weichende Form  angenommen,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  an 
jeder  Stelle  die  Richtung  der  Mittelkraft  von  Schwere  und  Cen- 
trifagalkraft  rechtwinkelig  zu  dieser  Fläche  gerichtet  ist.  Die  Erde 
hat  die  Form  eines  an  den  Polen  abgeplatteten  Rotations -Ellip- 
soides,  und  der  Halbmesser  des  Aequators  ist  um  etwa  20,000  Meter 
grösser  als  die  Entfernung  der  Pole  vom  Erdmittelpunkte  (Fig.  117). 

Da  nach  dem  Gravitationsgesetze  die  Inten- 
sität der  Anziehungskraft  mit  zunehmender 
Entfernung  vom  Anziehungscentrum  ab- 
nimmt, so  ist  auch  das  absolute  Gewicht 
eines  Körpers  am  Aequator  kleiner  als  an 
den  Polen.  Das  scheinbare  Gewicht  muss 
daher  vom  Aequator  nach  den  Polen  hin  in 
noch  rascherer  Progression  zunehmen  als 
in  Gleichung  110)  ohne  Berücksichtigung 
dieser  Abweichung  von  der  Kugelgestalt 
gefunden  wurde. 
In  der  That  haben  die  Pendel -Beobachtungen  ergeben,  dass 
fiir  den  numerischen  Coefficienten  von  sin  <p2  anstatt  0,03387  der 
grössere  Werth  0,0506  gesetzt  werden  muss,  wenn  die  Gleichung 
mit  den  Beobachtungen  übereinstimmende  Werthe  liefern  soll; 
dass  also  das  wahre  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Fallbeschleu- 
nigung von  der  geographischen  Breite  des  Ortes  dargestellt  wird 
durch  die  Gleichung: 

111)    g  =  9™,7806  +  0,0506  sin  <p2. 
Hiemach    hat   z.   B.   an   einem   Orte,    dessen  geographische 
Breite  «p  =  52°    23'   ist   (wie  die  der  Stadt   Hannover),   in  der 
Höhe  der  Meeresfläche  die  Beschleunigung  des  freien  Falles   im 
luftleeren  Räume  die  Grösse: 

g  =  9» ,7806  +  0,0506  .  0,7921*  =  9m,8123. 
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Lehre  vom  Gleichgewicht  eines  Systems  von 
unveränderlich  mit  einander  verbundenen 

materiellen  Punkten. 


Capitel  IX. 

Ableitung  der  allgemeinen  (Heichgewichtsbedingnngen 

für  einen  festen  Körper. 

§  36. 

Begriff  des  Systems  unveränderlich  verbundener  materieller 

Punkte. 

Wenn  ein  ruhender  materieller  Punkt  A  von  der  auf  ihn 
einwirkenden  Kraft  Kx  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden  soll, 
so  muss   dieser  Kraft  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  durch 

eine    andere    Kraft    Wx    von    gleicher 

Fig.  118.  Grösse    und    entgegengesetzter    Rieh- 

«I  _^_>&_-W_R__«>      tung   (Fig.  118).     Wenn   irgend  ein   in 

[  der    Kraftrichtung     liegender    zweiter 

*i-~(g)~— —  —  (fo— &  materieller  Punkt  B  den  Ausgangs- 
punkt dieser  Kraft  Wt  bildet,  so  er- 
leidet nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  (§  19)  der  Punkt  H 
eine  genau  eben  so  grosse  Gegenwirkung  W2  von  Seiteu  de* 
Punktes  A.  Soll  dieser  zweite  materielle  Punkt  ebenfalls»  im 
Rühezustande  bleiben,  so  muss  der  Kraft  W2  das  Gleichgewicht 
gehalten  werden  durch  eine  andere  Kraft  K2,  welche  der  Kraft  H\ 
(und  folglich  auch  der  Kraft  Kt)  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 
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Es  ist  denkbar,  dass  die  beiden  Kräfte  Wv  W2  wie  Wider- 
stände wirken,  d.  h.  dass  sie  zur  Kategorie  derjenigen  Kräfte 
gehören,  welche  —  wie  z.  B.  die  in  §  27  erwähnten  Widerstände 
fester  Flächen,  Linien,  Punkte  —  nie  selbst  Bewegungen  hervor- 
bringen, sondern  nur  die  Wirkungen  anderer  Bewegungsursachen 
zu  vernichten  im  Stande  sind;  es  ist  denkbar,  dass  diese  beiden 
Kräfte  allemal  nur  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  sie  durch 
andere  Bewegungsursachen  hervorgerufen  werden,  welche  ohne  sie 
eine  Veränderung  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  herbeiführen 
würden;  und  dass  sie  alsdann  immer  mit  derjenigen  Intensität 
wirken,  welche  erforderlich  ist,  um  eine  solche  Veränderung  des 
Abstandes  AB  zu  verhindern. 

Wenn  das  der  Fall  ist,  wenn  die  beiden  materiellen  Punkte 
auf  eine  solche  Art  durch  Wechselwirkung  mit  einander  verbuir- 
den  sind,  so  werden  die  beiden  gleichen  entgegengesetzten  Kräfte 
JTj,  K2  unter  allen  Umständen  von  den  beiden  Widerständen  im 
Gleichgewicht  gehalten,  welche  Grösse  auch  immer  jene  Kräfte 
haben  mögen.  Obwohl  es  dann  in  der  That  die  beiden  Kräfte 
IT,,  W2  sind,  durch  welche  die  Kräfte  Kv  K2  aufgehoben  wer- 
den, so  pflegt  man  doch  in  solchem  Falle  den  Gleichgewichts- 
zustand so  aufzufassen,  als  ob  die  beiden  Kräfte  Kv  K2  unmittel- 
bar einander  im  Gleichgewicht  hielten.  Man  sieht  die  beiden 
materiellen  Punkte  als  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  an,  und 
denkt  sich  diese  geometrische  Linie  ausgestattet  mit  den  physika- 
lischen Eigenschaften  der  Unausdehnbarkeit  und  Unzusammen- 
drückbarkeit  —  Eigenschaften,  welche  in  Wirklichkeit  auf  dem 
Vorhandensein  von  Widerstandskräften  beruhen.  Durch  diese  Ver- 
bindungslinie denkt  man  sich  also  die  beiden  materiellen  Punkte 
in  ihrer  Beweglichkeit  derartig  beschränkt,  dass  nur  solche  Be- 
wegungen, bei  denen  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ungeän- 
dert  bleibt,  noch  als  ausführbar  zu  betrachten  sind.  Zur  Ver- 
anschaulichung einer  solchen  Vorstellung  können  zwei  Kugeln .  a 
und  b  dienen,  welche  durch  eine  sehr  leichte  und  sehr  feste 
Stange  mit  einander  verbunden  sind  (Fig.  118)*  Je  leichter  und 
fester  die  Stange,  je  kleiner  die  Durchmesser  der  Kugeln  im  Ver- 
hältniss  zu  ihrem  Abstände  sind,  um  so  mehr  werden  dieselben 
angesehen  werden  dürfen  als  zwei  materielle  Punkte,  welche  durch 
eine  starre  Linie  in  unveränderlichem  Abstände  gehalten  werden. 

Wenn  die  Kraft  K2  durch  eine  gleich  grosse  und  gleich  ge- 
richtete Kraft  Wz  ersetzt  wird,  deren  Ausgangspunkt  irgend  ein 
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dritter   materieller  Punkt  ißt,   so  wird  dadurch   in  dem  Gleich- 
gewichtszustande  der  beiden  Punkte  A  und  B  Nichts  geändert 

(Fig.  119).      Der    Punkt    C 
Fig.  uo.  erleidet    dann    eine    gleich 

X*   A      r     t      B  ,      C  K;       grosse    Gegenwirkung    W4/ 

Wg  W2  \V9  tfi  und  um  auch  diesen  Punkt 

im  Gleichgewicht  zu  halten, 
müsste  man  an  demselben  eine  Kraft  K2,  welche  der  Kraft  W% 
(und  folglich  auch  der  Kraft  Kx)  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
anbringen.  Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  eine  grössere  Zahl 
von  materiellen  Punkten  geradlinig  an  einander  gereiht,  und 
zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  ein  solches  Paar  von 
Widerständen  vorhanden,  durch  welche  die  Abstände  derselben 
stets  unverändert  erhalten  werden,  so  erkennt  man,  dass  zwei  an 
den  Endpunkten  A  und  Z  dieser  Reihe  in  der  Richtung  derselben 
nach   entgegengesetzten  Seiten  hin  wirkende  gleich  grosse  Kräfte 

üfj,  K7  unter  allen 
Fig.  120.  Umständen  einander 

&h — 4+-&>- <<L-+o* .♦oÄh^h^ ..«£ — >Km    im      Gleichgewicht 

halten    (Fig.    120). 
Vorausgesetzt   also. 
K       HT^  ~~i       je     dass  die  physikali- 

schen Bedingungen 
für  das  Auftreten  derartiger  Wechselwirkungen  in  einer  solchen 
Reihe  von  materiellen  Punkten  vorhanden  sind,  darf  man  die  ganze 
Punktenreihe  als  eine  starre  Linie  ansehen  und  darf  den  früher 
gefundenen  Satz:  rzwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  hal- 
ten einander  im  Gleichgewicht"  auch  für  den  Fall  noch  als  gültig 
betrachten,  wenn  die  beiden  Kräfte  keinen  gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt  haben,  wenn  vielmehr  ihre  Angriffspunkte  an  den 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  starren  Linie  liegen,  in  deren 
Richtung  die  Kräfte  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken. 
Auch  erkennt  man  leicht,  dass  der  Gleichgewichtszustand  dieser 
Punkten-Reihe  nicht  aufhören  würde,  wenn  der  Angriffspunkt 
einer  der  beiden  Kräfte  K  von  dem  Endpunkte  nach  einem  der 
Zwischenpunkte  By  C . . .  verlegt  würde. 

Je  grösser  man  die  Zahl  der  Punkte,  und  je  kleiuer  man  die 
Abstände  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  annimmt,  um  so  mehr 
nähert  man  sich  der  Vorstellung  einer  starren  materiellen  Linie, 
d.  h.  einer  geometrischen  Linie,    welche   man   sich  ausgestattet 
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denkt  mit  den  physicalischen  Eigenschaften  einer  ihre  Länge  stetig 
mit  Masse  bedeckenden  Reihe  von  unendlich  vielen  materiellen 
Punkten.  Die  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  thätige  Wider- 
standskraft W ,  durch  welche  der  Abstand  derselben  unverändert 
erhalten  wird,  nennt  man  die  Spannung  der  materiellen  Linie,  und 
zwar  Zug-Spannung,  wenn  diese  Widerstandskraft  der  Vergröße- 
rung, Druck-Spannung,  wenn  dieselbe  der  Verkleinerung  des  Ab- 
Standes entgegenwirkt  Die  von  den  beiden  gleichen  Kräften  K 
in  der  materiellen  Linie  erzeugte  Spannung  hat  an  allen  Stellen 
derselben  stets  gleiche  Grösse  mit  den  spannenden  Kräften. 

Wenn  nicht  nur  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten,  sondern 
zwischen  je  zwei  Punkten  überhaupt  die  Bedingung  der  Unverän- 
derlichkeit  des  Abstände»  besteht,  so  kann  eine  sehr  dünne  und 
sehr  feste  steife  Stange  az  (Fig.  120)  annäherungsweise  als  Ver- 
sinnlichung  des  Begriffs  einer  solchen  materiellen  Linie  gelten. 
Wenn  dagegen  nur  je  zwei  Nachbarpunkte  als  durch  eine  starre 
Linie  verbunden  angesehen  werden  sollten,  so  würde  damit  die 
Eigenschaft  der  Biegsamkeit  noch  nicht  ausgeschlossen,  und  würde 
daher  eine  vollkommen  biegsame  Kette  oder  ein  vollkommen  bieg- 
samer Faden  von  unveränderlicher  Länge  dieser  Vorstellung  am 
meisten  entsprechen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  jener  geradlinigen  Punkten-Reihe 
kann  man  sich  auch  bei  einer  beliebigen  Gruppirung  von  ma- 
teriellen Punkten  je  zwei  derselben  durch  eine  starre  Linie  in 
unveränderlichem  Abstände  gehalten  denken.  Wenn  drei  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegende  materielle  Punkte  A,  B,  C  unter 
einander  durch  starre  Linien  verbunden  sind,  und  zwei  andere 

materielle  Punkte  O,  P  mit  jenen 
dreien  ebenfalls  durch  starre  Linien 
verbunden  sind,  so  ist  auch  der 
Abstand  zwischen  den  beiden 
Punkten  O  und  P  unveränderlich 
(Fig.  121).  Wenn  ausser  diesen 
beiden  noch  mehrere  andere  ma- 
terielle Punkte  mit  jenen  dreien 
auf  gleiche  Weise  verbunden  sind, 
so  haben  alle  diese  Punkte  auch 
gegen  einander  unveränderliche 
Lage,  und  es  ist  so  gut,  als  wären  alle  diese  Punkte  unter  ein- 
ander ebenfalls  durch  starre  Linien  verbunden. 


Flg.  121. 
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Je  grösser  man  sieb  die  Zahl  dieser  materiellen  Punkte,  und 
je  kleiner  man  sich  die  Abstände  der  benachbarten  Punkte  denkt, 
um  so  mehr  nähert  man  sich  dem  Begriff  eines  absolut  festen 
Körpers,  oder  eines  geometrischen  Körpers,  welchen  man  sich 
ausgestattet  zu  denken  hat  mit  den  physicalischen  Eigenschaften 
eines  seinen  Raum  stetig  erfüllenden  Systems  von  unendlich  vielen 
unveränderlich  mit  einander  vorbundenen  materiellen  Punkten. 
Je  zwei  Punkte  eines  solchen  Systems  sind  als  durch  eine  gerade 
starre  materielle  Linie  verbunden  anzusehen;  zwei  auf  diese  bei- 
den Punkte  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen  .der  Verbin- 
dungslinie wirkende  gleich  grosse  Kräfte  halten  daher  stets  ein- 
ander im  Gleichgewicht,  und  dieser  Gleichgewichtszustand  bleibt 
auch  dann  noch  bestehend,  wenn  der  Angriffspunkt  einer  der 
Kräfte   an   eine  andere  Stelle   der  materiellen  Linie  verlegt  wird. 

Annäherungsweise  findet  der  Begriff  des  Systems  unverän- 
derlich verbundener  materieller  Punkte  seine  Verwirklichung  in 
denjenigen  Körpern,  welche  man  im  gewöhnlichen  Leben  „feste 
Körperu  nennt.  Zwischen  den  materiellen  Punkten  eines  solchen 
Körpers  sind  in  der  That  gewisse  Widerstandskräfte  —  die 
Elasticitäts  -  Widerstände  —  thätig,  durch  welche  die  Abstände 
derselben  nahezu  unverändert  erhalten  werden.  Versucht  man, 
zwei  Punkte  eines  sehr  harten  festen  Körpers  durch  Druck-  oder 
Zugkräfte  einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen, 
so  findet  man,  dass  diesen  Verschiebungen  Widerstände  entgegen- 
wirken, durch  welche  die  aufgewendeten  Kräfte  —  falls  dieselben 
nicht  eine  übermässige  Grösse  hatten  —  allemal  im  Gleichgewicht 
gehalten  werden.  Streng  genommen  zwar  stellt  sich  dieser  Gleich- 
gewichtszustand zwischen  Kräften  und  Widerständen  erst  dann 
her,  wenn  eine  kleine  Verschiebung  bereits  wirklich  eingetreten 
ist.  Doch  sind  dergleichen  Formänderungen  einerseits  nur  vor- 
übergehende, insofern  sofort  nach  dem  Aufhören  der  Kraftwir- 
kung die  ursprünglichen  Abstände  zwischen  den  materiellen  Punk- 
ten sich  wiederherstellen,  andrerseits  sind  dieselben  so  klein,  dass 
in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen  es  durchaus  nicht  erforderlich 
ist,  auf  dieselben  Rücksicht  zu  nehmen  —  ihre  Berücksichtigung 
wenigstens  in  der  gestellten  Aufgabe  nicht  verlangt  wird. 

Es  erscheint  hiernach  zulässig  und  rathsam,  die  Gesammt- 
heit  derjenigen  Aufgaben,  welche  die  sogenannten  festen  Körper 
betreffen  —  jenachdem  darin  die  Mitberücksiehtigung  jener  Form- 
Aenderungen    und    der   Veränderlichkeit    jener   Elasticitätswider- 
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stände  verlangt  oder  nicht  verlangt  wird  —  in  zwei  gesonderte 
Gruppen  zu  zerlegen,  und  demgemäss  die  r Mechanik  fester  Kör- 
per*4 in  die  beiden  Haupt- Abtheilungen  einzutheilen:  „Mechanik 
absolut  fester  Körper*  und  „Mechanik  elastischer  fester  Körper.* 
In  der  letzteren  Abtheilung,  welche  wohl  auch  die  „Lehre  von 
der  Elasticität  und  Festigkeit  der  Körper **  genannt  wird,  finden 
alle  diejenigen  Fälle  ihre  Erledigung,  in  welchen  die  Form- 
Aenderungen  der  Körper  in  Betracht  kommen,  so  wie  die  Grösse 
der  Elasticitätswiderstände  und  die  Gesetze,  nach  welchen  die- 
selben mit  der  Form  des  Körpers  und  mit  den  auf  ihn  einwirken- 
den Kräften  sich  ändern.  Die  erstere  Abtheilung  dagegen  umfasst 
ausschliesslich  alle  diejenigen  vergleichsweise  einfacheren  Fälle, 
in  denen  alle  Formänderungen  gänzlich  unberücksichigt  bleiben, 
und  die  Körper  demnach  als  absolut  unveränderliche  Systeme  von 
materiellen  Punkten  angesehen  werden  dürfen. 

Ein  System  von  unveränderlich  verbundenen  materiellen 
Punkten  befindet  sich  im  Gleichgewichtszustande,  wenn  jeder 
einzelne  Punkt  desselben  im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet, 
d.  h.  wenn  jeder  einzelne  Punkt  eine  geradlinige  gleichförmige 
Bewegung  ausführt  (deren  Geschwindigkeit  auch  Null  sein  kann). 
Wegen  der  Unveränderlichkeit  der  Abstände  stimmen  alsdann 
mit  der  Bewegung  eines  Punktes  die  Bewegungen  aller  übrigen 
Punkte  genau  überein,  und  ist  folglich  das  ganze  System  in  die- 
sem Falle  entweder  in  fortschreitender  geradliniger  und  gleichför- 
miger Bewegung  begriffen,  oder  auch  —  insofern  die  Geschwin- 
digkeit Null  als  specieller  Fall  einer  solchen  Bewegung  zu  be- 
trachten ist  —  im  Ruhezustande  befindlich. 

Wenn  dagegen  ein  einziger  Punkt  des  Systems  ungleichförmig 
odt*r  krummlinig  sich  bewegt,  so  sind  mit  den  Aenderungen  in 
dem  Bewegungszustande  dieses  einen  Punktes  immer  Bewegungs- 
änderungen anderer  Punkte  des  Systems  verbunden,  und  man 
kann  in  diesem  Falle  das  ganze  System  als  im  Nichtgleichgewicht 
befindlich  ansehen.  Dieser  letztere  Fall,  bei  welchem  auf  die 
Aenderungen  der  Stellung-  des  Systems  gegen  die  Richtungen  der 
wirkenden  Kräfte,  sowie  auf  die  Art  der  Massen vertheilung  im 
Inneren  des  Systems  Rücksicht  genommen  werden  muss,  ist  offen- 
bar verwickelter  als  der  Fall  des  Gleichgewichts,  bei  welchem 
die  Verbindungslinien  der  einzelnen  Punkte  stets  dieselben  Rich- 
tungen behalten,  auch  von  den  unendlich  vielen  materiellen  Punk- 
ten des  Systems  nur  diejenigen  in  Betracht  kommen,  welche  die 
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Angriffspunkte  der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  bilden. 
Ueberdies  lässt  sich  —  wie  später  gezeigt  wird  —  der  Fall  des 
Nichtgleichgewichts  mittelst  der  Principien  der  „Lehre  von  der 
relativen  Bewegung u  zurückführen  auf  den  des  Gleichgewichts. 
Aus  diesem  Grunde  ist  es  zweckmässig,  die  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht oder  die  „Statik  fester  Körper"  der  Lehre  vom  Nicht- 
gleichgewicht  (Dynamik  fester  Körper)  voranzustellen. 

Im  §  26  ist  nachgewiesen,  dass  hinsichtlich  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen für  die  auf  einen  einzelnen  materiellen  Punkt 
wirkenden  Kräfte  es  durchaus  keinen  Unterschied  macht,  ob  der 
Punkt  im  Ruhezustande  oder  in  geradliniger  gleichförmiger  Be- 
wegung begriffen  ist.  Hieraus  folgt,  dass  auch  für  die  auf  ein 
ganzes  System  wirkenden  Kräfte  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts genau  übereinstimmen  mit  denen  der  Ruhe.  Es  kann 
daher  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen  das  System  als  im 
absoluten  Ruhezustande  befindlich  angenommen  werden,  ohne 
dass  die  Allgemeinheit  der  Untersuchungen  dadurch  beeinträchtigt 
würde. 

§37. 

Mittelkraft  zweier  In  derselben  Ebene  wirkender  Krifte  mit 

verschiedenen  Angriffspunkten. 

In  einem  von  mehreren  Kräften  im  Gleichgewicht  gehaltenen 
Systeme  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  kann  der 
Angriffspunkt  jeder  einzelnen  Kraft  an  irgend  eine  andere  Stelle 
ihrer  Richtungslinie  verlegt  werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichts- 
zustand dadurch  gestört  würde  —  vorausgesetzt,  dass  der  neue 
Angriffspunkt  dem    Systeme   ebenfalls   angehört,    also    mit  dem 

früheren   als    durch    eine    starre 
Linie  verbunden  angesehen   wer* 
den  kann.     Denn  ohne  dass  da- 
durch Etwas  geändert  würde,  kön- 
nen an  irgend  einem  Punkte  P  in 
der  Richtungslinie  der  Kraft   K 
zwei  ihr  gleiche  einander  entgegen- 
gesetzte Kräfte  Kx  und  K2  ange- 
bracht werden  (Fig.  122).     Die  beiden  Kräfte  K  und  Kr  werden 
alsdann   (nach  §  3ü)  durch   den  Widerstand   der  starren  Verbin- 
dungslinie OP  aufgehoben,  und  die  übrig  bleibende  Kraft  A',   hat 
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daher  auf  den  Gleichgewichtszustand  genau   denselben   Einfluss, 
welcher  vorher  von  der  Kraft  K  ausgeübt  wurde. 

Hieraus  folgt,  dass  für  drei  an  gemeinschaftlichem  Angriffs- 
punkte einander  im  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0  auch  die  in  ihren  Rich- 
tungslinien   liegenden    zu    demselben   Systeme    gehörigen    Punkte 

L,  M,  iVals  Angriffspunkte 
Fig.  123.  gewählt  werden   können, 

ohne  dass  in  der  Wirkung 
der  Kräfte  Etwas  geändert 
würde  (Fig.  123).  Die  An- 
wendung des  in  Gleichung 
72)  gefundenen  Satzes  auf 
diese  letzteren  nun  nicht 
mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkte  wir- 
kenden drei  Kräfte  führt 
zu  folgendem  Satze: 
Wenn  drei  Kräfte  einen  Körper  im  Gleichgewicht  halten,  so 
schneiden  ihre  Richtungslinien  einander  in  einem  Punkte,  und  ihre 
Grössen  verhalten  sich  wie  die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Winkel, 
welcher  später  unter  dem  Namen  des  „Satzes  von  den  drei  Kräftenu 
mehrfach  zur  Lösung  von  Aufgaben  benutzt  werden  wird. 

Eine  Störung  des  Gleichgewichtszustandes  würde  auch  dann 
nicht  eintreten ,  wenn  in  Fig.  123  die  beiden  Kräfte  P,  Q  durch 
ihre  Mittelkraft  ersetzt  würden,  und  wenn  als  Angriffspunkt  dieser 
letzteren  statt  des  Punktes  0  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Richtungs- 
linie liegender  Punkt  J  gewählt  würde.  Die  in  den  Punkten  Jfcf,  N 
wirkenden  Kräfte  P,  Q  haben  daher  genau  dieselbe  Wirkung,  wie  die 
in  dem  Punkte  J  wirkende  Kraft  B.  Es  kann  folglich  von  der  Mittel- 
kraft zweier  Kräfte  unter  Umständen  auch  dann  noch  die  Rede  sein, 
wenn  die  beiden  Kräfte  an  verschiedenen  Angriffspunkten  wirken. 
Zugleich  ist  der  in  diesem  Falle  zum  Auffinden  der  Mittel- 
kraft einzuschlagende  Weg  in  Fig.  123  indirect  schon  angedeutet. 
Wie  nämlich  die  beiden  am  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  0 
wirkenden  Kräfte  P,  Q  ersetzt  werden  konnten  durch  die  resp. 
in  den  Punkten  M,  N  wirkenden  Kräfte  P,  Q:  so  können  auch 
umgekehrt  diese  letzteren  —  falls  sie  die  unmittelbar  gegebenen 
sind  —  ersetzt  werden  durch  die  ersteren;  und  ergiebt  sich  hieraus 
für  die  Bestimmung  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte  die  Regel : 
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Man  verlege  die  Angriffspunkte  der  beiden  gegebenen  Kräfte  an 
den  Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungslinien  und  wende  alsdann  die 
für  Kräfte  mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  geltenden  Regeln  an. 

Für  die  beiden  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  <>eiten- 
krlifte  der  Mittelkraft  von  zwei   am  gemeinschaftlichen   Angriffs- 
punkte O  wirkenden  Kräfte 
Fig.  124.  K ,  und  K2  würden   nach 

*r  Fig.  124    die    Gleichungen 


<*R 


gelten : 


112)  R cosa  =  Kx  cos«, 
-'.»i.      ^  _j_  jf^  cog  a^ 

R  1 13)  R  sin  a  =  Kx  sin  o, 

-f-  K2  sin  «j. 


,:C 


=>J  -  -*«\.__.  '  Diese  beiden  Gleichun- 

q,>Äi:  \    \ __      _      gen  geben  vollständige  Aus- 

/  ^  kunft  über  Grösse  und  Rich- 

''      \„    ' \  f  tung  der  Mittelkraft  R  und 

*  "W-  würden    in  der   Mechanik 

P  des  einfachen    materiellen 

Punktes  vollkommen  aus- 
reichen, um  die  Mittelkraft  selbst  zu  bestimmen,  insofern  dort  selbst- 
verständlich der  Ort  des  materiellen  Punktes  als  Angriffspunkt  summt- 
licher  Kräfte,  folglich  auch  der  Mittelkraft  anzusehen  wäre.  Wenn 
dagegen  statt  des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  O  die  beiden 
Punkte  Ox  und  02  als  Angriffspunkte  resp.  der  beiden  Kräfte 
Kx  und  K2  gegeben  sind,  so  zeigt  es  sich,  dass  jene  beiden 
Gleichungen  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Mittelkraft  noch 
nicht  ausreichen.  Es  bedarf  vielmehr  in  dem  vorliegenden  Falle 
noch  einer  dritten  Gleichung,  durch  welche  ausgedruckt  wird, 
dass  von  allen  den  unendlich  vielen  Kräften,  welche  die  von  obigen 
beiden  Gleichungen  vorgeschriebene  Grösse  und  Richtung  besitzen, 
speciell  diejenige  gemeint  ist,  deren  Richtungslinie  durch  den  Durch- 
schnittspunkt 0  der  beiden  gegebenen  Kräfte  hindurchgeht 

Zu  diesem  Zwecke  kann  das  Gesetz  der  statischen  Momente 
(§  22,  Gleichung  53)  benutzt  werden;  denn  von  allen  Kräften. 
welche  den  obigen  beiden  Gleichungen  genügen,  ist  es  nur  eine 
einzige,  deren  Abstand  von  dem  festen  Punkte  P  der  Kraft-Ebene 
zugleich  die  bestimmte  Grösse  /  hat.  Wenn  also  zu  den  beiden 
Gleichungen  112)  und  113)  noch  die  Gleichung: 
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114)     Rl  =  Kxlx  +  K2l2 
hinzugefügt  wird,  so  sind  durch  diese  drei  Gleichungen  nunmehr 
Grösse,  Richtung  und  Lage  der  Mittelkraft  R  völlig  bestimmt. 

Die  obige  Beweisführung  gründete  sich  auf  die  Voraussetzung, 
dass  die  Richtungalinien  der  beiden  gegebenen  Kräfte  in  einem 
bestimmten  Punkte  zusammentreffen.  Wenn  aber  die  beiden 
Kräfte  parallel  sind,  so  existirt  ein  solcher  Durchschnittspunkt 
nicht.  Es  bleibt  also  noch  übrig,  zu  untersuchen,  ob  jene  drei 
Gleichungen  auch  für  diesen  Fall  noch  gültig  sind. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  kann  in  die* 
sem  Falle  als  rechtwinkelig  zur  Richtung  der  beiden  Kräfte 
stehend  angenommen  werden ;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall ,  so 
würde  durch  Verschiebung  eines  der  Angriffspunkte  längs  der 
betreffenden  Kraftrichtung  dieser  Fall  sofort  hergestellt  werden 
können. 

Wenn  man  an  den  Angriffspunkten  A  und  B  der  beiden 
gegebenen  Kräfte  noch  zwei  in  der  Verbindungslinie  AB  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirkende  gleich  grosse  Kräfte  Qx 
und  Q2  hinzufügt,  so  wird  dadurch  in  der  Wirkung  der  gegebenen 

Kräfte  Kx  und  K2  Nichts 
geändert,  denn  die  bei- 
den Kräfte  Qt  und  Q2 
werden  durch  die  Wi- 
derstände der  starren 
P*  Verbindungslinie  A  B 
aufgehoben  (Fig.  125). 
Die  Wirkung  der  vier 
A'^.  B       ~*Q>      Kräfte  ÜT,,  K2,  Qv  Q2 

ist  also  genau  dieselbe 
wie  die  der  zwei  Kräfte 
Kx,  K2.  Jene  vier  Kräfte 
können  aber  paarweise 
zu  den  Mittelkräften  P,  und  P2  vereinigt  werden.  Folglich  haben 
diese  letzteren  beiden  Kräfte  ebenfalls  genau  dieselbe  Wirkung 
wie  die  Kräfte  Kx  und  K2 ;  geben  auch  für  jede  beliebige  Ach- 
senrichtung dieselbe  Seitenkraft-Summe  und  in  Bezug  auf  jeden 
beliebigen  festen  Punkt  der  Ebene  dieselbe  Momenten -Summe 
wie  jene  Kräfte ;  denn  jede  von  den  beiden  Kräften  P  vertritt  in 
dieser  Beziehung  ihre  beiden  Seitenkräfte,  und  die  Beiträge  der 
Kräfte  Q  heben  bei  der  Summation  einander  auf.     Da  nun  die 
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Gültigkeit  der  drei  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  Mittelkraft  R 
von  den  beiden  Kräften  Pt ,  P2  schon  als  bewiesen  vorausgesetzt 
werden  darf,  insofern  deren  Richtungslinien  in  dem  Punkte  C 
einander  schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass  jene  drei  Gleichungen 
auch  zur  Bestimmung  der  Mittelkraft  von  den  beiden  gegebenen 
Kräften  Kx  und  K2  unmittelbar  benutzt  werden  dürfen:  denn 
jene  Mittelkraft  R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte 
Kx  und  K2, 

Aus  den  Gleichungen  112)  und  113)  ergeben  sich,  wenn  darin 
otj  =  «2  =  90°  substituirt  wird,  die  Werthe: 

115)  R  =  Kx  -f  K2     und    a  =  90°,  d.  h. : 

die  Mittelkraft  von  zwei  parallelen  Kräften  ist  gleich  deren  Summe 
und  hat  dieselbe  Richtung. 

Die  Gleichung  114)  kann  benutzt  werden,  um  den  Punkt  D 
zu  bestimmen,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der  beiden  An- 
griffspunkte von  der  Richtungslinie  der  Mittelkraft  geschnitten 
wird.  Wenn  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  für  die  statischen  Mo- 
mente gewählt  wird,  so  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

116)  0  — jrtIt  -  K2l2,  oder  -§L  = -J1  -. 

Die  beiden  Theile  also,  in  welche  die  Länge  AB  durch  die 
Richtungslinie  der  Mittelkraft  zerlegt  wird,  verhalten  sich  umge- 
kehrt wie  die  an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte. 

Wenn  man  durch  eine  Wiederholung  des  eben  angewendeten 
Verfahrens  die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  mit  einer  dritten 
zu  einer  Mittelkraft  vereinigt,  diese  letztere  wiederum  mit  einer 
vierten,  und  auf  gleiche  Weise  sich  das  Verfahren  weiter  fortge- 
setzt denkt,  so  findet  man,  dass  auch  für  beliebig  viele  in  der- 
selben Ebene  wirkende  Parallelkräfte  die  Sätze  gelten: 

Die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  ist  gleich  deren  Summe  und  hat 
dieselbe  Richtung. 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  der  Kraft-Ebene  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente 
aller  einzelnen  Kräfte  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  in  abgekürzter  Form  auch 
durch  die  beiden  Gleichungen  ausdrücken: 

117)  Ä  — 2(Ä),  118)    Rl  =  2(Kl). 
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Fig.  126. 


§  38. 
Kräftepaare  oder  Drehkräfte. 

Auch  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Parallelkräfte  von  un- 
gleicher Grösse  können  immer  durch  eine  Mittelkraft  ersetzt 
werden,  für  welche  die  drei  Gleichungen  112),  113),  114)  gültig 
sind.  Um  den  Beweis  dieses  Satzes  auf  den  vorigen  zurückzu- 
führen, ist  es  nur  erforderlich,  nachzuweisen,  dass  durch  Hinzu- 
fügen der  beiden 
gleich  grossen  ent- 
gegengesetzten Kräfte 
Qn  Q2  auch  in  die- 
sem Falle  zwei  Mittel- 
kräfte entstehen,  de- 
ren Richtungslinien 
irgendwo  zusammen- 
treffen (Fig.  126).  Für 
die  beiden  spitzen 
Winkel  et  und  s2, 
welche  die  beiden 
Mittelkräfte  Px  und 
P2   mit  der  Verbin- 


/>'C 


PS 

dungslinie  der  beiden 

Angriffspunkte  einschliessen ,   ergeben  sich  aus  den  betreffenden 
Kräfte- Parallelogrammen  die  Gleichungen: 


tg«i  = 


*, 


und    tg  e2  = 


_   *t 


Gi  —  -*-*-  q7 
Wenn  Kx  >  K2,  so  ist  auch  et  >  e2,  denn  die  beiden  Nenner 
Q,  und  Q2  sind  einander  gleich.  Sobald  also  die  beiden  gege- 
benen Kräfte  Kt  und  K2  verschiedene  Grösse  haben,  sind  auch 
die  beiden  Kräfte  P,  und  P2  verschieden  gerichtet,  treffen  also 
in  irgend  einem  Punkte  C  zusammen,  wo  ihre  Mittelkraft  R  auf 
die  gewöhnliche  Weise  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  be- 
stimmt werden  kann.  Da  im  Uebrigen  das  ganze  Beweisverfahren 
des  vorigen  Paragraphen  auch  auf  diesen  Fall  Anwendung  findet, 
«)  können  die  Gleichungen  112),  113),  114)  unmittelbar  zur  Be- 
stimmung der  Mittelkraft  benutzt  werden.  Aus  den  ersten  beiden 
Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  et,  =90°  und  a2  =  270°  ge- 
setzt wird,  die  Werthe : 

119)     R  =  Kl  —  K2    und    a  =  90°,  d.  h. 
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Die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  von  ungleicher  6rösse  und 
entgegengesetzter  Richtung  ist  gleich  deren  Differenz  und  hat  die  Rich- 
tung der  grösseren. 

Den  Durehschnittspunkt  D,  in  welchem  die  Verlängerung  der 
Verbindungslinie  AB  von  der  Richtungslinie  der  Mittelkraft  ge- 
schnitten wird,  findet  man  aus  der  Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente, welche,  wenn  eben  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  gewählt 
wird,  die  Form  annimmt: 

0  =  —  Kt  x  +  K%  (x+~AB). 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Abstand  der  Mittelkraft  von  der 
grösseren  Kraft  Art  der  Werth: 

120)  »-£-Jg. 

Setzt  man  K{  —  Ä"2,  so  erhält  man  für  die  Grössen  K  undx 
aus  den  Gleichungen  119)  und  120)  die  Werthe: 

R  =  0  und  x  =  oo, 
d.  h.  wenn  die  Wirkung  von  zwei  gleich  grossen,  entgegengesetz- 
ten Parallelkräften  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden  sollte. 
so  müsste  diese  Kraft  die  Grösse  Null  haben  und  zugleich  in 
unendlicher  Entfernung  angebracht  werden.  Hieraus  ergiebt  sieh 
der  Satz: 

Von  zwei  gleich  grossen  entgegengesetzt  gerichteten  Parallelkrlften 
gtebt  es  keine  Mittelkraft 

Ein  solches  Paar  von  gleich  grossen  entgegengesetzten  Paral- 
lelkräften wird  ein  Kräftepaar  oder  auch  —  insofern  die  Wirkung 
desselben  im  Hervorbringen  einer  Drehbewegung  bestehen  würde 
-  -  eine  Drehkraft  genaunt 

Der  ('instand,  dass  zwei  solche  Kräfte  sich  nicht  durch  eine 
ein/ige  Kraft  ersetzen  lassen,  bedingt  hinsichtlich  des  Aufsuchen* 
der  Gleichgewichtsbedingungen  eine  wesentliche  Abweichung  von 
dein  bisher  verfolgten  Wege. 

In  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes,  d.  h.  i» 
solchen  Fällen,  w.»  die  Kräfte  an  geuuinschaftiiehem  Angriffs- 
punkte wirkten,  kannte  die  Wirkung  hrln-hig  vieler  gegebener 
Kräfte  stets  durch  eine  einzige  Mittelkraft  ersetzt  werden.  Im 
die  allgemeinen  Gh  'ichgewichtsbtdiiigungtu  in  finden,  war  es  daher 
nur  »<»thig%  den  allgemeinen  matheuuiU^iien  Ausdruck  für  die 
Mittelkraft  ab/uhiteii  und  die^-n  Au>druck  alsdann  gleich  Null 
l\\  M't/en, 
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In  der  Mechanik  des  Systems  von  unveränderlich  verbundenen 
materiellen  Punkten  kann  dagegen  ein  solches  Verfahren  nicht 
zum  Ziele  fuhren.  Denn,  wie  das  vorliegende  Beispiel  zeigt,  kann 
bei  Kräften  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  —  spocielle  Fälle 
ausgeschlossen  —  von  einer  Mittelkraft  derselben  im  Allgemeinen 
gar  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Es  müssen  daher  ähnliche  Vor- 
teile, wie  sie  bisher  durch  Einführung  der  Mittelkraft  erreicht 
wurden,  hier  auf  anderem  Wege  erstrebt  werden. 

Bei  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  wurde 
mit  dem  Aufsuchen  der  Mittelkraft  lediglich  die  thunlichste  Ver- 
einfachung des  gegebenen  Falles  bezweckt,  und  als  grösstmögliche 
Vereinfachung  erwies  sich  die  Reduction  des  ganzen  gegebenen 
Kräfte-Systems  auf  eine  einzige  Mittelkraft.  Da  es  sich  nun 
herausgestellt  hat,  dass  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Pa- 
rallelkräfte für  sich  allein  ein  Kräfte-System  bilden,  dessen  Form 
einer  weiteren  Vereinfachung  nicht  mehr  fähig  ist,  so  müssen 
solche  Kräftepaare  einstweilen  als  einfache  Wirkungselemente  auf- 
gefasst  werden,  und  ist  deren  Wirkungsweise  deshalb  als  Gegen- 
stand einer  speciellen  Untersuchung  zu  behandeln,  in  derselben 
Weise  wie  früher  die  Wirkungsweise  einzelner  Kräfte  mit  gemein- 
schaftlichem Angriffspunkte  untersucht  worden  ist. 

Als  Resultat  dieser  Untersuchung  wird  sich  herausstellen: 
dass  die  Wirkung  beliebig  vieler  Kräftepaare  auf  einen  Körper 
genau  in  derselben  Weise  auf  geometrischem  Wege  bestimmt 
werden  kann,  wie  die  von  Einzelkräften,  mit  gemeinschaftlichem 
Angriffspunkte,  sobald  man  nur  auf  eine  bestimmte  sogleich  näher 
zu  erklärende  Weise  jedes  Kräftepaar  durch  eine  einzige  gerade 
Linie  von  bestimmter  Richtung  und  Länge  geometrisch  darstellt 
I an  willkürlich  zu  wählender  Stelle),  und  diese  Linien  alsdann 
wie  Repräsentanten  von  Einzelkräften  behandelt,  von  denen  die 
Mittelkraft  gefunden  werden  soll. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  der  Kräfte 
eines  Kräftepaars  kann  stets  als  rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung 
stehend  angenommen  werden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
würde  durch  Verlegung  des  einen  Angriffspunktes  dieser  Fall 
sofort  hergestellt  werden  können.  Der  Abstand  AB  =  l  zwischen 
den  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  wird  der  Hebelarm  des 
Kräftepaares  genannt,  und  das  Product 

K  l  =  Kraft  mal  Hebelarm  =  3H 

Ritler,  Mechanik.  11 
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wird  das  Moment  des  Kräftepaares  genannt  (Fig.  127).  Irgend 
eine  gerade  Linie  mn,  welche  rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Kräfte- 
paares gerichtet  ist  und  so  viele 
Längen -Einheiten  enthält  als  die 
Momenten -Zahl  3R  angiebt,  wird 
die  Achse  des  Kräftepaares  genannt. 
Es  lässt  sich  nachweisen,  dass 
durch  die  Grösse  und  Richtung 
yn  der  Achse  die  Wirkung  des  Kräfte- 

paares völlig  bestimmt  ist,  und 
dass  daher  diese  Achsen  als  geome- 
trische Repräsentanten  der  Kräfte- 
paare betrachtet  werden  dürfen, 
gerade  so  wie  bisher  slhon  immer 
durch  gerade  Linien  von  bestimmter  Richtung  und  Länge  die  ein- 
fachen Kräfte  geometrisch  dargestellt  wurden.  Wenn  man  von  will- 
kürlich zu  wählendem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  aus  die 
Achsen  sämmtlicher  gegebenen  Kräftepaare  abträgt  und  mit  diesen 
Achsen  so  verfährt,  als  wären  sie  Repräsentanten  von  einfachen 
Kräften,  deren  Mittelkraft  gefunden  werden  soll,  so  erhält  man 
als  Resultirende  die  Achse  desjenigen  Kräftepaares,  durch  welches 
die  sämmtlichen  gegebenen  Kräftepaare  ersetzt  werden  können, 
d.  h.  die  Achse  des  resultirenden  Kräftepaares. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  allgemein  zu  beweisen,  genügt 
es  zu  zeigen,  dass  derselbe  in  Bezug  auf  zwei  beliebig  gegebene 
Kräftepaare  richtig  ist,  dass  also  das  Parallelogramm-Gesetz  auch 
für  Kräftepaare  oder  Drehkräfte  gilt  —  vorausgesetzt,  dass  die- 
selben auf  die  eben  angegebene  Weise  durch  einfache  Linien  dar- 
gestellt werden. 


§39. 
Parallelogramm  der  Drehkräfte* 

A.    Kräftepaare  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Zwei  in  derselben  Ebene  wirkende  Kräftepaare  von  gleichen 
Momenten  und  entgegengesetzten  Drehungsrichtungen  halten  einander 
im  Gleichgewicht. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  der  in  §  37  ge- 
fundenen Regel  die  vier  gegebenen  Kräfte  K,  P  und  Ä", ,  Px  paar- 
weise durch  ihre  Mittelkräfte  ersetzt  und  zeigt,  dass  diese  beiden 
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Mittelkräfte  R  und  Rx  einander  aufheben  (Fig.  128).    Das  statische 
Moment  der  Mittelkraft  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  ist  gleich 

der  algebraischen  Summe  der  stati- 
Pig.  128.      ^  sehen  Momente  ihrer  Seitenkräfte: 

Kl—Pr 
folglich    gleich  Null,    weil    nach 
\        /  "^^      der  Voraussetzung  Kl  =  Pr  sein 

sollte.  Die  Richtungslinie  der  Kraft 
■<M  fk%     R  geht  also  durch  den  Punkt  B 

hindurch,  und  aus  gleichem  Grunde 
muss  die  Richtungslinie  der  an- 
deren Mittelkraft  Rx  durch  den 
**"--- -"-#&_  Punkt   A    hindurch   gehen.     Die 

/  V  beiden  Kräfte  R  und  Rx  haben 

*Rt  ausserdem  gleiche  Grösse  und  wir- 

ken nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen, denn  die  betreffenden  Kräfteparallelogramme  bei  den 
Punkten  A  und  B  unterscheiden  sich  nur  durch  die  entgegen- 
gesetzten Richtungen  der  gleichliegenden  Seiten  von  einander.  Es 
halten  daher  die  beiden  Mittelkräfte  —  und  folglich  auch  ihre 
vier  Seitenkräfte  —  einander  im  Gleichgewicht. 

Wären  die  Richtungslinien  sämmtlicher  vier  gegebenen  Kräfte 
parallel  gewesen,  so  würde  man  je  zwei  gleich  gerichtete  durch 
ihre  Mittelkraft  ersetzen  und  als  Drehpunkt  für  das  statische 
Moment  der  einen  Mittelkraft  irgend  einen  Punkt  in  der  Rich- 
tungslinie der  andern  wählen  können.  Da  nach  §  37  auch  für 
die  Mittelkraft  von  zwei  gleichgerichteten  Kräften  das  Gesetz  der 
statischen  Momente  gilt,  so  würde  das  im  Uebrigen  mit  dem 
Vorigen  übereinstimmende  Beweisverfahren  ergeben,  dass  auch  in 
diesem  Falle  die  beiden  Mittelkräfte,  folglich  auch  die  beiden 
Kräftepaare,  einander  im  Gleichgewicht  halten. 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dass  die  Wirkungen  von  zwei 
in  derselben  Ebene  liegenden  Kräftepaaren  übereinstimmen,  wenn 
sie  gleiche  Momente  und  gleiche  Drehungsrichtungen  haben;  dass 
also  in  solchem  Falle  das  eine  durch  das  andere  ersetzt  werden 
kann,  ohne  dass  dadurch  etwas  geändert  würde.  Denn  durch  das 
Hinzufügen  der  vier  einander  gleichen  und  paarweise  einander 
aufhebenden  Parallel-Kräfte  Pv  P2,  Ps,  P4  wird  in  der  Wirkung 
des  gegebenen  Kräftepaares  Kv  K2  Nichts  geändert  (Fig.  129). 
Wenn  die  Kräfte  P  so  gewählt  werden,  dass  die  Producte : 

11* 
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Pr  und  Kl 

einander  gleich  sind,  so  heben  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden 

Kräftepaare : 

P3,  P4  und  K„  K2 

einander  auf,  können  daher  auch  fortgelassen  werden,   und  das 
noch   übrig  bleibende  Kräftepaar  Px ,   P2   hat  demnach   dieselbe 

Wirkung  wie  das  ursprünglich 
Fig.  129.        ^  gegebene   Kräftepaar  KtJ  K2. 

Hieraus  folgt  ferner,   dass 
beliebig  viele  in  einer  und  der- 
selben Ebene  wirkende  Kräfte- 
^■--o.  /      paare  sämmtlich  ersetzt  werden 

/         '  £       können  durch  Kräftepaare,  wel- 

r  *       che  ebenso  grosse  Momente  und 

^^/  eine  und  dieselbe  gerade  Linie 

^^^ij  als   gemeinschaftlichen   Hebel- 

arm haben;  und  alle  diese 
wiederum  durch  ein  einziges  Kräftepaar,  dessen  Kraft  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  an  einem  der  Endpunkte  des  Hebelarms 
wirkenden  Kräfte,  dessen  Moment  folglich  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  Momente  der  ursprünglich  gegebenen  Kräftepaare 
sein  muss. 

B.  Kr&ftepaare  in  parallelen  Ebenen. 
Um  nachzuweisen,  dass  die  vorigen  Sätze  auch  für  Krafte- 
paaare in  parallelen  Ebenen  gelten,  genügt  es  zu  zeigen,  dass 
man,  ohne  die  Wirkung  eines  Kräftepaares  zu  ändern,  dasselbe 
aus  seiner  Ebene  I  in  die  ihr  parallele  Ebene  II  hinein  versetzen 
kann  (Fig.  130).  Wenn  zu  den  Kräften  Kv  K2  des  gegebenen 
Kräftepaares  noch  die  vier  ihnen  gleichen  und  parallelen,  paar- 
weise einander  aufhebenden  Kräfte  Kz,  K4,  Ks,  Kt  an  den  End- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seite  des  Rechtecks  ABDC  hinzu- 
gefügt werden,  so  wird  dadurch  keinerlei  Aenderung  hervorgebracht. 
Die  beiden  Kräfte  Kv  Kh  können  alsdann  durch  ihre  Mittel- 
kraft ÄM  ebenso  die  beiden  Kräfte  K2,  KA  durch  ihre  Mittel- 
kraft R2  ersetzt  werden.  Den  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt 
iliewir  beiden  Mittelkräfte  bildet  der  Durchschnittspunkt  der  bei- 
den Diagonalen  des  Rechtecks  ABDC,  weil  nach  Gleichung  116) 
die  Verbindungslinie  der  Angriffspunkte  von  zwei  gleich  grossen 
gleichgerichteten  Kräften  durch  die  Richtungslinie  ihrer  Mittel- 
kraft halbirt  wird.  Es  halten  daher  die  beiden  Mittelkräfte  Rl%  A*2, 
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folglich  auch  die  vier  Kräfte  Kt,  Kb,  iT2,  ÜT4,  welche  durch  sie 
ersetzt  wurden,  einander  im  Gleichgewicht,  und  können  fortge- 
lassen werden,  ohne  dass 
dadurch  Etwas  geändert 
würde.  Die  noch  übrig 
bleibenden  beiden  Kräfte  2T3, 
ÜT6  bilden  nunmehr  in  der 
Ebene  II  ein  Kräftepaar, 
welches  genau  dieselbe  Wir- 
kung hat,  wie  das  ursprüng- 
lich gegebene  Kräftepaar  in 
der  Ebene  I. 

Da  innerhalb  jeder  von 
diesen  beiden  Ebenen  ein 
Kräftepaar  ersetzt  werden 
kann  durch  irgend  ein  an- 
deres Kräftepaar  von  glei- 
chem Momente  und  gleicher  Drehungsrichtung,  so  ist  hiermit 
der  Satz  allgemein  bewiesen:  dass  die  Wirkungen  zweier  Kräfte- 
paare übereinstimmen,  wenn  ihre  Drehungs-Ebenen  parallel,  ihre 
Momente  und  Drehungsrichtungen  gleich  sind.  Aus  der  Verbin- 
dung dieses  Satzes  mit  dem  vorher  schon  bewiesenen  ergiebt  sich 
nunmehr  der  Satz: 

Kräftepaare  mit  parallelen  Drehungs-Ebenen  können  ersetzt  werden 
durch  ein  resultirendes  Kräftepaar,  dessen  Moment  gleich  der  algebrai- 
schen Summe  der  Momente  sämmtlicher  gegebenen  Kräftepaare  zu 
setzen  ist,  und  als  dessen  Drehungs-Ebene  irgend  eine  den  gegebenen 
parallele  Ebene  gewählt  werden  kann. 

C.  Kräftepaare  in  nicht  parallelen  Ebenen. 
Zwei  Kräftepaare,  deren  Drehungsebenen  einander  schneiden, 
können  immer  dargestellt  werden  als  zwei  Kräftepaare  K,  Kx  und 
P,  Pv  welche  an  irgend  einem  willkürlich  gewählten  Stücke  AB=-l 
der  Durchschnittslinie  als  gemeinschaftlichem  Hebelarm  wirken; 
denn  innerhalb  seiner  Drehungsebene  kann  (nach  früher  bewiesenem 
Satze)  jedes  Kräftepaar  beliebig  verschoben  werden  und  durch 
ein  anderes  Kräftepaar  von  gleichem  Momente  und  gleicher 
Drehungsrichtung  ersetzt  werden  (Fig.  131).  Die  an  dem  End- 
punkte A  wirkenden  beiden  Kräfte  K,  P  können  alHdatifj  rutch 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  li  vereinigt 
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Fig.  131. 
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werden;  ebenso  die  am  anderen  Endpunkte  B  wirkenden  beiden 
Kräfte  Kn  Px   zur  Mittelkraft  Rx.    Da  die  betreffenden  beiden 

Kräfteparallelogramme  sich  nur 
durch  die  entgegengesetzten  Rich- 
tungen der  gleichliegendea  Seiten 
von  einander  unterscheiden,  so 
haben  diese  beiden  Mittelkräfte 
/?,  Kx  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung ,  bilden 
also  ein  Kräftepaar.  Das  Moment 
dieses  resultirendeu  Kräftepaares 
ist  R.l,  und  die  Drehungsebeue 
desselben  bildet  mit  der  Ebene  I 
denselben  Winkel  ^p,  welchen  die 
beiden  Kräfte  R  und  K  mit  ein- 
ander einschliessen.  Es  soll  nach- 
gewiesen werden,  dass  die  Dia- 
gonale OL  des  aus  den  Achsen 
OM  und  ON  der  beiden  gege- 
benen Kräftepaare  an  willkürlich 
gewählter  Stelle  gebildeten  Paral- 
lelogramms OMLN  diejenigen 
Eigenschaften  besitzt,  welche  der 
Achse  des  resultirendeu  Kräfte- 
paares zukommen. 

Die  Linie  O  AI  soll  die  Achse 
des  Kräftepaares  iC,  A",  dar- 
Hielten,  steht  also  rechtwinkelig  zur  Ebene  I  und  hat  die  Länge 
A\ /;  die  Linie  OX  soll  auf  gleiche  Weise*)  die  Achse  des 
KriLftepaures  1\  I\  darstellen,  steht  also  rechtwinkelig  zur 
Kheno  II  und  hat  die  Länge  P.L  Die  beiden  Parallelogramme 
«I  VI)  K  und  OM  LS9  sind  einander  ähnlich:  denn  erstens  ist  der 
Winkel  «  zwischen  den  beiden  Achsen  OM  und  Obgleich  dem 
Winkel  /.wischen  deu  beiden  Ebenen  I  und  IL  folglich  auch  gleich 
dem  Winkel  /.wischen  den  beiden  Kräften  K  und  /*  und  zweitens 
nind  die  Seiten  des  Parallelogramms  OMLX  sämmtlich  l  mal  so 
grtiNH  als  die  gleich  Kegeudeu  Seiten  des  anderen.    Die  Diagonale 
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•1  Huwiihihch  der  Kichiungen,  iu  welchen  die  Achsen  abzutragen  sind, 
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OL  ist  daher  ebenfalls  l  mal  so  gross  als  die  gleichliegende  Diago- 
nale R  des  anderen,  hat  demnach  die  Grösse  R .  Z,  und  die  Winkel, 
welche  die  Diagonale  OL  mit  den  Seiten  OM  und  ON  bildet, 
sind  gleich  den  Winkeln,   welche   die  Diagonale  R  resp.  mit  den 
Seiten  K  und  P,   folglich  gleich  den  Winkeln,  welche  die  Ebene 
des  resultirenden  Kräftepaares  resp.   mit  den   Ebenen  I  und  II 
einschliesst.     Hieraus  folgt,  dass  die  Linie  OL  rechtwinkelig  zur 
Ebene  des  resultirenden  Paares  steht,  dass  also  die  Diagonale  des 
Achsenparallelogrammes  nicht  nur  der  Grösse,   sondern  auch  der 
Richtung   nach    die    Achse    des    resultirenden    Paares    darstellt. 
Irgend   ein    Kräftepaar,    dessen    Ebene    rechtwinkelig    zu   dieser 
Achse  steht,  und  dessen  Momentenzahl  mit  der  Längenzalü  dieser 
Achse  übereinstimmt,  kann  als  das 'Resultirende   der  beiden  ge- 
gebenen   Kräftepaare    betrachtet   werden   —  vorausgesetzt,    dass 
zwischen   der  Drehungsrichtung   dieses  Kräftepaares  und  dessen 
Achsenrichtung  dieselben  Beziehungen  stattfinden,    wie  zwischen 
den  Drehungsrichtungen   der    gegebenen   Kräftepaare    und  deren 
Achsenrichtungen. 

Es  ist  nämlich,  wenn  die  Construction  jenes  Achsen-Paralle- 
logrammes  unter  allen  Umständen  zu  dem  richtigen  Resultate 
fuhren  soll,  erforderlich,  bei  dem  Abtragen  der  Achsen  consequent 
nach  einer  und  derselben  Methode  zu  verfahren,  um  dadurch  ge- 
gewisse Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  welche  sonst  überall  da 
sich  einstellen,  wo  von  der  Richtung  einer  geraden  Linie  und  von 
der  Richtung  einer  Drehbewegung  die  Rede  ist.  In  der  Norma- 
len einer  Ebene  giebt  es  —  wie  überhaupt  in  jeder  geraden 
Linie  —  zwei  entgegengesetzte  Richtungen,  und  muss  daher  ein 
für  alle  Male  festgestellt  werden,  nach  welcher  von  beiden  Seiten 
hin  die  Achse  eines  gegebenen  Kräftepaares  allemal  abgetragen 
werden  soll. 

Die  Drehungsebene  jedes  Kräftepaares  theilt  den  unendlichen 
Raum  in  zwei  Hälften,  welche  —  zwar  an  sich  unterschiedslos 
—  doch  insofern  unterschieden  werden  können,  als  die  Beziehun- 
gen der  Drehungsrichtung  des  Kräftepaares  zu  diesen  beiden 
Raum-Hälften  verschieden  sind.  Diejenige  Raumhälfte  soll  in 
Bezug  auf  das  Kräftepaar  als  die  „positive**  bezeichnet  werden, 
von  deren  Punkten  aus  betrachtet  die  demselben  entsprechende 
Drehbewegung  als  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  erscheinen 
würde,  d.  h.  übereinstimmend  mit  der  Ürehungsrichtuug  der 
Zeiger  einer  gewöhnlichen  Uhr,  wie  sie  einem  von  der  Vorder- 
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seite  aus  gegen  das  Zifferblatt  sehenden  Beobachter  erscheint,  die 
andere  als  die  negative.  Dem  entsprechend  soll  als  die  positive 
Richtung  der  Normalen  jener  Drehungsebene  diejenige  bezeichnet 
werden,  welche  aus  der  negativen  in  die  positive  Raum-Hälfte 
hineinführt. 

Wenn  von  irgend  einem  Punkte  O  aus  die  Achse  eines 
gegebenen  Kräftepaares  abgetragen  werden  soll,  so  ist  es  an  sich 
gleichgültig,   nach  welcher  von  beiden  Seiten  hin  —   ob   in   der 

Richtung  von  0  nach  AI 
Fig.  132.  oder  von  O  nach  N  — 

die   Länge   3JZ   (gleich 
dem  Momente  des  Kräf- 
tepaares)    abgetragen 
wird  (Fig.  132).    Da  es 
indessen,   wo  mehrere 
►  +  Kräftepaare   gleichzei- 
tig vorkommen,   erfor- 
derlich ist,  alle  diese 
$2  Kräftepaare    in    über- 
6               M      einstimmender    Weise 

zu  behandeln,  so  em- 
pfiehlt es  sich,  von 
vornherein  für  eine  dieser  beiden  Methoden  sich  zu  entscheiden, 
und  soll  aus  diesem  Grunde  hier  festgesetzt  werden,  dass  allemal 
die  positiven  Richtungen  der  betreffenden  Normalen  als  Rich- 
tungen der  Achse  gewählt  werden  sollen.  Für  das  in  Fig.  132 
dargestellte  Kräftepaar  würde  demnach  das  Stück  OM  =  2R  als 
geometrische  Darstellung  der  Achse  zu  wählen  sein.  Die  Achse 
eines  entgegengesetzt  drehenden  Kräftepaares  derselben  Ebene 
würde  in  der  Richtung  von  O  nach  N  hin  abzutragen  sein. 

Nachdem  hiermit  in  Bezug  auf  zwei  beliebig  gegebene  Kräfte- 
paare der  allgemeine  Reweis  geführt  worden  ist:  dass  das  resulti- 
rendo  Kräftepaar  mittelst  genau  derselben  geometrischen  Methode 
bestimmt  werden  kann,  welche  bei  zwei  einfachen  Kräften  mit 
gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  zur  Bestimmung  der  Mittel- 
kraft benutzt  wurde,  so  können  nunmehr  auch  zur  Bestimmung 
des  Resultirendeu  von  mehr  als  zwei  beliebig  gegebenen  Kräfte- 
paaren ohne  Weiteres  alle  diejenigen  Sätze  und  Regeln  angewendet 
werden,  welche  in  §  18  für  die  Bestimmung  der  Mittelkraft  von 
mehr  als  zwei  beliebig  gegebenen  einfachen  Kräften  mit  gemein- 
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Flg.  133. 
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schaftlichera  Angriffspunkte  gefunden  wurden.    Die  Aufgabe,   von 
beliebig  vielen  beliebig  gegebenen  Kräftepaaren  das  Resultirende 

zu  finden,  ist  damit 
zurückgeführt  auf 
die  Aufgabe:  von 
mehreren  einfachen 
Kräften  mit  gemein- 
schaftlichem An- 
/    g?  /  griffspunkte  die  Mit- 

/  telkraft    zu   finden. 

Wenn  also   mit 
„4  2»!,  ÜR2...3»»die 

Momente  der  gege- 
benen Kräftepaare, 
mit  Xn  |At,  Vj  . . . 
X„,  H-m  vn  die  Win- 
kel bezeichnet  wer- 
j&*  den,    welche    deren 

Achsenrichtungen 

mit  drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehenden  Coordinaten-Achsen 
einschliessen,  und  wiederum  abkürzungsweise  die  Bezeichnungen 
eingeführt  werden: 

3R*  =  3Rt  cos  Xj  +  2B2  cos  X2  +  . . .  üttn  cos  X„ 
2By  =  2R,  cosfij  +  SWj  c09!4*  +  •  •  •  ^  c08  P» 
ÜK8  =  2R,  cos  Vi  +  2R2  cos  v2  -f  •  •  •  Wn  cos  v» 
so  gelten  mit  Bezug   auf  Fig.  133   für  das  Moment  SB  und  die 
Achsenrichtung  des  resultirenden  Kräftepaares  die  den  Gleichun- 
gen 42)  ...  45)  des  §  18  analog  gebildeten  Gleichungen: 


/ 


V 


/ 


,?' 


121)   a»  =  ]/ük^  +  K  +  3»' 


122) 


cos  X  =  -^ 


123)     cos  jjl  = 
§40. 


M, 


W 


124)     cos  v  =  -^ 


Allgemeine  Gleichgewichtsbedingungen  eines  Systems  von 
unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten. 

Es  sollen  die  Bedingungen  festgestellt  werden,  welche  erfüllt 
»ein  müssen,  wenn  die  an  den  Angriffspunkten  Pp  P2  .  .  .  Pn  auf 
ein  System  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  wirken- 
den Kräfte  Kt ,  K2  ...  Ka  einander  im  Gleichgewicht  halten  sollen. 


ft 

A 
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Ohne  in  der  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  Etwas  zu  ändern, 
kann  man  an  irgend  einem  beliebig  gewählten  Punkte  A  des 
Systems  in  einer  Richtungslinie  parallel  der  Kraft  Kx  zwei  ent- 
gegengesetzte Kräfte  hinzufügen,  deren  jede  gleich  Kx  ist.  Au 
derselben  Stelle  A  kann  man  ferner,  ohne  etwas  zu  ändern,  in  einer 
Richtungslinie  parallel  der  Kraft  K2  zwei  entgegengesetzte  Kräfte 

hinzufügen ,    deren    jede 

Fig.  134.  gleich  K2  ist.  Auf  gleiche 

%2  i  *      Weise  kann  man  in  Bezug 

/  auf  alle   übrigen   Kräfte 

K  I  /  verfahren  (Fig.  134).  Statt 

..      o  /  jeder  einzelnen  von  den  n 

^2  /      J       PM  gegebenen  Kräften  erhält 

man  alsdann  drei  Kräfte: 

K*c  >/  die  eine  von  diesen  drei 

^;  Kräften  hat  in  dem  Punkte 

" -*»*  A     ihren     Angriffspunkt 

/  /  und  gleiche  Richtung  mit 

/    *  der   unmittelbar   gegebe- 

K+       J  nen    Kraft;    die    beiden 

anderen  Kräfte  bilden 
allemal  ein  Kräftepaar,  bestehend  aus  der  unmittelbar  gege- 
benen Kraft  und  der  gleich  grossen  parallel  entgegengesetzten 
Kraft  in  dem  Punkte  A.  Man  erhält  also  im  Ganzen  n  einfache 
Kräfte  von  bekannter  Richtung  und  Grösse  an  dem  gemeinschaft- 
lichen Angriffspunkte  A ,  und  ausserdem  n  Kräftepaare ,  deren 
Momente  und  Achsen-Richtungen  aus  der  Lage  des  willkürlich 
gewählten  Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Kräften  zu  bestim- 
men sind. 

Die  n  einfachen  Kräfte  am  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
punkte A  können  durch  ihre  Mittelkraft  R  ersetzt  werden,  und 
jene  n  Kräftepaare  können  nach  den  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Regeln  zu  einem  resultirenden  Kräftepaare  vom  Mo- 
mente üß  zusammengesetzt  werden.  Da  nach  §  38  ein  Kräfte- 
paar niemals  durch  eine  einzelne  Kraft  aufgehoben  werden  kann, 
so  ist  Gleichgewicht  nur  dann  vorhanden,  wenn  jene  Mittelkraft 
für  sich  allein  gleich  Null  ist,  und  zugleich  das  Moment  jene** 
resultirenden  Kräftepaares  für  sich  allein  gleich  Null  ist.  I>io 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  also  durch  die 
beiden  Gleichungen  ausdrücken: 
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125)    Ä  =  0.         126)     ÜW  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  enthält  indessen  drei 
andere  Gleichungen.  Denn  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Mittel- 
kraft von  n  einfachen  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angriffs- 
punkte ist  nach  Gleichung  42): 

R  =  Vß[  +  jjj  +  j£ 

und  der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Moment  des  Resultirenden 
von  n  gegebenen  Kräftepaaren  ist  nach  Gleichung  121): 

Die  unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Glieder  können  als 
Quadratzahlen  nie  negativ  sein;  dass  also  die  beiden  Grössen 
R  und  3R  gleich  Null  werden,  ist  nur  dadurch  möglich,  dass  jedes 
dieser  Glieder  für  sich  gleich  Null  wird.  Die  Gleichungen  125) 
and  126)  enthalten  daher  folgende  sechs  Bedingungsgleichungen: 

127)     Kx  =  0,        128)      #y=0,        129)     Ä,  =  0, 
130)    3H,  =  0,        131)    2Ry=0,        132)    ü»,  =  0. 

Die  vollständige  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  erfordert 
nur  noch,  dass  die  in  diesen  sechs  Gleichungen  vorkommenden 

Grössen  ausgedrückt  wer- 
den durch  die  unmittelbar 
gegebenen  Grössen.  Als 
solche  sind  zu  betrachten: 
erstens,  die  Grössen  der 
einzelnen  Kräfte  Kx  ...  Kn, 
zweitens ,       die       Winkel 

*  i »  P  i  1 7  i  —  *»i  ß*,  7»'  welche 
die  einzelnen  Kräfte  mit 
den  drei  Coordinaten-Ach- 
sen  einschliessen ,  drittens 
die  Coordinaten  ihrer  An- 
griffspunkte xv  yx,  z,  . .  . 

a?n,  yn,  *n  (Fig.  135). 

Die  in  den  ersten  drei 
Gleichungen     vorkommen- 
%  den  Grössen  i?x,  Äy,  Rz 

bedeuten  nichts  Anderes  als 
die  drei  Seitenkräfte  derjenigen  Mittelkraft,  welche  die  gegebe- 
nen Kräfte  in  dem  Falle  bilden  würden,   wenn  sie  alle  an  dem 


Fig.  135. 
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gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  A  wirkten  —  eine  jede  parallel 
ihrer  ursprünglich  gegebenen  Richtung.  Die  Grössen  Äx,  /?,,  tix 
haben  daher  für  den  vorliegenden  Fall  genau  dieselbe  Bedeutung, 
welche  bereits  in  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes 
diesen  Grössen  beigelegt  wurde,  nämlich: 

133)Äx  =  2(JTco8a),  134)  i?y=2(#cosß),  135)  Ä,  =  2(ZcosT}. 

Die  in  den  anderen  drei  Gleichungen  vorkommenden  drei 
Grössen  2RX,  2W7,  3K«  bedeuten  die  Achsen  oder  Momente  von 
drei  Kräftepaaren,  deren  Achsenrichtungen  resp.  mit  den  drei 
Coordinaten-Achsen  zusammenfallen,  und  durch  deren  Zusammen- 
setzung das  resultirende  Kräftepaar  entsteht.  Man  bestimmt  diese 
drei  Grössen,  indem  man  die  Achse  jedes  der  n  Kräftepaare  nach 
den  drei  Coordinaten-Richtungen  zerlegt  wie  eine  einfache  Kraft, 
und  alsdann  die  für  jede  der  drei  Richtungen  von  den  einzelnen 
Kräftepaaren  gelieferten  Beiträge  zu  einer  algebraischen  Summe 
zusammenfasse 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  jede  der  drei  Grössen  2ÄX,  9Ry,  9R, 
nichts  Anderes  bedeutet,  als  die  algebraische  Summe  der  stati- 
schen Momente  der  ursprünglich  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  betreffende  Coordinaten-Achse  genommen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  genügt  es  zu  zeigen,  dass  der- 
selbe in  Bezug  auf  eine  der  drei  Grössen  richtig  ist,  z.  B.  in  Be- 
zug auf  die  Grösse  2WX;  und  hierzu  wiederum  wird  es  ausreichen, 
wenn  gezeigt  wird,  dass  der  von  einem  der  n  Kräftepaare  her- 
rührende Beitrag  zu  der  Summe  3RX  das  statische  Moment  der 
betreffenden  Kraft  in  Bezug  auf  die  -X-Achse  bildet.  Es  soll  zu 
diesem  Zwecke  nachgewiesen  werden,  dass  der  bei  Zerlegung  der 
Achse  des  Kräftepaares  K{  Kt  in  die  Richtung  A  X  fallende  Bei- 
trag zu  der  Grösse  9ftx  das  statische  Moment  bildet  von  der  in  dem 
Punkte  Px  wirkenden  Kraft  Kx  in  Bezug  auf  die  Achse  AX 

Wenn  man  an  jedem  der  beiden  Angriffspunkte  A  und  Pt 
die  Kraft  Kx  in  ihre  drei  Seitenkräfte  zerlegt,  so  erhält  man  statt 
des  einen  Kräftepaares  Kx  Kx  drei  andere  Kräftepaare  bestehend 
resp.  aus  den  Kräften  Kx  cos  «,,  Kx  cos  ßn  Ä'cos  7,  (Fig.  136).  Die 
Achse  des  Kräftepaares  K{  cos  at  steht  rechtwinkelig  zur  Achse 
AX}  weil  die  letztere  in  der  Drehungsebeue  ABPt  dieses  Kräfte- 
paares liegt;  die  Achse  dieses  Kräftepaares  kann  daher  bei  der 
Zerlegung  keinen  Beitrag  zu  der  Summe  üßx  liefern,  und  darf 
also  bei  der  Bestimmung  dieses  Beitrages  unberücksichtigt  bleiben. 
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Ohne  in  der  Wirkung  der  Kräfte  Etwas  zu  ändern,   kann 
man  zu  den  noch  übrig  bleibenden  beiden  Kräftepaaren  die  beiden 

an  den  Endpunkten  der 
Linie  BD  einander  auf- 
hebenden  Kräfte  üTj  cos  ß  t 
und  die  beiden  an  den 
Endpunkten  der  Linie 
BE  einander  aufheben- 
den Kräfte  Kx  cos  ^x 
hinzufügen,  wodurch  aus 
jenen  zwei  Kräftepaaren 
nunmehr  vier  Kräfte- 
paare entstehen  (Fig.137). 
Die  in  den  Punkten  A 
und  D  wirkenden  beiden 
Kräfte  Kx  cos  ß,  bilden 
zusammen  ein  Kräfte- 
paar, in  dessen  Drehungsebene  die  Achse  A  X  liegt;  ebenso  auch 
die  in  den  Punkten  A  und  E  wirkenden  beiden  Kräfte  Kt  cos  fi- 
Die  Achsen  dieser  letzteren  beiden  Kräftepaare  sind  demnach 
rechtwinkelig  zu  A  X  gerichtet  und  können  bei  der  Zerlegung 
keinen  Beitrag  zu  der  Summe  2ßx  liefern. 

Flg.  137. 


Fig.  138. 


Es  bleiben  daher  nur  noch  die  beiden  in  Fig.  138  allein  an- 
gegebenen Kräftepaare  übrig,  deren  Drehungsebenen  beide  recht- 


m 
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Fig.  139. 


winkelig  zur  Richtung  AX  stehen,  deren  Achsen  also  mit  dieser 
Richtung  zusammenfallen,  deren  Momente  Kx  cos  7,  .  #,  und 
Kx  cosß,  .z,,  daher  unmittelbar  die  Beiträge  darstellen,  welche 
das  Kräftepaar  K{  Kx  zu  der  Summe  3D?X  liefert.  Nach  der  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  hat  die 
Achse  des  ersteren  die  Richtung  von  A  nach  X,  die  des  letzteren 
die  Richtung  von  X  nach  A.  Die  erstere  liefert  daher  einen 
positiven,  die  letztere  einen  negativen  Reitrag  zu  der  in  der 
Richtung  von  A  nach  X  hin  abzutragenden  Grösse  3RX.  Der 
ganze  von  dem  Kräftepaare  Kx  Kx  herrührende  Beitrag  zu  der 
Summe  3ttx  hat  demnach  die  Grösse: 

136)  9RX  =  Ä'cos71  yx  —  Kx  cosß,  zv 

Nach  dem  Gesetze  der  statischen  Momente  (§  22)  ist  das 
statische  Moment  der  Kraft  Kx  gleich  der  algebraischen  Summe 
der    statischen   Momente    ihrer    drei  Seitenkräfte    in    Bezug   auf 

irgend  eine  Achse.  Die 
statischen  Momente  die- 
ser drei  Seitenkräfte  in 
Bezug  auf  die  Achse  AX 
sind  nach  Fig.  139: 

+  <fftcoB7l3r1, 

—  Kx  cos  ß  j  z, ,  und  Null. 

Die  algebraische  Sum- 
me dieser  drei  Grössen 
ist  identisch  mit  dem  in 
Gleichung  136)  gefunde- 
nen Werthe  von  3RS,  folg- 
lich ist  der  von  dem  Kräf- 
tepaare  Kx  Kx  zu  der 
Summe  3WX  gelieferte 
Beitrag  nichts  Anderes 
als  das  statische  Moment  der  an  dem  Angriffspunkte  Px  wirken- 
den ursprünglich  gegebenen  Kraft  Ä~,  in  Bezug  auf  die  Achse  AX. 
Die  Grösse  9MX  selbst  bedeutet  also  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  sämmtlicher  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf 
diese  Achse  und  kann  in  abgekürzter  Form  ausgedrückt  werden 
durch  die  Gleichung: 

137)  3KX  =  2  (K  cos  y  y  —  K  cos  ß  z). 


KfOsat 
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Die  obige  Beweisführung  würde  ihre  Gültigkeit  nicht  verlie- 
ren, wenn  mit  A  X  diejenige  Achse  bezeichnet  würde,  welche  hier 
A  Y  genannt  wurde,  und  die  Grösse  3RX  demzufolge  diejenige 
Bedeutung  erhielte,  welche  vorher  die  Grösse  9My  hatte.  Dasselbe 
gilt  von  derjenigen  Veränderung  in  der  Bezeichnungsweise,  bei 
welcher  die  Grössen  SR,  und  3RX  ihre  Bedeutungen  mit  einander 
vertauschen  würden.  Hieraus  folgt,  dass  die  drei  Grössen  SR», 
9Ry,  ÜB«  resp.  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten-  Achsen  die 
gleichen  Bedeutungen  haben.  Jede  dieser  drei  Grössen  bedeutet 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  gegebenen 
Kräfte  auf  die  betreffende  Coordinaten-Achse  bezogen.  Für  3Ky 
und  9W«  ergeben  sich  hiernach  die  Werthe: 

138)  2Ry  =  2  (Kcob  *  z  -  Kcos  T  x) 

139)  2»,  =  I  (JTcos  p  x  —  JSTcos  a  y). 

Wenn  man  die  in  den  Gleichungen  133),  134),  135)  und 
137),  138),  139)  gefundenen  Werthe  für  die  in  den  Gleichungen 
127) . . .  132)  vorkommenden  Grössen  substituirt,  so  erhalten  die 
sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  nun- 
mehr die  Form: 

140)  2(JTcosa)  =  0 

141)  2(£:cosß)  =  0 

142)  2(JTcosT)  =  0 

143)  2  (AT  cos  T  y  —  #cos  ß«)  =  0 

144)  2  (K  cos  ol  z  —  K  cos  7  x)  =  0 

145)  2  (Kcoa  p  x  —  iTcos  «y)  =  0. 

Die  Bedeutung  dieser  sechs  allgemeinen  Bedingungsgleichungeu 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  Worten  ausdrücken: 

Wenn  die  auf  ein  System  von  unveränderlich  mit  einander  ver- 
bundenen materiellen  Punkten  wirkenden  Kräfte  einander  im  Gleich- 
gewicht halten,  so  ist  für  jede  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
stehenden  Coordinaten- Achsen : 

erstens,  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkeliger  Zer- 
legung in  diese  Richtung  fallenden  Seitenkräfte  gleich  Null; 

zweitens,  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  Kräfte  in  Bezug  auf  diese  Achse  gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  befindet 
sich  das  System  im  Gleichgewichtszustande. 

Da  ferner  die  Lage  jenes  Coordinaten-Systems  eine  willkür- 
lich zu  bestimmende  war,   so  ist   der  obige  Satz  auch  für  jede 
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andere  Achsenrichtung  als   gültig  zu  betrachten  und  kann  daher 
auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  festen  KSrper 
ist  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in  eine 
und  dieselbe  —  übrigens  beliebig  zu  wählende  —  Richtung  hinein- 
fallenden Seitenkräfte  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  gleich  Null,  und 
zugleich  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtiicher 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  irgend  eine  beliebig  gewählte 
Achse  gleich  Null. 


Capilel  X. 

Wirkungen  der  Schwerkräfte. 

§41. 
Mittelkraft  gleichgerichteter  Parallel-Kräfte. 

Dass  nicht  in  allen  Fällen  mehrere  auf  einen  festen  Körper 
wirkende  Kräfte  durch  eine  einzige  Kraft  von  gleicher  Wirkung 
ersetzt  werden  können:  das  zeigte  beispielsweise  schon  der  eine 
in  §  38  näher  untersuchte  Fall,  bei  welchem  die  Zahl  der  Kräfte 
zwei  betrug,  und  die  beiden  Kräfte  ein  Kräftepaar  bildeten. 

Obschon  also  von  einer  Mittelkraft  der  gegebenen  Kräfte  im 
Allgemeinen  gar  nicht  die  Rede  sein  darf  in  der  Mechanik  des 
Systems  materieller  Punkte,  so  kann  doch  das  Princip  der  Mit- 
telkraft auch  hier  noch  mit  Vortheil  benutzt  werden,  besonders 
in  denjenigen  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Kräfte,  deren  Wirkung 
bestimmt  werden  soll,  eine  sehr  grosse  ist.  Wenn  man  nämlich 
in  solchem  Falle  das  unmittelbar  gegebene  Kräfte-System  in  ein- 
zelne Gruppen  zerlegt  auf  solche  Art,  dass  jede  dieser  Gruppen 
durch  eine  einzelne  Kraft  ersetzt  werden  kann,  so  lässt  sich  durch 
Einführung  dieser  Mittelkräfte  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte 
immer  —  wenn  auch  nicht  auf  eine  einzige,  so  doch  —  auf  ein- 
zelne wenige  Kräfte  zurückführen,  und  auf  diese  Weise  für  die 
unmittelbar  gegebene  Aufgabe  eine  einfachere  übersichtlichere 
Form  gewinnen. 

Beim  Aufsuchen  dieser  Mittelkräfte  können  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingangeo 
benutzt  werden.     Denn  die  Mittelkraft  einer  Gruppe  von  Kräften 
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ist  immer  so  beschaffen,  dass  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen  zu  diesen  Kräften  hinzugefügt,  mit  ihnen  zusammen 
ein  Kräfte-System  bildet,  welches  den  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen entspricht.  Es  können  daher  die  Bestimmungsstücke 
dieser  unbekannten  Kraft  durch  Einfuhrung  derselben  in  die  all- 
gemeinen Bedingungsgleichungen  und  nachherige  Auflösung  der- 
selben allemal  bestimmt  werden,  und  kann  auf  diese  Weise  jede 
Aufgabe,  welche  das  Auffinden  einer  Mittelkraft  betrifft,  in  eine 
Aufgabe  der  Gleichgewichtslehre  verwandelt  werden. 

Unter  denjenigen  Fällen,  in  welchen  es  überhaupt  möglich 
ist,  eine  gegebene  Kräfte -Gruppe  durch  eine  einzige  Mittelkraft 
zu  ersetzen,  sind  als  die  bemerkenswerthesten  diejenigen  beiden 
Fälle  hervorzuheben,  welche  im  Laufe  der  bisherigen  Unter- 
suchung schon  als  solche  sich  herausgestellt  haben,  nämlich 
erstens:  der  in  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes 
bereits  erledigte  Fall,  wenn  sämmtliche  Kräfte  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkte  wirken;  zweitens:  der  in  §  37  nur  erst 
oberflächlich  behandelte  Fall,  wenn  sämmtliche  Kräfte  gleiche 
Richtung  haben.  Dieser  letztere  Fall  verdient  schon  aus  dem 
Grunde  eine  ausführlichere  Untersuchung,  weil  jedes  beliebig 
gegebene  Kräfte -System  durch  Zerlegung  der  einzelnen  Kräfte 
nach  den  Achsenrichtungen  eines  Coordinaten-Systems  —  wie  im 
vorigen  Capitel  bereits  gezeigt  wurde  —  in  einzelne  Gruppen 
von  gleichgerichteten  Parallel -Kräften  sich  zerlegen  lässt.  Die 
Bestimmung  der  Mittelkraft  einer  solchen  Gruppe  von  Parallel- 
kräften soll  deshalb  als  eine  vorbereitende  Aufgabe  den  weiteren 
Anwendungen  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  hier 
vorangestellt  werden,  und  soll  im  folgenden  gezeigt  werden,  wie 
auch  diese  Aufgabe  mit  Hülfe  jener  allgemeinen  Bedingungs- 
gleichungen unmittelbar  gelöst  werden  kann. 

Wenn  mit  a,  ß,  7  die  Richtungswinkel  bezeichnet  werden, 
welche  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
K ,  . . .  Kn  mit  den  drei  Achsen  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
Systems  einschliesst,  und  mit  a0,  ß01  70  die  Richtungswinkel  der- 
jenigen Kraft  if0,  welche  diesen  Kräften  das  Gleichgewicht  hält 
(Fig.  140),  so  nehmen  von  den  sechs  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen (140. . .  145)  die  drei  ersten  folgende  Formen  an: 
cos o  1  ( K) -f- K0  cosa0=0i  icosa2(2T)  =  —  Ko  cosot0 

co* ß 2  {K)  +  K0  cos  ß0  =  o[    oder    jcos  ß  2  (K )  =  —  K0  cos  ß0 
cos 7  2  (JT)  -{-  Ä0  cos  To  =  °1  |C08  T  2  (K)  =  —  ^o  cos  To 

Bitter,  Mechanik.  12 
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Fig.  140. 


Wenn  man   die  Quadrate  dieser  letzteren   drei   Gleichungen 
addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(cos  a2  -f  cos  ß2  _|_  cos  T*)  [2  (K)]*  =  F?  (cos  a*  +  cos  ß *  -f  cos  T*l 

oder:  K0  =  1(K), 

und  wenn  man  diesen  Werth  für  KQ   in  den   obigen   drei  Glei- 
chungen substituirt,   so  ergeben  sich  für  die  Richtungswinkel  der 

Kraft  K0   die  Gleichungen: 

cos  ct0  =  —  cos  a, 

cos  po  =  —  cos  ß, 

cos  70  =  —  cos  f. 

Hieraus  folgt,  dass  die 
Kraft  K0  ihrer  Grösse  nach 
gleich  der  Summe  der  ge- 
gebenen Kräfte  und  ihrer 
Richtung  nach  ihnen  ent- 
gegengesetzt ist.  Die  Mittel- 
kraft selbst  hat  also  gleiche 
Richtung  mit  den  gegebenen 
Kräften  und  ist  ebenfalls 
gleich  ihrer  Summe  —  das- 
selbe Resultat,  welches  be- 
reits in  §  37  auf  anderem 
Wege  gefunden  wurde. 
Um  die  Lage  der  Mittelkraft  zu  finden,  genügt  es  nunmehr, 
irgend  einen  Punkt  zu  bestimmen,  welcher  in  der  Richtungslinie 
der  Kraft  K0  liegt.  Nach  §  37  wird  der  Gleichgewichtszustand 
des  Systems  nicht  gestört,  wenn  der  Angriffspunkt  der  Kraft  A~0 
in  der  Richtungslinie  derselben  beliebig  verschoben  wird.  Wenn 
man  also  die  Grössen  u?0,  y0,  z0  als  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
einführt,  an  welchem  die  Kraft  K0  angreifen  muss,  um  den  ge- 
gebenen Kräften  das  Gleichgewicht  zu  halten,  so  ist  hierbei  wohl 
zu  beachten,  dass  diese  drei  Coordinaten  keineswegs  einen  fe>t 
bestimmten  Punkt  bezeichnen,  sondern  nur  irgend  einen  von  den 
unendlich  vielen  in  einer  geraden  Linie  liegenden  Punkten,  welche 
sämmtlich  die  Eigenschaft  besitzen,  als  Angriffspunkte  der  Kraft 
K9  gewählt  werden  zu  dürfen. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  sc0,  y0,  z0  können  die  anderen 
drei  Gleichgewich tsbedingungen  143),  144),  145)  in  folgender  Wci*e 
benutzt  werden.     Nach   Einführung   der  Bestimmungsstücke  der 
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Kraft  Kü  erscheinen  diese  drei  Gleichungen  zunächst  in  folgender 
Form: 

[cos 7  2  (Ky) -f  cos  To  K0  y0]  —  [cos  ß  2  (Kz)  -f-  cos  ß0  K0  *0]  =  0 
f cos  a  2  (Kz)  -f-  cos  a0  KQ  z0]  —  [  cos  7  2  (Kx)  -f-  cos  y0  Kq  xq]  =  0 
[cos  ß  2 (Aar)  -j-  cos  ß0  /f0  a?0]  —  [cos  a  2(Ay)  -j- cos  a0  /f0  ,y0]  =  0 

und  wenn  man  hierin  die  bereits  gefundenen  Wertlie  cos  a0  = 
—  cos  a,  cos  ß0  =  —  cos  ß,  cos  70  =  —  cos  7  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichungen: 


146) 


[2(Ky)-K0y0]-cos^[2(Kz)-K0z0)=rO 

[2(Kz)-K0z0]-co*i[2(Kx)  -K0x0]  =  0 

2(Kx)-K0x0]-cosa[2(Ky)-  K0y0]  =  0 


Für  die  drei  Grössen  a?0,  y0,  z0  sollen  solche  Werthe  gewählt 
werden,  welche  diesen  drei  Bedingungsgleichungen  entsprechen. 
Wären  die  eingeklammerten  Glieder  ein  jedes  für  sich  gleich  Null, 
so  würden  offenbar  unter  allen  Umstanden  die  obigen  Bedingungs- 
gleichungen erfüllt  sein.  Jede  der  eingeklammerten  Grössen 
kommt  zweimal  in  den  Gleichungen  vor,  die  Zahl  dieser  Grössen 
beträgt  also  drei ;  mithin  würde  das  Null-Setzen  derselben  zu  eben 
so  vielen  Bedingungsgleichungen  fuhren,  als  unbekannte  Grössen 
vorhanden  sind,  und  ist  es  daher  möglich,  für  die  Grössen  xQ, 
y9,  z0  solche  Werthe  zu  finden,  durch  welche  jedes  der  einge- 
klammerten Glieder  für  sich  gleich  Null  wird.  Da  es  sich  nun 
hier  nur  darum  handelt,  irgend  einen  Punkt  in  der  Richtungslinie* 
der  Kraft  K0  zu  finden ,  oder  für  die  Grössen  xQ ,  y0 ,  z0  irgend 
ein  Werthen-System,  welches  den  Gleichungen  146)  entspricht,  so 
können  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  die  drei  Gleichungen  be- 
nutzt werden: 

([2(£x)-Ar0*0]  =  0 


147) 


[2(%)-if,yil  =  0 
[2(Kz)-K0z0]  =  0 


aus  denen  sich  nach  Substitution  des  bereits  gefundenen  Werthes 
Ar0  =  2(AQ   folgende  Werthe  für  die  gesuchten  Grössen  ergeben: 

_    2(Kx) 
X«  ~  '  2(K)~ 

148)    (y    =~2WW 


Z°  —     2{K) 


2  (Kz) 

12* 
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Die  Gleichungen  146)  werden,  da  die  Coefficienten  der  Grös- 
sen cos  a ,  cos  ß ,  cos  y  ein  jeder  gleich  Null  gesetzt  sind ,  auch 
dann  noch  erfüllt  bleiben,  wenn  den  Winkeln  a,  ß,  y  beliebige 
andere  Grössen  gegeben  werden,  d.  h.  wenn  für  das  Kräfte-System 
eine  beliebige  andere  Richtung  gewählt  wird.  Der  hier  gefundene 
Punkt  P0  zeichnet  sich  daher  vor  allen  übrigen  in  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  K0  liegenden  Punkten  durch  die  Eigenschaft  au?, 
dass  er  auch  dann  noch  fortfährt,  der  Richtungslinie  der  Mittel- 
kraft anzugehören,  wenn 
bei  unverändert   bleibender 

Fig.  141. 

Grösse  der  gegebenen  Kräfte 
ihre  gemeinschaftliche  Rich- 
tung eine  andere  wird  (Fig. 
141).  Es  ist  derjenige  Punkt, 
welcher  den  Richtungslinien 
aller  der  alsdann  sich  er- 
gebenden Mittelkräfte  ge- 
meinschaftlichangehört. Aus 
„jS-    y  —  diesem    Grunde    wird    der 

\f'  durch  die  Gleichungen  14*) 

bestimmte  Punkt    schlecht- 
weg der  Angriffspunkt   der 
Mittelkraft  jener  Parallelkräfte  genannt,   obwohl  natürlich  streng 
genommen  die  Zahl  der  Punkte,  welche  als  solche  gelten  können. 
unendlich  gross  ist. 


§42. 

Allgemeine  Gleichungen  des  Schwerpunktes  eines  Sjrstoi 

von  materiellen  Punkten. 

Es  ist  denkbar  —  und  der  Fall  kommt  in  der  Natur 
häufig  vor  —  dass  eine  Gruppe  von  gleichgerichteten  Parallel- 
Kräften  auf  ein  System  von  materiellen  Punkten  in  solcher 
Weise  wirkt:  dass  jeder  einzelne  materielle  Punkt  desselben 
unter  Einwirkung  einer  Kraft  sich  befindet,  welche  der  Masse 
desselben  proportional  ist,  dass  also  der  Quotient  r Kraft  divi- 
dirt  durch  zugehörige  Masse*  für  jeden  materiellen  Punkt  den- 
selben Werth  hat.     In   diesem  Falle  können,   wenn  der  gemein- 
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schafUiche  Werth  jener  Quotienten  mit  p*)  bezeichnet  wird,  die 
aas  den  Gleichungen: 


m 


ffln 


für  die  einzelnen  Kräfte  sich  ergebenden  Werthe: 

ÜTj  ==  wij  p,  JSTj  ===  m2  P">  •  •  •  •  ^n  ===  Wl°  P 

in  den  allgemeinen  Gleichungen  148)  des  vorigen  Paragraphen 
substituirt  werden,  und  nehmen  dieselben  alsdann  folgende  For- 
men an: 

ml  p     +     w»jp     +  •  • 
»>  P  »1  +  «ij*  ??_  +  JL1 


*o  =  — 


+  mnP*n 


#0   = 


0 


mxp      f    w,p      +  .  . 

m\P  *\    +  w2  p  ^  +  . 
m,  jp      +    mtp 


+ 

•  +  *»n  P  *n 

-j- ....  +  wn  p 


Da  die  Grösse  p  in  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  Glieder  ist,  so  kann  dieselbe  fort- 
gelassen werden,  und  man  erhält  nunmehr  die  folgendeu  Glei- 
chungen : 


xt 


149) 


Vo  = 


ml  x\    ~\~   **j  xt      I      ■ 

•  •  •  +  »»„  -^n 

m,     +     m2    +  . 

+  wn  ?/n 

m,      +    »a     +  « 
mt  zx    +  m3  z%  + 

.  .  .  .  +       f»n 
.  .  .  .  +  mn  gn 

»t     +     »1    + 

•  '  •  •  +      wn 

Aus  der  Form  diesem  Gleichungen,  in  denen  die  Kräfte  jetzt 
durch  die  Massen  der  materiellen  Punkte  ersetzt  sind,  erkennt 
man,  dass  in  diesem  Falle  die  Lage  des  Angriffspunkts  der  Mittel- 
kraft vollkommen  unabhängig  ist  von  Grösse  und  Richtung  der 
Kräfte,  dass  sie  vielmehr  nur  abhängt  von  der  Lage  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  und  von  der  Art  und  Weise,  in  welcher  die 
Masse  des  ganzen  Systems  auf  die  einzelnen  Punkte  desselben 
vertheilt  ist. 


*)  Die  Grösse  p  bedeutet  hier  die  Beschleunigung,  welche  jeder  einzelne 
matehelle  Punkt  durch  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  erhalten  würde,  wenn  der- 
selbe vollkommen  frei  wäre. 
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Als  solche  gleichgerichtete  Parallelkräfte,  welche  den  Massen 
der  materiellen  Punkte  proportional  sind,  können  unter  Anderen 
die  Gewichte  der  einzelnen  materiellen  Punkte  betrachtet  werden. 
Der  gefundene  Punkt  bildet  demnach  unter  Anderen  den  Angriffs- 
punkt für  die  Mittelkraft  der  Schwerkräfte,  oder  für  das  Gewicht 
des  ganzen  Systems  und  wird  aus  diesem  Grunde  der  Schwer- 
punkt desselben  genannt.  Die  Gleichungen  149)  sind  daher  die 
allgemeinen  Gleichungen  für  die  drei  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes eines  Systems  von  materiellen  Punkten,  und  ergeben  für 
das  Aufsuchen  desselben  folgende  Regel: 

Um  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  irgend  einer  Ebene  m 
finden,  multiplicire  man  die  Masse  jedes  einzelnen  materiellen 
Punktes  mit  seinem  Abstände  von  dieser  Ebene  und  divtdire  dfe 
Summe  aller  dieser  Produkte  durch  die  Massen-Summe  des  ganzen 
Systems. 

Wenn  man  die  Massen -Summe  des  ganzen  Systems  mit  1/ 
bezeichnet  und  die  Gleichungen  14!))  auf  beiden  Seiten  mit  dieser 
Grösse  multiplicirt,  so  nehmen  dieselben  folgende  Form  an: 

IM  x0  =  mi  xx  -f-  m2  x2  -f-  .  .  .  .  -f-  ma  <*n 
Myo  =  mi  Vi  +  m2  Vi  + +  "*■  y« 
M  z0  —  ml  zx  -}-  wi2  «2  ~h  •  •  ■  •  ""f"  Wl»  *■ 

und  zeigen  in  dieser  Form,  dass  eine  Summe  von  Produkten  aus 
einzelnen  Massentheilchen  in  ihre  Abstände  von  einer  bestimmten 
Ebene  immer  ersetzt  werden  kann  durch  das  Produkt  aus  der 
ganzen  Masse  in  ihren  Schwerpunktsabstand. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  für  dqf  ganze  System,  sondern 
auch  für  jeden  beliebigen  Theil  desselben,  da  jeder  solche  Theil 
für  sich  allein  auch  wiederum  ein  System  von  materiellen  Punkten 
bildet  Man  kann  also  das  ganze  System  in  einzelne  Gruppen 
von  materiellen  Punkten  zerlegen  und  statt  der  von  einer  jeden 
solchen  Gruppe  herrührenden  Produkten-Summe  auch  das  Produkt 
aus  der  Massen-Summe  dieser  Gruppe  in  den  Schwerpunkts»- 
abstand  derselben  einführen. 

Die  allgemeinen  Schwerpunktsgleichungen  149)  oder  150' 
gelten  daher  auch  noch  in  dem  Sinne,  wenn  man  den  Buchstaben 
m,,  m2  .  .  .  mn  die  Bedeutung  von  Massen-Summen  ganzer  Gruppm 
von  materiellen  Punkten   (statt  von  Massen  einzelner  materieller 
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Punkte)  beilegt,  wobei  dann  unter  den  Buchstaben  xx  ...  y{  ... 
z{  . . .  die  Schwerpunkteabstände  der  betreffenden  Gruppen  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten-Ebenen  zu  verstehen  sind. 


§43. 
Schwerpunkte  geometrischer  Körper,  Flächen,  Linien. 

Je  näher  in  einem  System  von  materiellen  Punkten  die  be- 
nachbarten Punkte  an  einander  gerückt  sind,  je  grösser  die  Anzahl 
der  in  einem  bestimmten  Raumtheile  enthaltenen  materiellen 
Punkte  ist,  um  so  mehr  darf  man  das  System  wie  einen  stetig 
mit  Masse  erfüllten  Raum  ansehen.  Denkt  man  sich  zugleich  die 
ganze  Masse  vollkommen  gleichförmig  in  diesem  Baume  vertheilt 
in  der  Weise,  dass  je  zwei  gleiche  Raumtheile  gleich  viel  Masse 
enthalten,  so  gelangt  man  zu  dem  Begriffe  eines  „homogenen 
Körpers"  oder  eines  Körpers  von  „gleichförmiger  Dichtigkeit". 
Die  Massen-Quantität,  welche  in  der  Cubik-Einheit  (etwa  in  einem 
Cubikmeter)  eines  solchen  Körpers  enthalten  ist,  wird  die  „Dich- 
tigkeit" des  Körpers  genannt. 

Wenn  mit  f  die  Dichtigkeit  eines  homogenen  Körpers  be- 
zeichnet wird,  und  mit  J  sein  Rauminhalt  (oder  die  Anzahl  der 
in  demselben  enthaltenen  Cubik-Einheiten),  so  ist  die  ganze  Masse 
des  Körpers: 

151)    if=TJ. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  in  irgend  einem  Raum- 
theile i%  dieses  Körpers  enthaltene  Masse  mi  den  Werth: 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  149)  des  vorigen  Paragraphen 
die  übrigen  Massentheile  m2  .  .  .  .  ma  auf  gleiche  Weise  durch 
ihre  Rauminhalte  t2  ....  in  ausdrückt,  und  den  Grössen  sc,  . .  . 
y,  ...  a, ...  die  Bedeutung  der  Schwerpunktsabstände  der  betreffen- 
den Massentheile  beilegt,  so  ergeben  sich  für  die  Schwerpunkts- 
Coordinaten  des  homogenen  Körpers  die  Gleichungen: 

x  ~     T  •,     +....+      T  »n  '    ^0  -  ..  etc. 
welche,  wenn  die  Grösse  ?  als  allen  Gliedern  gemeinschaftlicher 
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Factor  in  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  fortgelassen  wird,  die 
Form  annehmen: 

!«>2)    ^o  =  -ti  +  T%~'+V'~:+~Jn"  oder  auch  \Jy©  =  1w 


Aus  diesen  Gleichungen,  in  denen  nunmehr  die  Raumtheile 
an  die  Stelle  der  Massentlieile  getreten  sind,  ersieht  man,  dass 
bei  einem  homogenen  Körper  die  Lage  des  Schwerpunktes  ganz 
unabhängig  ist  von  dem  Massengehalte  des  Körpers,  dass  sie  viel- 
mehr nur  abhängt  von  der  Form  und  Lage  des  Raumes,  welchen 
der  Körper  einnimmt,  und  auf  rein  geometrischem  Wege  sich  be- 
stimmen lässt.  Es  ist  daher  bei  der  Schwerpunktsbestimmnng 
eines  solchen  Körpers  gar  nicht  erforderlich,  an  einen  mit  Masse 
erfüllten  Raum  zu  denken;  vielmehr  kann  man  denselben  wie 
einen  geometrischen  Körper  behandeln,  und  ist  es  daher  zulässig. 
auch  von  den  Schwerpunkten  geometrischer  Körper  zu  reden. 

Die  Benutzung  der  Gleichungen  152)  setzt  voraus,  dass  die 
Schwerpunktscoordinaten  der  einzelnen  Raumtheile  ix  ...  *.  be- 
reits anderweitig  bekannt  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  kann 
man  den  Körper  nicht  in  solche  Theile  zerlegen,  deren  Schwer- 
punkte man  schon  kennt,  so  muss  man  die  Raumtheile  t,  . .  .  t, 
so  klein  annehmen,  dass  hinsichtlich  der  Lage  des  Schwerpunktes 
jedes  einzelnen  Theiles  kein  Zweifel  mehr  stattfinden  kann,  d.  h. 
man  muss  sich  den  ganzen  Rauminhalt  in  eine  unendlich  grosse 
Anzahl  von  unendlich  kleinen  Raumtheilen  zerlegt  denken,  in 
welchem  Falle  wegen  mangelnder  Auswahl  an  Stellen  innerhalb 
eines  solchen  Theiles  jeder  Zweifel  über  die  Lage  des  Schwer- 
punktes in  demselben  verschwindet.  Zähler  und  Nenner  der 
Gleichungen  152)  bilden  alsdann  Summen  von  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Gliedern,  deren  Summation  nach  den  Regeln 
der  Integralrechnung  auszuführen  ist. 

Wie  von  dem  Schwerpunkte  eines  geometrischen  Körpers,  so 
kann  auch  von  dem  Schwerpunkte  einer  geometrischen  Fliehe  die 
Rede  sein.  Man  kann  dabei  zunächst  an  ein  System  von  ma- 
teriellen Punkten  denken,  welche  derartig  und  in  so  grosser  An- 
zahl auf  einer  Fläche  zerstreut  liegen,   dass  dieselbe    wie   stetig 
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und  gleichförmig  mit  Masse  überdeckt  angesehen  werden  darf*). 
Dieselbe  Beweisführung,  mittelst  welcher  für  einen  geometrischen 
Körper  die  Gleichungen  152)  aus  den  Gleichungen  149)  und  148) 
abgeleitet  wurden,  kann  dann  unmittelbar  übertragen  werden  auf 
die  Schwerpunktsbestimmung  der  Fläche,  sobald  man  nur  unter 
der  Grösse  7  —  anstatt  der  in  jener  Cubik-Einheit  enthaltenen 
Masse  —  die  auf  jeder  Flächeneinheit  der  gegebenen -Fläche  be- 
findliche Massen-Quantität  versteht.  Wenn  man  also  den  Grössen 
*,  .  .  .  *'„  die  Bedeutung  von  Flächentheilen  —  anstatt  von  Raum- 
theilen  —  beilegt,  so  sind  die  Gleichungen  152)  auch  für  die 
Schwerpunktscoordinaten  einer  Fläche  als  unmittelbar  gültig  an- 
zusehen**). 

Endlich  kann  man  sich  ein  System  von  materiellen  Punkten 
auch  derartig  angeordnet  denken,  dass  die  ganze  Masse  desselben 
als  aber  eine  Linie  stetig  und  gleichförmig  vertheilt  anzusehen 
ist***),  und  gelangt  dann  durch  eine  der  vorigen  ganz  analoge 
Betrachtungsweise  —  indem  man  unter  der  Grösse  y  die  auf  jeder 
Längen-Einheit  dieser  Linie  befindliche  Massen-Quantität  versteht  — 
zu  der  Vorstellung  von  dem  Schwerpunkte  einer  geometrischen 
Linie.  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  auch  zur  Bestim- 
mung der  Schwerpunktscoordinaten  einer  Linie  benutzen  zu  können, 
ist  es  daher  nur  erforderlich,  den  Grössen  il  ....  in  die  Bedeu- 
tung, von  Linien-Abschnitten  beizulegen. 


Anstatt  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  direct  anzuwenden 
zur  Bestimmung  der  drei  Schwerpunkts-Coordinaten  eines  räum- 


*)  Annähernd  findet  diese  Vorstellung  ihre  Verwirklichung  in  einer  sehr 
dünnen  Platte,  deren  Masse  gleichförmig  auf  den  Flächeninhalt  derselben 
vertheilt  ist. 

**)  Anstatt  dessen  kann  man  auch  unmittelbar  von  der  Theorie  der 
P&rallelkräfte  ausgehend  jene  Fläche  mit  den  Angriffspunkten  einer  solchen 
Kräfte -Gruppe  derartig  besäet  sich  denken,  dass  die  Fläche  stetig  von  den- 
selben bedeckt  ist,  und  auf  je  zwei  gleich  grosse  Flächentheile  gleich  grosse 
Kraft -Summen  wirken.  Bei  dieser  Auffassungsweise  kann  die  Zuhttlfenahme 
des  Begriffs  der  gleichförmigen  Massenvertheilung  ganz  umgangen  werden, 
und  ergeben  sich  die  Gleichungen  152)  direct  aus  den  Gleichungen  148). 

**•)  Annähernd  findet  diese  Vorstellung  ihre  Verwirklichung  in  einem 
sehr  dünnen  Drahte,  dessen  Masse  gleichförmig  auf  die  Länge  desselben  ver- 
fallt ist 


186  Dritter  Abschnitt    Gap.  X.    §  43. 

liehen  Gebildes,  kann  man  in  vielen  Fällen  durch  indirecte  Be- 
nutzung derselben  leichter  zum  Ziele  kommen,  indem  man  für 
das  --  übrigens  willkürlich  anzunehmende  —  Coordinaten-System 
eine  solche  Lage  aufsucht,  bei  welcher  einzelne  von  diesen  Schwer- 
punktscoordinaten  Null  werden.  Gelingt  es,  für  das  Coordinaten- 
System  eine  solche  Lage  zu  finden,  bei  welcher  die  Grössen  ar0, 
y0,  z0  alle  drei  gleich  Null  werden,  so  folgt  daraus,  dass  in  dem 
Ursprünge  dieses  Coordinaten-Systems  der  gesuchte  Schwerpunkt 
bereits  gefunden  ist.  Die  Grössen  a?0,  y0,  zQ  sind  Null,  wenn 
in  den  Gleichungen  152)  die  Zähler  auf  der  rechten  Seite  Null 
sind;  es  ergeben  sich  also  für  diesen  besonderen  Fall  die  Bedin- 
gungsgleichungen : 

I\)  —  %  |  SC  *   -t—  %  n  SC  2     I  ■  ...  tu  JCn 
0  =  *i  #i  +  h  y%  +  •  •  •  *■  y» 

Wenn  in  einem  anderen  Falle  für  das  Coordinaten  -  System 
eine  solche  Lage  gefunden  wurde,  bei  welcher  zwei  von  den  drei 
Schwerpunktscoordinaten ,  etwa  die  beiden  Grössen  yQ  und  z0 
gleich  Null  sind,  so  folgt  daraus,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt 
irgendwo  in  der  X-Achse  liegen  muss.  Die  Bedingungsgleichungen 
für  diesen  Fall  sind: 

1^  i °  =  *i  yi  +  »2  y*  +  •  •  •  «■  y* 

f  V  — -  X  •    Z  *   -j—  tn   Z*  "j—  .  .  .  tu  Zu* 

Wenn  endlich  nur  eine  von  den  drei  Schwerpunktscoordina- 
ten, etwa  die  Grösse  z0  gleich  Null  ist,  so  muss  der  gesuchte 
Schwerpunkt  irgendwo  in  der  Ebene  der  beiden  Achsen  -X  und  Y 
liegen.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Bedingungsgleichung  er- 
füllt ist: 

155)  0  =  i,  zx  -f"  *2  zi  4"  •  ■  •  ~h  *■  2«>- 

Wenn  man  also  für  das  Coordinaten-System  zu  verschiedenen 
Malen  eine  solche  Lage  zu  finden  weiss,  bei  welcher  entweder  eine 
der  drei  Coordinaten- Ebenen,  oder  eine  der  drei  Coordinaten- 
Achsen  den  Schwerpunkt  enthält,  so  braucht  man,  um  den  Schwer- 
punkt selbst  zu  finden,  nur  den  Durchschnittspunkt  zu  bestimmen, 
entweder  von  drei  solchen  Ebenen,  oder  von  zwei  solchen  geraden 
Linien,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  den  Schwerpunkt  enthalten. 
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Die  Anwendung  dieser  indirecten  Methode  ist  namentlich  in 
solchen  Fällen  vorzuziehen,  wenn  der  Körper  eine  gewisse  regel- 
mässige Gestalt  besitzt,  insofern  bei  dem  ersten  Anblick  eines 
solchen  Körpers  meistens  schon  leicht  zu  erkennen  ist,  wie  eine 
Ebene  gelegt  werden  muss,  damit  die  Bedingungsgleichung  155) 
in  Bezug  auf  sie  erfüllt  sei.  Wenn  man  nämlich  die  in  dieser 
Gleichung  vorkommenden  Producte  i,  zx  .  . .  t„  zn  abkürzungs- 
weise die  Momente  der  einzelnen  Raumtheile  nennt,  so  kann  man 
die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichung  auch  durch  die  Worte 
ausdrücken:  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  einzelnen 
Raumtheile  in  Bezug  auf  die  Ebene  X  Y  muss  Null  sein. 

In  zwei  Fällen  lässt  sich  das  Erfülltsein  dieser  Bedingung 
auch  ohne  Rechnung  schon  leicht  erkennen  und  nachweisen,  näm- 
lich erstens  in  dem  Falle,  wenn  jedes  einzelne  dieser  Momente 
Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  i ,  ... 
in  sämmtlich  in  der  Ebene  XY  liegen;  zweitens  in  dem  Falle, 
wenn  die  Ebene  X  Y  den  Körper  in  zwei  Hälften  zerlegt,  welche 
hinsichtlich  ihrer  Form  und  Lage  gegen  die  Ebene  entweder  voll- 
kommen übereinstimmen  oder  auch  in  solcher  Weise  einander 
gleichen,  dass  jede  Hälfte  als  das  Spiegelbild  der  anderen  gelten 
kann.  Da  in  diesem  zweiten  Falle  die  Abstände  der  einzelnen 
Theile  —  folglich  auch  ihre  Momente  —  für  die  eine  Hälfte 
lauter  positive,  für  die  andere  lauter  negative  Grössen  bilden,  so 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Momente  der  symmetrisch  einander 
gegenüberliegenden  Theile  alsdann  je  paarweise  einander  auf- 
heben, folglich  die  ganze  Momenten- Summe  den  Werth  Null  hat. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  eine  gerade  Linie  durch 
den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur  hindurchgeht,  wenn  die 
Schwerpunkte  der  einzelnen  Flächentheile  sämmtlich  in  dieser 
geraden  Linie  liegen,  oder  auch  wenn  durch  sie  die  Figur  in 
zwei  Hälften  zerlegt  wird,  welche  hinsichtlich  ihrer  Form  und  ihrer 
Lage  gegen  die  Linie  vollkommen  mit  einander  übereinstimmen. 

Es  bedarf  also  nicht  erst  der  allgemeinen  Schwerpunktsglei- 
chungen, um  z.  B.  nachzuweisen,  dass  die  Schwerpunkte  der 
Kugeln,  Kreise,  Würfel,  Quadrate  etc.  mit  den  Mittelpunkten 
derselben  zusammenfallen,  und  können  bei  den  nachfolgenden 
Schwerpunktsbestimmungen  derartige  regelmässige  Körper-  und 
Flächen-Formen  füglich  übergangen  werden. 
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liehen  Gebildes,  kann  man  in  vielen  Fällen  durch  indirecte  Be- 
nutzung derselben  leichter  zum  Ziele  kommen,  indem  man  für 
das  —  übrigens  willkürlich  anzunehmende  —  Coordinaten-System 
eine  solche  Lage  aufsucht,  bei  welcher  einzelne  von  diesen  Schwer- 
punktscoordinaten  Null  werden.  Gelingt  es,  für  das  Coordinaten- 
System  eine  solche  Lage  zu  finden,  bei  welcher  die  Grössen  a?0. 
y0,  z0  alle  drei  gleich  Null  werden,  so  folgt  daraus,  dass  in  dem 
Ursprünge  dieses  Coordinaten-Systems  der  gesuchte  Schwerpunkt 
bereits  gefunden  ist.  Die  Grössen  a?0,  y0,  z0  sind  Null,  wenn 
in  den  Gleichungen  152)  die  Zähler  auf  der  rechten  Seite  Null 
sind;  es  ergeben  sich  also  für  diesen  besonderen  Fall  die  Bedin- 
gungsgleichungen : 

I\J  — — -  *  *   2/ «      I  '  %  o  3/ 'j     I  '  •  •  •  »n  «Cd 
0  =  *i  y\  +  h  y>i  4-  •  •  •  *»  y» 

Wenn  in  einem  anderen  Falle  für  das  Coordinaten  -  System 
eine  solche  Lage  gefunden  wurde,  bei  welcher  zwei  von  den  drei 
Schwerpunktscoordinaten ,  etwa  die  beiden  Grössen  yQ  und  «0 
gleich  Null  sind,  so  folgt  daraus,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt 
irgendwo  in  der  X-Achse  liegen  muss.  Die  Bedingungsgleichungeu 
für  diesen  Fall  sind: 

154)  |° ™  *i  y*  +  ** y*  +  '  ■  •  in  *■ 

\0=ix  z{  -f-  i2  z2  -|-. . .  4  zn. 

Wenn  endlich  nur  eine  von  den  drei  Schwerpunktscoordina- 
ten, etwa  die  Grösse  z0  gleich  Null  ist,  so  muss  der  gesucht* 
Schwerpunkt  irgendwo  in  der  Ebene  der  beiden  Achsen  X  und  Y 
liegen.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Bedingungsgleichung  er- 
füllt ist: 

155)  0  =  i,  zx  +  it  s2  +  •  •  •  +  *■  *■• 

Wenn  man  also  für  das  Coordinaten-System  zu  verschiedenen 
Malen  eine  solche  Lage  zu  finden  weiss,  bei  welcher  entweder  eine 
der  drei  Coordinaten -Ebenen,  oder  eine  der  drei  Coordinaten- 
Achsen  den  Schwerpunkt  enthält,  so  braucht  man,  um  den  Schwer- 
punkt selbst  zu  finden,  nur  den  Durchschnittspunkt  zu  bestimmen« 
entweder  von  drei  solchen  Ebenen,  oder  von  zwei  solchen  geraden 
Linien,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  den  Schwerpunkt  enthalten* 
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Die  Anwendung  dieser  indirecten  Methode  ist  namentlich  in 
solchen  Fällen  vorzuziehen,  wenn  der  Körper  eine  gewisse  regel- 
mässige Gestalt  besitzt,  insofern  bei  dem  ersten  Anblick  eines 
solchen  Körpers  meistens  schon  leicht  zu  erkennen  ist,  wie  eine 
Ebene  gelegt  werden  muss,  damit  die  Bedingungsgleichung  155) 
in  Bezug  auf  sie  erfüllt  sei.  Wenn  man  nämlich  die  in  dieser 
Gleichung  vorkommenden  Producte  i ,  zx  .  . .  in  zn  abkürzungs- 
weise die  Momente  der  einzelnen  Raumtheile  nennt,  so  kann  man 
die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichung  auch  durch  die  Worte 
ausdrücken:  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  einzelnen 
Raumtheile  in  Bezug  auf  die  Ebene  XY  muss  Null  sein. 

In  zwei  Fällen  lässt  sich  das  Erfülltsein  dieser  Bedingung 
auch  ohne  Rechnung  schon  leicht  erkennen  und  nachweisen,  näm- 
lich erstens  in  dem  Falle,  wenn  jedes  einzelne  dieser  Momente 
Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  ix  ... 
in  sämmtlich  in  der  Ebene  XY  liegen;  zweitens  in  dem  Falle, 
wenn  die  Ebene  X  Y  den  Körper  in  zwei  Hälften  zerlegt,  welche 
hinsichtlich  ihrer  Form  und  Lage  gegen  die  Ebene  entweder  voll- 
kommen übereinstimmen  oder  auch  in  solcher  Weise  einander 
gleichen,  dass  jede  Hälfte  als  das  Spiegelbild  der  anderen  gelten 
kann.  Da  in  diesem  zweiten  Falle  die  Abstände  der  einzelnen 
Theüe  —  folglich  auch  ihre  Momente  —  für  die  eine  Hälfte 
lauter  positive,  für  die  andere  lauter  negative  Grössen  bilden,  so 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Momente  der  symmetrisch  einander 
gegenüberliegenden  Theile  alsdann  je  paarweise  einander  auf- 
heben, folglich  die  ganze  Momenten- Summe  den  Werth  Null  hat. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  eine  gerade  Linie  durch 
den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur  hindurchgeht,  wenn  die 
Schwerpunkte  der  einzelnen  Flächentheile  sämmtlich  in  -  dieser 
geraden  Linie  liegen,  oder  auch  wenn  durch  sie  die  Figur  in 
zwei  Hälften  zerlegt  wird,  welche  hinsichtlich  ihrer  Form  und  ihrer 
We  gegen  die  Linie  vollkommen  mit  einander  übereinstimmen. 

Es  bedarf  also  nicht  erst  der  allgemeinen  Schwerpunktsglei- 
chungen, um  z.  B.  nachzuweisen,  dass  die  Schwerpunkte  der 
Kugeln,  Kreise,  Würfel,  Quadrate  etc.  mit  den  Mittelpunkten 
derselben  zusammenfallen,  und  können  bei  den  nachfolgenden 
Schwerpunktebestimmungen  derartige  regelmässige  Körper-  und 
Flächen-Formen  füglich  übergangen  werden. 
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§44. 

Schwerpunktebestimmungen. 

Schwerpunkte  von  Linien. 

Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  fallt  mit  dem  Mittel- 
punkte derselben  zusammen,  weil  in  Bezug  auf  jede  durch  diesen 
Punkt  gelegte  Ebene  die  Gleichung  155)  erfüllt  ist. 

Den  Schwerpunkt  einer  aus  geradlinigen  Stücken  zusammen- 
gesetzten (gebrochenen)  Linie  oder  eines  Polygon -Umfangs  kann 
man  hiernach  direct  aus  den  Gleichungen  152)  bestimmen,  indem 
man  die  Grössen  it  .  . .  ia  die  Bedeutung  der  Seitenlängen  und 
der  Grössen  xx  .  .  .  yx  .  .  .  zt  .  .  .  die  Bedeutung  der  Coordinaten 
von  den  Mittelpunkten  dieser  Seiten  beilegt  Auf  ähnliche  Weise 
findet  man  den  Schwerpunkt  einer  beliebigen  krummen  Linie, 
indem  man  dieselbe  als  eine  gebrochene  Linie  von  unendlich 
vielen  unendlich  kleinen  Seiten  ansieht  und  demgemäss  die  Linien- 

theile  i{  .  .  .  tn  unendlich 

Fig.  142.  klein  annimmt. 

-^  Ist  die  krumme  Linie 

7r— -     a  i  ein  Kreisbogen,  so  genügt 

ic         r^i   .  es,     den     Abstand     des 

Schwerpunktes  vom  Mit- 
telpunkte des  Kreises  zu 
bestimmen,  da  nach  §  43 
'fm/r     |    . ''  als  bekannt  vorausgesetzt 

V  werden    darf,    dass    der 

Schwerpunkt  in  dem  hal- 

...  .      .     ?FV. y        birenden  Radius  CD  liegt 

C\  K  (Fig.142).  Zur  Bestimmung 

der  Coordinate  tiC=xu 
dient  die  erste  der  drei  Gleichungen  152): 

»1  JJj   ~\-  Ij  JJj   +   . . . .  -f-  tu  xu 
0   ~~         »i      +      U     + +      »a 

in  welcher  j,  ...in  die  unendlich  kleinen  Bogentlieile  und  ju,...jtb 
deren  Abstünde  von  der  Achse  C  Y  bedeuten. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  abc  und  CaE 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

ab  Ca         jt  i  r         i  * 

=  -.     ,    oder    -A-  =  -  -,    also   xx  =  rA. 

c  b  Ea  A  * 


i_.A..J 


Schwerpunktsbestimmongen. 


189 


Wenn  man   für  sämmtliche  Momente  i,  xt  ...  injrlt'resp.  die  auf 

ahnliche  Weise   gebildeten   Producte  rA,  ...rAu   substituirt,   so 
erhält  man  für  x0  die  Gleichung: 

rA,  +  rA,'+  ...  +  rA„  2(A)                AB 

°             «" i     +     »j     +  .  .  .  +     *°  *  **  G)                "    ^"/y 

oder,  wenn  Sehne  und   Bogen  durch  den  halben  Winkel  ausge- 
drückt werden: 


»incp 


156)     *0=r.^in-*-==r.™ 

Setzt  man  hierin  <p  =  -~,  so  erhält  man  für  den  Schwerpunkts- 
abstand  des  Halbkreisbogens  den  Werth: 


157)     x0  = 


2r 


Fig.  143. 


Schwerpunkte  von  Flächen. 

Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  ABC  liegt  in  der  geraden 
Linie  Z)6\  welche  die  Mitte  der  Seite  AB  mit  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  C  verbindet,  weil  die  Schwerpunkte  der  un- 
endlich schmalen  Streifen  M N,  P (}...,  in  welche  durch  parallel 
zur  Seite  AB  gezogene  Linien  das  ganze  Dreieck  zerlegt 
werden  kann,   sämmtlich  in  der  Linie  DC  liegen  (Fig.  143).     Aus 

gleichem  Grunde  enthält 
auch  die  von  der  Mitte  der 
Seite  B  C  nach  dem  gegen- 
überliegenden Eckpunkte 
A  gezogene  Linie  EA  den 
Schwerpunkt  des  Dreiecks, 
und  fällt  derselbe  also  mit 
dem  Durchschnittspunkte 
S  der  beiden  Linien  D  C 
und  EA  zusammen.    Die- 

Al— V Xu       ser  Punkt  liegt  von  jeder 

Seite    als   Grundlinie    aus 
gerechnet  im  ersten  Drittel 
der  Höhe  des   Dreiecks,    (denn   es   ist  AA  SC  oo  AESD  und 
DE=  1AC,  folglich  DS  =  ±CS  =  $CD). 

Die  Schwerpunktscoordinaten  eines  beliebigen  Polygons  kann 
man  direct  aus   den   Gleichungen  152)   bestimmen,    indem  man 
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Fig.  144. 


den  Grössen  it  . .  .  in  die  Bedeutung  der  Flächeninhalte  der  ein- 
zelnen Dreiecke  beilegt,  in  welche  das  Polygon  zerlegt  werden 
kann,  und  den  Grössen  xx  .  .  .  yt  .  ..*,...  die  Bedeutung  der 
Schwerpunktscoordinaten  dieser  Dreiecke.  (Den  Schwerpunkt  eines 
Vierecks  kann  man  auch  dadurch  finden,  dass  man  dasselbe  zwei- 
mal auf  verschiedene  Art  mittelst  der  Diagonale  in  zwei  Dreiecke 
zerlegt,  jedesmal  die  Schwerpunkte  der  beiden  Dreiecke  verbindet 
und  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Verbindungslinien  be- 
stimmt.) 

Der  Schwerpunkt  eines  Kreis-Sectors  vom  Halbmesser  r  fallt 
zusammen   mit  dem  Schwerpunkte  eines  mit  dem  Halbmesser  ]  r 

in  diesem  Sector  beschrie- 
benen Kreisbogen  DE,  weil 
die  Schwerpunkte  der  ein- 
zelnen Dreiecke  Cmn,  Cpq . . .. 
in  welche  durch  Theilung 
des  Winkels  2<p  in  seine 
unendlich  kleinen  Theile  der 
Sector  zerlegt  werden  kann, 
sämmtlich  in  dem  Bogen  DE 
liegen  und  die  Flächenin- 
halte dieser  Dreiecke  den 
zugehörigen  Abschnitten  des 
Bogens  D  E  proportional 
sind  (Fig.  144).  Nach  Gleichung  156)  ist  also  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  vom  Kreismittelpunkte: 


158)  *0  =  i-r™y- 


und  wenn  man  hierin  ^p  =  !!-  setzt,  so  erhält  man  für  den  Schwer- 
punktsabstand der  Halbkreisfläche  den  Werth: 

Ar 


159)    x0  = 


37t 


Wenn  man  die  Sector-Fläche  CADB  =  F  durch  die  Sehnt* 
AB  in  die  Segment-Fläche  ADB  =  FX  und  die  Dreiccks-Flüohr 
CA  B  =  F2  zerlegt  (Fig.  145) ,  so  läs$t  sich  mittelst  des  Satzes 
„das  Moment  des  Ganzen  ist  gleich  der  Summe  der  Moment** 
seiner  Theile",  oder  aus  der  Gleichung: 

Fx0  =  Fxxx  -}-  *\x* 
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nunmehr  auch  der  Schwerpunktsabstand  für  das  Segment  bestimmen, 
indem  man  die  Gleichung  für  a?t  auflöst: 

und  darin   für  die  Grössen  x0   und  x2   die   bereits    gefundenen 
Werthe  substituirl 


x 


Fig.  145. 


Fig.  146. 


Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  Schwerpunktsabstand 
für  einen  Ring-Sector  AB  DE  (Fig.  146)  bestimmen  ,•  indem 
man  die  Fläche  desselben  als  Differenz  zweier  Sector- Flächen 
von  den  Halbmessern  R  und  r  behandelt  und  dem  entsprechend 
in  der   obigen    Gleichung   die    Werthe    substituirt:    F  =  R2  <p, 


r=SC=^-  *8iny- 


F2=r 


Fx  =  R*  <p  —  r2  <p.     Man  erhält  dann  für  den  gesuchten  Schwer- 
punktsabstand StC=xt  die  Gleichung: 


,2    üsin<p         2 


2    r  sin  y 
3]       <p 


2  /fl3  —  ra\  sin  y 
~  3  VR'— rV    9 


,6°)     «.=  *>-,.,  8V—rv    <e 

Der  Schwerpunkt  der  Mantelfläche  eines  Cylinders  liegt  in 
dem  Mittelpunkte  seiner  Achse. 

Legt  man  durch  eine  Kugeloberfläche  und  den  sie  einhüllen- 
den Cylinder- Mantel  rechtwinkelig  zur  Achse  des  letzteren  zwei 
unendlich  nahe  bei  einander  befindliche  Ebenen  E  und  Ex  (Fig.  147), 
so  haben  die  beiden  aus  Kugel-  und  Cylinder -Fläche  dadurch 
herausgeschnittenen  unendlich  schmalen  Zonen  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt   und   gleichen   Flächeninhalt  (denn   die   Fläche  der 
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Kugelzone  ist:  f  =  2  .  r  .  cos  y .  it .  rhn ,  oder  da  rnn  .  cos  cp  =  j></ 
ist:  /=  2rir .  p^,  folglich  gleich  dem  Flächeninhalte  der  Cylinder- 
zone).  Wenn  man  also  zur  Bestimmung  der  Schwerpunktsooor- 
dinaten  einer  Kugel-Zone  (oder  -Schale)  von  beliebig  gegebener 
Höhe  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  benutzt,  so  können  darin 
für  die  Grössen  i,  ...  i„  anstatt  der  Flächeninhalte  der  unendlich 

Fig.  147. 

A 


E 
E. 


Fig.  148. 
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\ 

1               M  i 

4                                                                                            * 

;                                  « 

__   \ 

...      ..     • 

schmalen  Kugelzonen,  in  welche  die  gegebene  Fläche  zu  zerlegen 
ist,  auch  die  Flächeninhalte  der  correspondirenden  Cylinderzonen 
gesetzt  werden,  und  folgt  hieraus,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt 
zusammenfällt  mit  dem  Schwerpunkte  des  correspondirenden  Theiles 
der  Cylinder-Fläche.  Der  Schwerpunkt  einer  Kugelzone  (Fig.  148} 
liegt  also  in  dem  Mittelpunkte  ihrer  Achse  MN  (eben  so  auch 
der  einer  Kugel  -  Schale) ,  und  der  Abstand  des  Schwerpunktes 
einer  Halbkugelfläche  vom  Mittelpunkte  ist  gleich  der  Hälfte  d*> 
Halbmessers. 

Schwerpunkte  von  Körpern. 

Der  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD  liegt 
in  der  geraden  Linie  ED,  welche  den  Schwerpunkt  der  Grund- 
fläche ABC  mit  der  Spitze  verbindet,  weil  die  Schwerpunkte  der 
unendlich  dünnen  Schichten  a  b  c  . . . ,  in  welche ,  durch  parallel 
zur  Grundfläche  gelegte  Ebenen  die  ganze  Pyramide  sich  zerlegen 
lässt,  sämmtlich  in  der  Linie  ED  liegen  (Fig.  149).  Aus  gleichem 
Grunde  muss  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  auch  in  der  Linie 
FA  liegen,  welche  den  Schwerpunkt  der  Fläche  BCD  mit  der 
gegenüberliegenden  Spitze  A  verbindet,  und  fällt  derselbe  daher 


:  Schwerpunktsbestimmungen. 
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mit  dem  Durchschnittspunkte  S  der  beiden  Linien  ED  und  FA 
zusammen.  Dieser  Punkt  liegt  über  jeder  Seitenfläche  (als  Grund- 
fläche genommen)  im  ersten  Viertel  der  Höhe  der  Pyramide. 
(Denn  es  ist  G  F=  ±  G  D  und  G  E  =  \  G  A,  also  ASFEco  AS  AD 
nnd  FE=  \AD,  folglich  ES  =  £  SD  =  |  ED). 


Der  Schwerpunkt  einer  mehrseitigen  Pyramide  liegt  in  der 
Linie  OAf,  welche  den  Schwerpunkt  der  Grundfläche  mit  der 
Spitze  verbindet  (Fig.  150)  und  zwar  im  ersten  Viertel  der  Höhe; 
letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  die  Schwerpunkte  der  dreiseitigen 
Pyramiden,  in  welche  die  gegebene  Pyramide  sich  zerlegen  lässt, 
sämmtlich  in  einer  Ebene  sich  befinden,  welche  parallel  zur  Grund- 
ebene im  ersten  Viertel  der  Höhe  über  derselben  liegt. 

Ein  Kegel  kann  als  Pyramide  von  unendlich  vielen  Seiten- 
flächen betrachtet  werden,  folglich  liegt  auch  der  Schwerpunkt 
des  Kegels  im  ersten  Viertel  der  Höhe  und  zwar  in  derjenigen 
Linie,  welche  den  Mittelpunkt  des  Grundkreises  mit  der  Spitze 
des  Kegels  verbindet 

Die  Schwerpunktscoordinaten  eines  Polyeders  kann  man  direct 
aus  den  Gleichungen  152)  bestimmen,  indem  man  für  die  Grössen 
»', . . .  i.  die  Inhalte  der  Pyramiden  setzt,  in  welche  dasselbe  zer- 
legt werden  kann,  und  für  die  Grössen  xt  . . .  yx  . . .  *j  •  •  •  ^e 
Schwerpunktscoordinaten  dieser  Pyramiden. 


Ritter,  Mechanik. 
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Ein  Kugel-Sector  kann  als  ein  Aggregat  von  Pyramiden  be- 
trachtet werden,  deren  Spitzen  im  Mittelpunkte  und  deren  unend- 
lich kleine  Grundflächen  in  der  Oberfläche  der  Kugel  liegen.  Der 

Schwerpunkt  des  Sectors  CAXß 
vom  Halbmesser  r  fallt  daher  zu- 
sammen mit  dem  Schwerpunkte 
der  Kugel-Schale  anbm  vom  Halb- 
messer ^  r,  weil  die  Schwerpunkte 
jener  Pyramiden  sämmtlich  in 
dieser  Kugel -Schale  liegen,  und 
die  Inhalte  derselbeu  den  zuge- 
hörigen Flächentheilen  dieser  Ku- 
gel-Schale proportional  sind.  Der 
Schwerpunkt  der  Kugel  -  Schale 
anbm  liegt  in  der  Mitte  der 
Linie  mn,  und  da  mn  =  $MN=%h  ist,  so  ergiebt  sich  für  den 
Abstand  SC=xQ  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
die  Gleichung: 


**• 


161)  x0  =  \r  - 

Setzt  man  hierin  l^r,  so  erhält  man  für  den  Schwerpunktstab- 
stand der  Halbkugel  vom  Mittelpunkte  den  Werth: 

162)  *0=#r. 

Den  Schwerpunktsabstand  eines  Kugel -Segments  bestimmt 
man  mittelst  derselben  Methode,  welche  bei  der  Schwerpunktsbe- 
stimmung des  Kreis-Segments  bereits  erklärt  wurde,  indem  mau 
den  Kugel-Sector  zerlegt  in  Kugel -Segment  und  Kegel  und  da> 
Moment  des  Ganzen  alsdann  gleich  der  Summe  der  Momente  d<r 
beiden  Theile  setzt. 

§45. 

Anwendungen  auf  Inhaltsbestimmungen  von  Rotationsflächei 

nnd  Rotationskörpern. 

Wenn  eine  Ebene  um  eine  in  derselben  liegende  Dreh-Ach^» 
sich  dreht,  so  legt  ein  in  der  Entfernung  x  von  der  Dreh- Achse 
befindlicher  Punkt  dieser  Ebene  während  einer  Umdrehung  drr- 
selben  einen  Weg  von  der  Länge  2xtz  zurück,  und  eben  so  gruy» 
ist  auch  die  Länge  des  Flächenstreifen,  welcher  von  dem  daselbst 
befindlichen  unendlich  kleinen  Abschnitte  mn  =  \  einer  in  jener 
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Ebene    liegenden   Linie  AB  beschrieben    wird  (Fig.    162).     Die 
Breite  desselben  ist  X,  folglich  ist  der  Inhalt  dieses  Flächenstreifen 
gleich  2xr.l.    Die  von  der 
"8- lß2-  ganzen   Linie  AB  =  1   be- 

schriebene Fläche  F  ist  der 
Inbegriff  der  von  ihren  ein- 
zelnen Theilen  beschriebenen 
Flächenstreifen,  also: 
J=-Z(2xtc\)  =  2iC2(\x). 
Nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte kann  statt  der  Mo- 
mentensumme der  einzelnen 
Theile  auch  das  Moment  der 
ganzen  Linie,  oder  I  (\x) 
—  lxg  gesetzt  werden,  mit- 
hin ist: 

163)    F=2xa*l. 
Man  erhalt  Biso  den  Inhalt 
der  beschriebenen  Fläche,  in- 
dem man  die  Länge  der  erzeugenden  Linie  multiplkirt  mit  der  von 
ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Wegeslänge. 

Auf  ähnliche  Weise   bestimmt  man   den  Inhalt  des  Raumes, 
welcher  von  irgend  einem  Fläcbentheile  der  Ebene  beschrieben  wird 
(Fig.  153).     Das  in  der  Ent- 
Fig.  i&3.  f'ernung  x  von  der  Drehachse 

befindliche  unendlich  kleine 
Theilchen  /  dieser  Fläche  be- 
schreibt während  einer  Um- 
drehung den  Raum  2  x  r.f, 
und  der  von  der  ganzen  Fläche 
F  beschriebene  Raum  ist: 
J  =  l(2x*f)  =  2n2(fx) 
oder,  wenn  statt  Kfx)  das 
Moment  der  ganzen  Fläch« 
Fx9  gesetzt  wird: 

164)     J  =  2xar.F. 
Man   erhält   also  den  Inhalt   des  von   der  Hache   beschriebenen 
Räumet,  indem   man  den   Inhalt  der  erzeugenden  Räche  muHiplicirt 
mit  der  von  ihrem  Schwerpunkte  zurückgelegten  Wegeslänge. 

13« 
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Beide  hier  gefundene  Sätze  gelten  nicht  nur  für  die  ganze 
Umdrehung,  sondern  auch  für  einen  beliebigen  Theil  derselben, 
und  ist  für  diesen  Fall  in  den  obigen  Gleichungen  nur  statt  der 
Tollen  Umdrehung  2it  der  beschriebene  Winkel  <{>  zu  substituiren. 

Den  Inhalt  des  von  der  Flache  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  ABC  bei 
einer  Umdrehung  desselben  um  die  Achse  Y  beschriebenen  Raumes  (Fig.  1S4) 

findet  man  aus  Gleichung  164);  indem  man  darin  F  =  -=*  und  xtt  =  a  +  -j 
setzt :  /  r\ 

'=(•+-§•)"»• 

Die  Seite  AC—i  beschreibt  dabei  die  Mantelfläche  eines  abgek unten  Kegels, 
deren  Inhalt  aus  Gleichung  163)  sich  ergiebt,  wenn  man  darin  x„  =  a  +      svw. 

Wenn  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  a  =  0  setzt,  so  erhält  man 
resp.  für  Inhalt  und  Mantelfläche  eines  Kegels  von  der  Hohe  h,  dem  Grund- 
kreisbalbmesser  r  und  der  Seitenlinie  J  die  Werthe: 

J  =  — ^—    und    F  =  r  ir  l 
Flg.  IM.  Flg.  155. 


Den  Inhalt  des  von  der  Halbkreisfläche  AD  HC  bei  einer  Umdrehung 
derselben  um  die  Achse  Y  beschriebenen  Raumes  (Fig.  155)  erhalt  man  aus 
Gleichung  164),  indem  man  darin  F  =  — g—  und  *i— «  +  •-—  Mtxt: 

'-(■+£)-- 

und  die  von  der  Ilalbkreislinie  ADB  beschriebene  Fläche  ans  Gleichung  163), 
indem  man  darin  l  =  r*  und  xn  =  o  )    —  setzt: 


■(•+V)' 
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Wenn  man  in  diesen  letzteren  beiden  Gleichungen  a  =  0  Betzt,  so  ergeben  sich 

rap.  für  Inhalt  und  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  die  Werthe: 

4 
/  =  -=r-  r3  n    und    F  =  4  r*  it. 


Capitel  XL 
Widerstände  fester  Unterstütznngspiiiikte. 

§46. 

Stabiles,  labiles  und  Indifferentes  Gleichgewicht  des  an  einem 

Punkte  unterstützten  Körpers, 

Das  Gewicht  eines  Körpers,  oder  die  Mittelkraft  von  allen 
denjenigen  Kräften,  durch  welche  die  anendlich  kleinen  Theile 
des  Körpers  von  der  Schwere  nach  unten  gezogen  werden,  ist 
wegen  übereinstimmender  Richtung  derselben  gleich  der  Summe 
dieser  Kräfte  und  kann  unter  allen  Umständen  als  eine  im 
Schwerpunkte  des  Körpers  angreifende  vertical  abwärts  wirkende 
Kraft  betrachtet  werden  —  welche  Lage  auch  immer  der  Körper 
haben  möge. 

Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  durch  irgend  eine  andere 
Kraft  aufgehoben  werden  soll,  so  muss  diese  letztere  Kraft  erstens: 
vertical  aufwärts  wirken;  zweitens:  eben  so  gross  sein  als  das 
Gewicht  des  Körpers;  drittens  muss  der  Angriffspunkt  derselben 
in  der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Verticalen  sich  befinden. 
Diesen  drei  Bedingungen  genügt  der  durch  das  Gewicht  G  her- 
vorgerufene Widerstand  W  irgend  eines  in  der  Verticalen  des 
Schwerpunktes  liegenden  festen  Punktes  O;  denn  nach  §  27  ist 
der  Widerstand  eines  festen  Punktes  eine  Kraft,  die  allemal  ge- 
fade so  gross  ist  und  in  solcher  Richtung  wirkt,  wie  es  erforder- 
lich ist,  um  jede  Bewegung  dieses  Punktes  zu  verhindern.  Wenn 
also  irgend  einer  von  den  unendlich  vielen  in  der  Schwerpunkts- 
Verticalen  liegenden  Punkten  des  Körpers  ein  fester  Punkt  ist,  so 
befindet  sich  der  Körper  im  Gleichgewichtszustande  (vorausgesetzt, 
dass  keine  sonstigen  Kräfte  thätig  sind). 

Umgekehrt:  wenn  der  in  dem  Punkte  O  befestigte  Körper 
im  Ruhezustande  sich   befindet,   so  kann  man  daraus  schliessen, 
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Fig.  156. 


Fig.  157. 


dass   die  beiden   Kräfte  G   und    W  einander    im   Gleichgewicht 
halten,  dass   also  der  Schwerpunkt  irgendwo   in  der  durch  den 

Befestigungspunkt  gelegten  Vertica- 
len  AB  sich  befinden  muss  (Fig.  156). 
Hieraus  ergiebt  sich  ein  Mittel,  die 
Lage  des  Schwerpunkts  —  anstatt 
durch  Rechnung  —  auf  experimen- 
tellem Wege  zu  bestimmen.  Hängt 
man  nämlich  zu  verschiedenen  Malen 
den  Körper  an  verschiedenen  Punkten 
0  und  Oj  auf  und  besthnmt  jedes 
Mal  die  Durchschnittspunkte  A,  B 
und  At,  Bt,  in  welchen  die  Ober- 
fläche des  Körpers  von  der  Verti- 
calen  des  Aufhängepunktes  ge- 
schnitten wird,  so  ist  der  Durch- 
schnittspunkt S  der  Verbindungslinien 
AB  und  AXBX  der  gesuchte  Schwerpunkt. 

Wenn  der  im  Punkte  O  befestigte  Körper  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage ein  wenig  verschoben  und  dann  losgelassen  wird,  so 
tritt  im  Allgemeinen  Bewegung  ein,  und  zwar  eine  Drehung  um 
den  Befestigungspunkt  herum.  Je  nachdem  die  beginnende  Dreh- 
bewegung entweder  so  beschaffen  ist,  dass  sie  den  Körper  seiner 
früheren  Gleichgewichtslage  wieder  zuführt,  oder  von  der  Art, 
dass  sie  ihn  noch  weiter  von  derselben  entfernt,  wird  der  anfäng- 
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Fig.  159. 


Fig.  160. 
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liehe  Gleichgewichtszustand   entweder  ein  stabiler  oder  ein  labiler 
Gleichgewichtszustand  genannt.     Indifferent   nennt    man   den    an- 
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faiiglichen  Gleichgewichtszustand,  wenn  nach  jener  Verschiebung 
gar  keine  Bewegung  eintritt,  d.  h.  wenn  jede  benachbarte  Lage 
ebenfalls  eine  Gleichgewichtslage  ist.  Dieser  letztere  Fall  tritt 
ein,  wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Befestigungspunkte  zu- 
sammenfällt (Fig.  160).  Stabil  ist  der  Gleichgewichtszustand, 
venn  der  Schwerpunkt  vertical  unter  dem  Befestigungspunkte  liegt, 
i  h.  an  der  tiefstmöglichen  Stelle  (Fig.  158) ;  labil  dagegen,  wenn 
der  Schwerpunkt  vertical  über  dem  Befestigungspunkte,  also  an 
der  höchstmöglichen  Stelle  sich  befindet  (Fig.  159). 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  bei  einem  von  fester  hori- 
zontaler Unterlage  an  einem  Punkte  unterstützten  Körper  drei 
verschiedene  Arten  des  Gleichgewichtszustandes  unterschieden 
werden,  je  nachdem  der  Körper  gegen  eine  Störung  seiner  Gleich- 
gewichtslage in  der  einen  oder  anderen  Weise  reagirt  oder  ganz 
indifferent  sich  verhält.  Ein  aus  Halbkugel  und  Kegel  zusammen- 


?ig.  161. 


Fig.  162. 
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gesetzter  homogener  Körper  wird  je  nach  der  Höhe  des  Kegels 

in  stabilem,   labilem    oder    indifferentem    Gleichgewichtszustande 

sich  befinden,  wenn  derselbe  aufrecht  hingestellt  wird   auf  eine 

horizontale  Ebene.    Indifferent  ist  der  Gleichgewichtszustand  eines 

solchen  Körpers,    wenn  der   Schwerpunkt  des   Ganzen   mit  dem 

Krümnmngsinittelpunkte  der  Halbkugelfläche  zusammenfällt,  also 

--  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  —  wenn  das  Moment  des 

Kegel-Inhalts  gleich  ist   dem  Momente  der  Halbkugel  in  Bezug 

auf  die  gemeinschaftliche  Grundkreis-Ebene  beider  Körper.    Nach 

*ig.  163  erhält  man  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

r*-Ä  h      2    „      3  ,__  

-g-r,  oder  h  =  ry3    und  l  =  yrt  +  tf    =2r. 


3    '4 


r*rc. 
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Stabil    ist   der  Gleichgewichtszustand   des  aufrecht  gestellten  Kör- 
pers, wenn  l  <  2r  (Fig.  161),  labil,  wenn  l  >  2r  ist  (Fig.  162). 

Wenn  es  statt  des  Kegels  ein  Cylindcr  ist,  der  mit  einer  Halbkugel  zu 
«fMOl  Körper  zusammengesetzt  ist,  so  erhalt  man  auf  gleiche  Weise  die  Bc- 
dingungsgleichung : 

i     i     *  2,3  ,        .  r 

r'«k-TBTr  "Tr  0der  *  =  w 

Für  einen  Hohlcylinder,  der  mit  einer  halben  Hohlkugel  auf  gleiche  Art 
»erbunden  ist,  erhält  man  die  Gleichung: 

2mh.~  =  2r**.-£-    oder    &  =  r. 


Flg.  164. 


Flg.  165. 


Der  labile  Gleichgewichtszustand  eines  Körpers  kann  in  einen 
stabilen  Gleichgewichtszustand  verwandelt  werden  dadurch,  dass 
man  an  geeigneter 
Stelle  —  ausserhalb 
oder  innerhalb  des 
Körpers  —  fremde 
Massen  mit  demselben 
verbindet,  welche  den 
Schwerpunkt  des  Gan- 
zen so  weit  nach  unten 
verschieben,  dass  nun- 
mehr die  Bedingungen 
des  stabilen  Gleichge- 
wichts erfüllt  sind  Ib. 
Fig.  164  und  Fig.  165V 
Im  Allgemeinen  ist 
i  bei  solchen  von   hori- 

zontaler Unterlage  in 
einem  Punkte  unterstützten  Körpern  —  streng  genommen  —  auch 
die  Lage  der  Drehungscbene  zu  berücksichtigen,  in  Bezug  auf 
welche  die  Art  des  Gleichgewichts- 
zustandes festgestellt  werden  soll: 
denn  es  kann  vorkommen,  da** 
der  Gleichgewichtszustand  eine> 
und  desselben  Körpers  in  Bezug 
auf  die  eine  Drehuiigscbeue  labil 
ist,  in  Bezug  auf  eine  ander:' 
dagegen  stabil.  So  z.  B.  ist  der  Gleichgewichtszustand  der  in 
Fig.  166  dargestellten  halbkreisförmigen  (am  Bande  abgerundeUnl 


Flg-  166. 
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dünnen  Scheibe  in  Bezug  auf  eine  Drehung  in  der  eigenen  Ebene 
derselben  stabil ,  in  Bezug  auf  ein  Umkippen  seitwärts  hinüber 
dagegen  labil.  Wenn  also  der  Körper  nicht  eine  nach  allen  Seiten 
hin  vollkommen  symmetrische  Form  hat  in  Bezug  auf  die  Ver- 
ticale  des  Schwerpunktes,  so  ist  es  allemal  erforderlich,  die  Lage 
der  betreffenden  Drehungsebene  zu  bezeichnen,  sobald  von  Ver- 
schiebungen aus  der  Gleichgewichtslage  oder  Stabilität  derselben 
die  Rede  ist, 

Andererseits  können  —  sobald  es  sich  nur  um  eine  bestimmte 
Drehungsebene  handelt  —  die  vorigen  Untersuchungen  auch  auf 
solche  Körper  übertragen  werden,  welche  von  der  horizontalen 
Unterlage  längs  einer  geraden  Linie  —  anstatt  nur  in  einem 
Punkte  —  unterstützt  sind,  z.  B.  auf  Körper  mit  cylindrisch  — 
statt  kugelförmig  —  abgerundetem  Fusse.  Dasselbe  gilt  von  Kör- 
pern, die  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  sind  Die  Gesetze 
der  Stabilität  können  auch  auf  solche  Körper  angewendet  werden, 
welche  an  einer  horizontalen  Drehachse  —  anstatt  nur  in  einem 
Punkte  —  befestigt  sind,  und  darf  daher  in  den  betreffenden 
Figuren  der  Punkt  O  auch  als  Projection  einer  rechtwinkelig  zur 
Bildfläche  stehenden  festen  Drehachse  gedeutet  werden,  sobald  die 
Untersuchungen  auf  solche  Verschiebungen  sich  beschränken,  bei 
welchen  die  Punkte  des  Körpers  parallel  zur  Bildfläche  sich  be- 
wegen. 

§47. 
Anwendungen  anf  Gewichtsmessungen. 

Der  Gegendruck  des  Aufhängepunktes  eines  im  Gleichgewicht 
hängenden  Körpers  ist  immer  gleich  dem  Gewichte  des  letzteren, 
und  eben  so  gross  ist  auch  —  nach  dem  Gesetze  der  Wechsel- 
wirkung —  der  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkende  Druck, 
welchen  seinerseits  der  Auf  hängepunkt  erleidet.  Dieser  Druck  ist 
stets  gerade  so  gross,  wie  wenn  der  Auf  hängepunkt  selbst  den 
Angriffspunkt  für  das  Gewicht  des  Körpers  bildete. 

Wenn  also  an  einem  in  dem  Punkte  O  aufgehängten  Körper 
irgend  ein  anderer  Punkt  A  als  Auf  hängepunkt  für  einen  zweiten 
Körper  gewählt  wird,  so  ist  die  Wirkung  des  letzteren  bei  jeder 
Stellung  des  ersteren  genau  dieselbe,  wie  wenn  seine  Masse  in 
dem  Punkte  A  concentrirt  wäre  (Fig.  167).  Die  neue  Gleichge- 
wichtslage des  ersten  Körpers  wird  also  diejenige  sein,  bei  welcher 
der  Schwerpunkt  M  der  beiden  resp.   in  den  Punkten  S  und  A 
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concentrirt  gedachten  Massen  der  Körper  in  der  Verticalen  des 
Punktes  0  liegt.  Bei  dieser  Stellung  geht  die  Richtungslinie  der 
Mittelkraft  von  den  beiden  Gewichten  G  und  Q  durch  den  Punkt 
0  hindurch,  ist  also  das  statische  Moment  dieser  Mittelkraft  in 
Bezug  auf  den  Punkt  O  gleich  Null,  folglich  auch  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Seitenkräfte: 

Qx  —  Gy  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  zum  Auffinden  der  neuen  Gleichge- 
wichtslage benutzt  werden,  wenn  das  Gewicht  Q  bekannt  ist; 
umgekehrt  aber  auch  zur  Bestimmung  des  Gewichts  Q,  wenn  die 
neue  Gleichgewichtslage  durch  directe  Beobachtung  bekannt  ist 


Fig.  167. 
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So  nimmt  z.  B.  für  den  in  Fig.  168  dargestellten  Fall  —  bei 
welchem  der  Punkt  A  vor  dem  Anhängen  des  Gewichts  Q  in 
gleicher  Höhe  mit  dem  Punkte  O  befindlich  angenommen  ist  — 
obige  Gleichung  die  Form  an: 

Q  l  cos  a  —  G  h  sin  a  =  0 

oder  für  Q  aufgelöst: 

lfift)     Q™  G  *-tg«, 
und  zeigt:   wie  dus  Gewicht  Q  aus  dem  beobachteten  Ausschlag- 
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Fig.  169. 


winke!  a  sich  berechnen  lässt,  wie  auf  diese  Weise  jeder  an  festem 
['unkte  oder  fester  horizontaler  Drehachse  aufgehängte  Körper  zu 
Gewichtsmessungen  benutzt  werden  kann,  wie  also  die  Operation 
des  Wagens  auf  die  des  Winkelmessens  sich  zurückführen  lässt. 
Auf  ähnliche  Weise  kann  mittelst  des  in  Fig.  169  dargestell- 
ten Wagebalkens  die  Differenz  zweier  Gewichte  aus  der  Grösse 

des  Ausschlagwinkels 
bestimmt  werden.  Wenn 
die  beiden  Aufhänge- 
punkte  A,  B  in  gleichen 
Abständen  von  dem 
Drehpunkte  O  und  in 
einer  geraden  Linie 
mit  demselben  liegen, 
so  können  zwei  gleich 
grosse  an  diesen  bei- 
den Punkten  aufge- 
hängte Gewichte  P  kei- 
nen Einfluss  auf  die 
Gleichgewichtsstellung 
des  Balken  haben,  in- 
sofern alsdann  bei  je- 
der Stellung  desselben 
die  Mittelkraft  2  P  die- 
ser beiden  Gewichte 
durch  den  Drehpunkt 
des  Balkens  hindurch- 
geht Das  einseitige 
Anhängen  eines  Ge- 
wichtes Q  an  dem 
Punkte  A  bringt  dagegen  einen  Ausschlagwinkel  et  hervor,  wel- 
cher genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem  vorigen  Falle  berech- 
net werden  kann,  auch  dann  noch,  wenn  gleichzeitig  die  beiden 
Gewichte  P  angehängt  sind.  Wenn  also  mit  Q  der  Ueberschuss 
des  an  der  einen  Seite  hängenden  Gewichtes  bezeichnet  wird,  und 
mit  G  das  Gewicht  des  unbelasteten  Wagebalkens,  so  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  von  Q  wiederum  die  Gleichung  165): 

Q  r=  G  A  tg  a. 

Läge  dagegen  der  Drehpunkt  des  Wagebalkens  oberhalb  der  Ver- 
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bindungslinie  AB,  so  würde  ein  und  dasselbe  Ueberge wicht  Q 
einen  um  so  kleineren  Ausschlagwinkel  hervorbringen,  je  grösser 
die  Belastungen  der  beiden  Aufhängepunkte  wären. 

Die  horizontale  Gleichgewichtslage  des  in  Fig.  170  dargestellten 
Wagebalkens. wird  durch  das  Anhängen  von  zwei  beliebigen  (un- 
gleichen) Gewichten  ÜTund 

Fig.  170. 
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P  nicht  gestört,  wenn  die 
Auf  hängepunkte  A,  B  der* 
selben  so  gewählt  sind, 
dass  die  Mittelkraft  dieser 
beiden  Gewichte  durch 
den  Drehpunkt  O  hin- 
durchgeht,    d.  h.   sobald 


die  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist: 

Pa  —  Kr  =  0. 
Wenn  an  der  einen  Seite   zu  dem  Gewichte  K  (der  zur  Auf- 
nahme der  Last  bestimmten  Schale)   noch  das  Gewicht  Q  hinzu- 
gelegt wird  (Fig.  171),  so 

Fig.  171. 
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kann    das    Gleichgewicht 

wieder  hergestellt  werden 

x  v?        r,       dadurch,    dass    auf   der 

anderen  Seite  der  Hebel- 
arm des  Gewichtes  P  um 
Kl  |  |  eine  entsprechende  GrösM.» 

G  P  x  vergrössert  wird,   und 

man  erhält  als  nunmeh- 
rige Gleichgewichtsbedin- 
v  gung  die  Gleichung: 

P(a+x)— (JT+Q)  rr-0. 

Durch  Subtraction  der  vorhergehenden  Gleichung  von  dieser  letz- 
teren erhält  man: 

Px  —  Qr  =  0  oder    Q=  ^— . 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  das  unbekannte  Gewicht  Q  aus  der 
gemessenen  Länge  x  berechnet  werden  kann,  wie  also  eine  Gewichts- 
messung  auch  auf  eine  Längenmessung  sich  zurückführen  lässt 

Ob  der  Gleichgewichtszustand  dieses  Wagebalkens  ein  stabiler 
oder  labiler  ist:  das  hängt  bei  der  hier  dargestelten  Anordnung 
-  wenn  die  drei  Punkte  -4,  O,  M  in  einer  geraden  Linie  liegen 
—  allein  von  der  Höhenlage  seines  eigenen  Schwerpunktes  ab. 
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Fig.  173. 
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§48. 
Gleichgewicht  eines  an  zwei  Stellen  unterstützten  Körpers. 

Wenn  ausser  dem  Punkte  A  noch  irgend  ein  zweiter  eben- 
falls in  der  Verticalen  des  Schwerpunktes  liegender  Punkt  B  des 

Körpers  ein  fester  Punkt  ist,  so  findet  hin- 
sichtlich der  Vertheilung  des  Druckes  auf 
die  beiden  Befestigungspunkte  eine  Unbe- 
stimmtheit statt,  welche  nur  dann  ver- 
schwindet, wenn  zugleich  die  Art  der  Be- 
festigung genau  bekannt  ist.  Denn  die 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
schreiben  für  diesen  Fall  nur  vor:  dass 
die  algebraische  Summe  der  beiden  auf- 
wärts wirkenden  Gegendrücke  gleich  dem 
abwärts  wirkenden  Gewichte  des  Körpers 
sein  muss,  lassen  also  die  Art  der  Druck- 
Vertheilung  unentschieden.  Durch  die  ver- 
schiedene Art  der  Aufhängung  kann  man  erreichen,  dass  entweder 
(wie  in  Fig.  172)   der  Punkt  A   für  sich  allein,    oder  (wie  in 

Fig.  173)  der  Punkt  B  für  sich 
allein  das  ganze  Gewicht  des  Kör- 
pers trägt,  oder  endlich,  dass  nach 
irgend  einem  beliebigen  Verhältniss 
der  Druck  auf  beide  Punkte  sich 
vertheilt 

Wenn  z.  B.  an  dem  anfanglich 
nur  in  dem  Punkte  A  befestigten 
Körper  mittelst  eines  Fadens  noch 
ein  Gewicht  Q  unten  angehängt  wird, 
so  leistet  der  Punkt  A  einen  Gegen- 
druck gleich  der  Summe  der  beiden 
Gewichte  G  und  Q  (Fig.  174).  Dieser 
Gegendruck  ändert  sich  nicht,  wenn 
hiernach  der  Punkt  B  festgelegt 
wird,  ebensowenig,  wenn  nachher 
Q  der  Faden,  an  welchem  das  Gewicht 

Q  hing,  abgeschnitten  wird  (Fig.  175). 

Durch  die  hier  beschriebene  Art  der  Befestigung  wird  also 

erreicht,  dass  der  Punkt  A  einen  aufwärts  gerichteten   Ge*gen- 


Pig.  174. 


Flg.  175. 
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druck  W  =  G  -\-  Q ,   und  der  Punkt  B  den  abwärts  gerichteten 
Gegendruck  \VX  =  Q  leistet. 

Eine  ähnliche  Unbestimmtheit  hinsichtlich  der  Druckverthei- 
lung  findet  auch  dann  statt,  wenn  zwei  beliebige  andere  ausser- 
halb der  Verticallinie  des  Schwerpunktes  (aber  in  einer  Vertical- 
ebene  mit  demselben)  liegende  Punkte  die  Befestigungspunkte 
bilden  (Fig.  176).  Damit  die  beiden  Gegendrücke  W  und  Wx 
dem  Gewichte  G  das  Gleichgewicht  halten,  dazu  ist  nur  erfor- 
derlich, dass  ihre  Mittelkraft  mit  dem  Gewichte  G  gleiche  Grösse 
und  entgegengesetzte  Richtung  habe,  und  dass  ihr  Durchschnitts- 
punkt P  in  die  Richtungslinie  der  Kraft  G  falle.  Diese  Bedingung 
aber  kann,  wie  Fig.  176  und  Fig.  177  als  Beispiele  zeigen,  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  erfüllt  werden. 


Fig.  176. 


Fig.  177. 


Diese  Unbestimmtheit  betrifft  jedoch  nur  die  (bei  rechtwin- 
keliger Zerlegung)  in  die  Richtung  AB  fallenden  Seitenkräft«? 
-X",  Xx  der  Gegendrücke ,  während  die  rechtwinkelig  zu  A  B  ge- 
richteten Seitenkräfte  7,  Yt  stets  bestimmte  Werthe  haben  und 
unabhängig  von  der  Befestigungsweise  berechnet  werden  könneu 
(Fig.  178).  Denn  nach  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungtn 
muss  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Achse  (in  diesem  specialen 
Falte    auch    in    Bezug    auf    jeden    beliebigen    Puukt    der    verti- 


Gleichgewicht  eines  an  zwei  Stellen  unterstützten  Körpers.  207 


Fig.  178. 


calen  Kräfte -Ebene)  die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente aller  Kräfte  gleich  Null  sein.    Wählt  man  das  eine  Mal 

den  Punkt  J3,  das  andere  Mal 
den  Punkt  A  als  Drehpunkt, 
so  erhält  man  nach  Fig.  178 
die  Gleichungen: 

^     0=Yl  —  Gb  oder  F=Gy, 

0=Ga—Yll oder  Yt=G±. 

Zur  Bestimmung  der  Seiten- 
kräfte X,  Xi  dagegen  liefern 
die  Gleichgewichtsbedingun- 
gen nur  eine  einzige  Glei- 
chung. In  Bezug  auf  jede 
beliebige  Richtung,  also  z.B. 
auch  in  Bezug  auf  die  Rich- 
tung AB,  muss  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  Seiten- 
kräfte gleich  Null  sein;  folglich  ist  die  Summe  X-{-  Xx  der  pa- 
rallel zu  BA  gerichteten  Seitenkraft  des  Gewichtes  G  gleich  zu 
setzen  und  hat  unter  allen  Umständen  einen  bestimmten  Werth. 
Das  Verhättniss  dieser  beiden  Kräfte  aber  hängt  von  der  Art  der 
Befestigung  ab. 

Die  Unbestimmtheit  verschwindet,  sobald  bei  einem  der  bei- 
den Stützpunkte  an  der  Art  der  Unterstützung  zu  erkennen  ist, 
ra  welcher  Richtung  der  Gegendruck  desselben  thätig  ist.  Denn 
in  diesem  Falle  ist  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  P  der  drei 
Kräfte,  und  damit  zugleich  die  Richtung  des  von  dem  anderen 
Stützpunkte  ausgeübten  Gegendrucks  festgelegt.  Durch  die  Sei- 
tenlängen des  bei  dem  Punkte  P  zu  constituirenden  Kräfteparalle- 
logramms, dessen  Diagonale  der  gegebenen  Kraft  G  gleich  und 
entgegengesetzt  zu  nehmen  ist,  sind  die  beiden  Gegendrücke  als- 
dann auch  ihrer  Grösse  nach  bestimmt. 

So  z.  B.  ergeben  sich  für  den  in  Fig.  179  dargestellten  Fall, 
bei  welchem  die  Unterstützung  an  der  Stelle  A  so  beschaffen  ist, 
dass  daselbst  nur  rechtwinkelig  zur  Richtung  AB  ein  Druck  auf 
den  Körper  übertragen  werden  kann,  zur  Bestimmung  der  Gegen- 
drücke die  Gleichungen: 
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Fig.  179. 


Q=W.AB-  G.BCy 


W=G  . 


AB 


iE 


0  =  G.AD—Wl.AE, 
WA  =  G.4H. 

1  AE 

(Nach  der  in  Fig.  178  gewählten 
Bezeichnungsweise  würde  hier  die 
Seitenkraft  X  gleich  Null  und  die 
Seitenkraft  Xx  für  sich  allein  gleich 
der  parallel  zu  BA  gerichteten 
Seitenkraft  des  Gewichtes  G  zu 
setzen  sein.) 

Wenn    an    jeder   von    beiden 
Unterstützungsstellen    die    Berüh- 
rungsebene zwischen   dem    Körper 
und  seinen  Stützen  eine  Horizontal- 
ebene ist,   so  können  nur  verticale  Gegendrücke  von  den  Stützen 
auf  den  Körper  übertragen  werden.     Man  erhält  also  z.  B.  für 
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Fig.  180. 
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die  in  Fig.  180  und  Fig.  181   dargestellten  Fälle  zur  Bestimmung 
der  Gegendrücke  die  Gleichungen: 

0=-W(a  +  b)—Gb,       W=  G— ~, 
Q  =  Ga-  W,  (fl  +  6),       Wx  =  G  .  ^  . 
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Die  gleiche  Methode  kann,  auch  in  dem  Falle  noch  zur  Be- 
stimmung der  Gegendrücke  benutzt  werden,  wenn  der  auf  solche 

Art  an  zwei  Punkten  un- 

Fig.  182. 
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terstützte  Körper  ausser- 
dem noch  mit  anderen 
Gewichten  belastet  ist. 
So  erhält  man  z.  B.  für 
den  in  Fig.  182  darge- 
stellten Fall,  indem  man 
das  eine  Mal  in  Bezug 
auf  den  Stützpunkt  B, 
das  andere  Mal  in  Bezug 
auf  den  Stützpunkt  A  die  Gleichung  der  statischen  Momente  auf- 
stellt, zwei  Gleichungen: 


Q 


0  =  W.AB—P.  CB-  G.DB—Q.  EB, 


0  =  P.AC-\-G.AD-\-Q.AE  —  Wx  .AB, 

deren  jede  zur  Bestimmung  des  darin  vorkommenden  Gegendrucks 
für  sich  allein  schon  ausreicht.  Wenn  man  den  resp.  für  W  und 
Wx  aufgelösten  Gleichungen  die  Formen  giebt: 


166)  W=P. 

167)  Wt=P. 


CB 
AB 

AC 


+  0. 


DB 
AB 


+  Q 


EB 


4-  6?.4£-4-  Q 

AB    ^  AB     l 


AB 

ÄE 
AB 


so  erkennt  man  zugleich,  in  welcher  Weise  die  einzelnen  Gewichte 
^  ö,  Q  an  dem  Hervorbringen  der  Gegendrücke  sich  betheiligen. 
Es  zeigt  sich,  dass  der  zu  einem  der  Gegendrücke  von  jedem  ein- 
zelnen Gewichte  gelieferte  Beitrag  genau  auf  dieselbe  Weise  be- 
stimmt werden  kann,  wie  wenn  das  betreffende  Gewicht  die  ein- 
zige Belastung  bildete.  * 

§49. 
Gleichgewicht  eines  an  drei  Punkten  unterstützten  Korpers. 

Um  die  Gegendrücke  der  drei  Stützpunkte  zu  bestimmen,  ist 
es  erforderlich,  eine  bestimmte  Art  der  Unterstützung  vorauszu- 
setzen; andernfalls  würde  die  in  der  Aufgabe  liegende  Unbe- 
stimmtheit hier  in  noch  höherem  Maasse  als  beim  vorigen  Falle 
Hervortreten. 


Ritter,  lUcbanik. 
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Sobald  an  der  Art  der  Unterstützung  zu  erkennen  ist  welche 
Richtung  der  Gegendruck  des  einen  der  drei  Stützpunkte  hat 
kann  auch  die  Grösse  dieses  Gegendrucks  allemal  bestimmt  wer- 
den. Denn  wenn  man  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  vier  Kräfte  gleich  Null  setzt  und  dabei 
als  Drehachse  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Stützpunkte 
wählt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  der  gesuchte 
Gegendruck  als  einzige  unbekannte  Grösse  vorkommt,  weil  die 
Richtungslinien  der  beiden  anderen  Gegendrücke  durch  die  Dreh- 
achse selbst  hindurch  gehen,  ihre  statischen  Momente  also  Null 
sind. 

Auch  die  rechtwinkelig  zur  Ebene  der  drei  Stützpunkte  ge- 
richtete Seitenkraft  eines  Gegendrucks  hat  unter  allen  Umständen 
einen  bestimmten  Werth,  welcher  mittelst  derselben  Methode  ge- 
funden werden  kann,  da  die  andere  (in  die  Ebene  selbst  hinein- 
fallende) Seitenkraft  in  Bezug  auf  jede  in  der  Ebene  liegende 
Achse  das  statische  Moment  Null  hat,  folglich  in  der  Gleichung 
der  statischen  Momente  nicht  vorkommen  kann.  Wenn  also  die 
drei  Stützpunkte  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen,  so  haben  die 
verticalen  Seitenkräfte  der  Gegendrücke  stets  bestimmte  Werthe  — 

wie  auch  immer  die  hori- 
zontalen Seitenkräfte  be- 
schaffen sein  mögen. 

Die  horizontalen  Seiten- 
kräfte sind  Null  und  die 
Gegendrücke  vertical  auf- 
wärts gerichtet  wenn  die 
Unterstützung  des  Kör- 
pers in  einer  vollkommen 
glatten  horizontalenUnter- 
lage  besteht  (Fig.  183). 
Um  den  vom  Stützpunkte 
A  geleisteten  Gegendruck 
Vx  zu  bestimmen,  stellt 
man  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  auf 
und  wählt  die  Verbindungslinie  BC  als  Dreh-Achse,  man  erhält 
dann  dio  Gleichung: 

FE 


Fig.  183. 


MM)    0  =  G  .  FE  -Tt  AD    oder     Vx  =  G  . 


AI) 
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Auf  gleiche  Weise  kann  jeder  der  beiden  anderen  Gegendrücke 
einzeln  bestimmt  werden;  F2,  indem  man  A  C,  und  F3,  indem  man 
A  B  als  Dreh-Achse  wählt 

Denkt  man  sich  die  drei  Punkte  A,  B,  G  durch  gespannte  Fäden  unter 
einander  verbunden  und  an  jedem  Stützpunkte  alsdann  die  horizontalen  Zug- 
kräfte mit  dem  verticalen  Gegendruck  zu  einer  Mittelkraft  vereinigt,  so  ge- 
langt man  leicht  zur  Vorstellung  von  einer  Befestigungsweise,  bei  welcher  die 
Gegendrücke  von  der  verticalen  Richtung  abweichen,  und  erkennt  zugleich, 
d&ss  ihre  verticalen  Seitenkräfte  stets  dieselben  Werthe  behalten  müssen,  dass 
z.B.  die  Gleichung  168)  auch  dann  noch  gültig  bleiben  würde  für  die  verti- 
efe Seitenkraft  des  in  dem  Punkte  A  wirkenden  Gegendrucks. 

Wenn  der  Hebelarm  FE  gleich  Null  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fnsspunkt  der  Schwerpunkts- Verticalen  in  die  Seite  BC  des 
Dreiecks  ABC  hineinfiele,  so  würde  nach  Gleichung  168)  auch 
Vl  gleich  Null  sein,  und  wenn  FE  negativ  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fusspunkt  ganz  ausserhalb  des  Dreiecks  läge,  so  würde  Vt  ne- 
gativ werden.  Im  letzteren  Falle  würde  es  in  dem  Punkte  A 
eines  abwärts  wirkenden  Gegendrucks  bedürfen,  um  den  Körper 
im  Gleichgewichtszustande  zu  erhalten,  und  wenn  ein  solcher 
fehlte,  so  würde  der  Körper  umfallen. 

Bedingung  des  Gleichgewichts  bei  der  in  Fig.  183  dargestell- 
ten Art  der  Unterstützung  ist  also:  dass  der  Fusspunkt  der 
Schwerpunkts- Verticalen  nicht  ausserhalb  des  aus  den  Stützpunk- 
ten gebildeten  Dreiecks  liegt.  Fällt  derselbe  in  den  Umfang  des 
Dreiecks,  so  ist  das  Gleichgewicht  ein  labiles ;  das  geringste  Ueber- 
gewjeht  an  dieser  Seite  wird  alsdann  hinreichen,  den  Körper 
ganz  umzuwerfen.  Wenn  dagegen  der  Fusspunkt  im  Inneren  des 
Dreiecks  liegt,  so  würde  es,  um  den  Körper  umzukippen,  d.  h. 
um  eine  der  Dreieck- Seiten  zu  drehen,  -einer  Kraft  bedürfen, 
deren  statisches  Moment  in  Bezug  auf  diese  Dreh-Achse  im  Be- 
ginn der  Drehung  mindestens  eben  so  gross  sein  müsste  als  das 
statische  Moment  des  Gewichts  G  in  Bezug  auf  diese  Achse.  Im 
letzteren  Falle  war  also  der  Gleichgewichtszustand  des  Körpers 
ein  stabiler,  und  als  Maass  für  diese  Stabilität  kann  das  statische 
Moment  des  Gewichts  gelten  in  Bezug  auf  diejenige  Dreieck-Seite, 
welche  beim  Umkippen  die  Dreh-Achse  bilden  würde.  Dieses 
Moment  wird  deshalb  das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  betreffende  Seite  genannt.  Bei  dem  in  Fig.  183  darge- 
stellten Falle  würde  z.  B.,  wenn  ein  Umkippen  des  Körpers  nach 
der  Seite  B  C  hinüber  in  Frage  käme ,  das  Produkt  G .  FE 
als  das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  zu  betrachten  sein. 
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§50. 

Stabilitätsmoment  und  dynamische  Stabilität  eines  auf  hori- 
zontale Grundfläche  gestellten  Korpers. 

Bei  einem  an  mehr  als  drei  Stellen  von  horizontaler  Unter- 
lage unterstützten  Körper  ist  die  Vertheilung  des  Drucks  auf  die 
Stützpunkte  wiederum  eine  unbestimmte,  und  ist  es  daher  nur 
die  Frage  der  Stabilität,  welche  hier  in  Betracht  kommt. 

Jede  durch  einen  Stützpunkt  gelegte  gerade  Linie,  welche 
die  horizontale  Unterstützungsebene  in  zwei  Theile  zerlegt,  deren 
einer  keine  Stützpunkte  enthält,  kann  beim  Umkippen  des  Kör- 
pers möglicher  Weise  eine  Drehachse  bilden  und  soll  hier  abkür- 
zungsweise eine  Drehkante  genannt  werden.  Liegt  der  Fusspunkt 
der  Schwerpunkts- Verticalen  innerhalb  des  von  sämmtlichen  Dreh- 
kanten eingehüllten  Theiles  der  Grundebene,  so  ist  die  Stabilität 
des  Körpers  gesichert,  und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  der 
kleinste  Abstand  jenes  Punktes  von  den  Drehkanten  ist  Das 
statische  Moment  des  Gewichts  in  Bezug  auf  eine  Drehkante  wird 
das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Kante  ge- 
nannt. Ein  Körper,  welcher,  unten  von  ebener  Grundfläche  be- 
grenzt, in  allen  Punkten  derselben  die  horizontale  Stütz- Ebene 
berührt,  ist  anzusehen  als  ein  Körper  mit  unendlich  vielen  Stütz- 
punkten, für  den  somit  die  gleichen  Bestimmungen  gelten. 

Wenn  der  in  Fig.  184  dargestellte  Körper  um  die  (festgehal- 
tene) Drehkante  A  gedrehet  werden  soll  von  einer  Kraft  Jf,  welche 


Fig.  184. 


Fig.  185. 


Fig.  186. 


in  der  Drehungsebene  des  Schwerpunkts  am  Hebelarm  l  wirkt, 
so  muss  das  statische  Moment  Kl  mindestens  so  gross  ab  das 
Stabilitätsmoment  Gx  sein,  in  welchem  Falle  die  Mittelkraft  von 
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G  und  K  durch  die  Drehkante  selbst  hindurchgeht,  der  kleinste 
Kraftüberschuss  also  schon  ausreicht,  um  Bewegung  hervorzu- 
bringen. Nach  dem  Beginn  der  Drehbewegung  wird  das  statische 
Moment  des  Gewichtes  G  allmälig  kleiner,  es  wird  Null  in  dem 
Augenblicke,  wo  der  Schwerpunkt  vertical  über  der  Drehkante 
die  höchste  Stelle  St  seiner  Bahn  erreicht  (Fig.  186).  Ohne  dass 
die  begonnene  Bewegung  ins  Stocken  geriethe,  kann  also  das  sta- 
tische Moment  der  umkippenden  Kraft  nachher  allmälig  kleiner 
werden,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  dasselbe  stets  noch 
dem  statischen  Momente  von  G  gleich  bleibt.  Wenn  dies  der 
Fall  ist,  so  wird  auch  während  der  Bewegung  stets  die  Mittel- 
kraft beider  Kräfte  durch  den  Drehpunkt  hindurchgehen  (Fig. 
185),  also  während  jedes  einzelnen  Zeittheils  die  mechanische 
Arbeit  Null  verrichten.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  von  den 
beiden  Kräften  zusammen  im  Ganzen  verrichtete  Arbeit  alsdann 
den  Werth  Null  hat.  Nach  Fig.  186  ist  —  G  h  die  vom  Gewichte  G 
allein  verrichtete  Arbeit;  für  die  von  der  umkippenden  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  81  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

169)    0  =  »  —  Gh    oder    8  =  <?ä. 

Sobald  der  Körper  die  Stellung  Fig.  186  erreicht  hat,  bedarf 
es  keiner  weiteren  mechanischen  Arbeit  mehr,  um  denselben 
vollends  umzustürzen,  insofern  das  eigene  Gewicht  alsdann  zur 
weiteren  Förderung  der  Bewegung  schon  ausreicht. 

Die  zum  Umkippen  eines  Körpers  erforderliche  mechanische 
Arbeit  wird  die  dynamische  Stabilität  des  Körpers  genannt.  Nach 
Gleichung  169)  ist  die  dynamische  Stabilität  gleich  dem  Produkte 
aus  dem  Gewichte  G  des  Körpers  in  diejenige  Höhe  ä,  um  welche 
der  Schwerpunkt  ansteigt,  während  der  Körper  in  die  nächste 
labile  Gleichgewichtslage  übergeführt  wird. 

Wenn  von  dem  Stabilitätsmomente  und  der  dynamischen 
Stabilität  eines  Körpers  schlechtweg  die  Bede  ist  (ohne  dass  die 
Drehkante  dabei  bezeichnet  wird),  so  sind  damit  in  der  Begel  die 
kleinsten  von  allen  Werthen  gemeint,  welche  diese  Grössen  in 
Bezug  auf  die  verschiedenen  Drehkanten  annehmen  können. 

Wenn  mit  a,  b,  c  resp.  Höhe,  Breite,  Länge  eines  Parallelepipedon  be- 
zeichnet werden,  und  jeder  Cubicmeter  desselben  y  Kilogramm  wiegt,  so  ist 
das  Gewicht  desselben  in  Kilogrammen: 

G  =  y  a  b  c, 

und  das  Stabilitätsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehkante  A  (Fig.  187)  ist: 
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Die  Hohe,  um  welche  beim  Umkippen  der  Schwerpunkt  ansteigen  muss,  beträgt: 

Fig.  187.  Ä  =  A  5,  -  -| » |/ (f)+  (  *  -)*  -  |- , 

/  \n  folglich  ist  die  dynamische  Stabilität  in  Be- 

zug auf  die  Drehkante  A : 


a 


,_,...  Ml  )■+(!)■- H. 


/  Bestände  der  Körper  z.  B.  aus  Granit,  von 

welchem  jeder  Cubikmeter  2750  Kil.  wiegt, 
und  wäre  a  =  0m,8,  b  =  0*fi,  c  =  2",  so 
ergäbe  sich: 

%  =  2750  .  0,8 . 0,6 . 2  [föV+Ofi*  —  0,4] 
=  264  Meterkilogramm. 

Da  hier  als  Längeneinheit  der  Meter  und 
als  Krafteinheit  das  Gewicht  eines  Kilo- 
gramms gewählt  wurde,  so  ist  als  Einheit  für  die  Zahl  %  das  Mctorfcilogrun 
anzusehen,  oder  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um 
1  Kil.  Gewicht  1  Meter  hoch  zu  heben.  Zum  Umkippen  dieses  Granitblocks 
würde  also  eben  so  viel  mechanische  Arbeit  erforderlich  sein,  als  zum  Heben 
von  1  Kil.  Gewicht  auf  264m  Höhe  oder  von  264  Kil.  Gewicht  auf  1"  Höhe. 


fapitel  XU. 

Gleichgewicht  einer  an  zwei  Stellen  unterstützten 
Verbindung  von  mehreren  einander  gegenseitig 

stützenden  festen  Körpern. 

§  51. 

Bestimmung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden 
Korpern  hervorgerufenen  Gegendrücke. 

Die  Bestimmung  der  Gegendrücke,  welche  ein  an  zwei  Stellen 
unterstützter  Körper  in  seinen  Stützpunkten  hervorruft,  ist  —  wie 
im  §  48  gezeigt  —  eine  unbestimmte  Aufgabe,  so  lange  nicht 
wenigstens  bei  einem  von  beiden  Punkten  die  Art  der  Unter- 
stützung bekannt  ist.  Letztere  Bedingung  ist  erfüllt,  die  Aufgabe 
demnach  immer  lösbar:  wenn  an  einem  von  den  beiden  Stütz- 
punkten des  Körpers   die  Stütze  durch  einen  zweiten  Körper  ge- 
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badet  wird,  welcher  seinerseits  auf  dieselbe  Art  wie  der  erste 
unterstützt  ist  —  auf  die  Art  nämlich:  dass  an  jener  Stelle  die 
beiden  Korper  einander  gegenseitig  als  Stützen  dienen  (Fig.  188). 

Denn  in  diesem  Falle 
ist  es  ein  und  derselbe 
Druck  Z>,  welcher  den 
einen  Körper  an  einer 
Drehung     um    seinen 
Stützpunkt  A   verhin- 
dert, und  welcher  zu- 
gleich als  Gegendruck 
(in     entgegengesetzter 
Richtung     genommen) 
den  anderen  Körper  in 
Bezug  auf  eine    Dre- 
hung um  seinen  Stütz- 
punkt   B    im    Gleich- 
gewicht hält.     Es  er- 
geben sich  hieraus  für  den   Druck  D  zwei  von  einander  unab- 
hängige Bedingungsgleichungen,  welche  ausreichen,  um  sowohl  die 
Gritoe  als   auch  die   Richtung  desselben   zu  bestimmen.     Sobald 
aber  der  Druck  D  bekannt  ist,  können  alsdann  mittelst  des  im 
§  48  erklärten  und  in  Fig.  188  angedeuteten  Constructionsverfah- 
rens,  indem  man  dasselbe  auf  jeden  der  beiden  Körper  einzeln 
genommen  anwendet,  auch  die  von  den  anderen  beiden  Stützpunkten 
A  und  B  geleisteten  Gegendrücke  W  und   Wx  *  bestimmt  werden. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  erfordern,  dass  sowohl  in  Bezug 
auf  den  einen  als  auch  in  Bezug  auf  den .  anderen  Körper  die  Rich- 
tungslinie des  Drucks  D  in  der  verticalen  Kräfte-Ebene  liege.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Schwerpunkte  ß,  S{   und  die  drei  Stützpunkte  A, 
B,  C  sämmtlich  in  einer  und  derselben  Vertical- Ebene   liegen 
müssen,   wenn  das  Ganze  im   Gleichgewicht  sich  befinden  soll. 
Die  Richtungslinie   des  Gewichts   G  schneidet  daher  die  Verbin- 
dungslinie -4(7,  und  der  Durchschnittspunkt  E  darf  als  Angriffs- 
punkt dieses  Gewichts  angenommen  werden;    denn  die  Wirkung 
einer  Kraft  ändert  sich  nicht,    wenn   der  Angriffspunkt  in   der 
Richtungslinie  derselben  verschoben  wird.    Aus  gleichem  Grunde 
darf  der  Punkt  Ex    als  Angriffspunkt  des  Gewichts   Gx    gelten. 
Da  die  Formen  der  Körper  nur  soweit  in  Betracht  kommen,  als 
die  Lage  der  Schwerpunkte  durch   sie  bedingt  wird,  so  können 
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dieselben  nunmehr  ganz  unberücksichtigt  gelassen  werden,  und 
dürfen  deshalb  die  Körper  wie  starre  gerade  Linien  oder  Stangen 
behandelt  werden,  welche  in  dem  Punkte  C  an  einander  sich  an- 
lehnen, in  den  Punkten  E,  Et  resp.  durch  die  Gewichte  G,  Gt 
belastet,  an  den  Stellen  A,  B  durch  feste  Punkte  unterstützt  sind 
und  in  dem  Punkte  C  an  einander  sich  anlehnen. 

Da  ferner  nur  die  Gleichgewichtsbedingungen  in  Bezug  auf 
Verschiebungen  in  der  verticalen  Bild-Ebene  hier  in  Betracht 
kommen,  so  können  statt  der  drei  stützenden  Punkte  auch  hori- 
zontale (parallele)  Drehachsen  substituirt  werden,  und  die  vor- 
liegende Aufgabe  gewinnt  nunmehr  die  einfachere  in  Fig.  189  ver- 
anschaulichte Form. 
Die  beiden  Stangen 
AC  und  BC  sind 
bei  C  durch  einen 
Gelenkbolzen  derartig 
verbunden,  dass  jede 
Stange  in  der  verti- 
calen Bildebene  sich 
drehen  lässt,  während 
die  andere  unbeweg- 
lich bleibt  Am  an- 
deren Endpunkte  ist 
jede  Stange  durch  einen  festliegenden  Gelenkbolzen  von  gleicher 
Achsen  -  Richtung  unterstützt. 

Um  den   Druck  D  seiner  Grösse  und  Richtung   nach  zu  be- 
stimmen, genügt  es,  die  horizontale  und  verticale  Seitenkraft  des- 
selben —  jede  ihrer 


Fig.  190. 


Fig.  191. 


Y 

A 


•-zre&C 


Grösse  nach  —  zu 
bestimmen.       Mau 
findet  diese   beiden 
Seitenkräfte  H  und 
V,  indem  man  für 
jede  der  beiden  Stan- 
gen einzeln  genom- 
men die  Gleichung 
der  statischen  Mo* 
mente  aufstellt  und  dabei  jedesmal  den  festen  Unterstützungspunkt 
der  Stange  als  Drelipuukt  wählt.     Nach  Fig.  190  und  Fig.  191  er- 
hält man  alsdann  die  Gleichungen: 


A 


X 
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0  =  —  Vb  —  Hh+Gc  undp  =  —  Vbt+Hhx  —  Gx  ct, 

oder  wenn    man   abkürzungsweise   die   als  gegebene   Grössen   zu 
betrachtenden  statischen  Momente   Gc  und  6?,  ct    resp.  mit  den 
•  Buchstaben  9R  und  3W,  bezeichnet: 


170^   \o  =  -vb-m+m 
1,u'  1o  =  —  vbl-[-ml— mt 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  gesuch- 
ten Seitenkräfte  die  Werthe: 

171)    *=»»!+».» 

'  o  nt  -f-  o,  n 

17^      K  -     Mt  +  M  ' 

Die  McMung  des  Drucks  Z>  findet  man,  indem  man  Gleichung  172)  durch 

y 
Gleichung  171)  dividirt;  der  Quotient  -==-  bildet  die  Tangente  des  Neigüngs- 

£1 

winkels,  welchen  die  Richtungslinie  desselben  mit  der  Horizontalen  einschliesst. 

Der  Druck  zwischen  den  beiden  Stangen  ist  also  horizontal  gerichtet,  wenn 

9R  h 

Ä*i  —  3RiÄ  =  0  oder  -55—  =  -«—  ist.     Die  Grösse   des  Drucks   würde 

man  aus  der  Gleichung  D  =  }/  H*  +  F1  bestimmen  können. 

Nachdem  die  Seitenkräfte  des  Drucks  D  gefunden  sind,  kön- 
nen nunmehr  auch  die  Seitenkräfte  X  und  Y  des  von  dem  festen 
Punkte  A  geleisteten  Gegendrucks  W  bestimmt  werden,  indem 
man  in  Bezug  auf  Fig.  190  das  eine  Mal  die  algebraische  Summe 
der  Horizontalkräfte,  das  andere  Mal  die  algebraische  Summe  der 
Verticalkrüfte  gleich  Null  setzt.     Man  erhält  dann  die  Gleichungen: 

173)  0  =  X  -  H  oder  X  =  H, 

174)  0  =  y  +  F  —  <?  oder  Y  =  G  —  V. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  aus  Fig.  191  für  die  Seitenkräfte 
des  Yon  dem  Punkte  B  geleisteten  Gegendrucks  Wt   die  Werthe: 

Xi  =  ffund  Yx  =  ö,  +  V. 

Die  horizontalen  Seitenkräfte  dieser  Gegendrücke  sind  demnach 
gleich  dem  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte  C  und  die  verti- 
calen  Seitenkräfte  zusammengenommen  so  gross  wie  die  Summe 
der  Gewichte  der  beiden  Stangen. 

In  den  Gleichungen  170)  bedeuteten  die  Buchstaben  3ß  und 
2R,  die  statischen  Momente  der  Stangengewichte,  bezogen  auf  die 
festen  Drehpunkte  der  Stangen.     Wenn  man  diesen  Buchstaben 
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Fig.  192. 


anstatt  dessen  die  Bedeutung  der  Momenten-Summen  sämmtlicher 
Belastungen    der   betreffenden    Stangen    beilegt,    so    gelten  jene 

Gleichungen  unmittel- 
bar auch  für  den  in 
Fig.  192  dargestellten 
Fall*  bei  welchem 
ausser  den  eigenen 
Gewichten  noch  die 
angehängten  Belastun- 
gen P,  Q  und  P„  Qt 
von  den  Stangen  ge- 
tragen werden.  Die 
beiden  Seitenkräfte  des 
Scheiteldrucks  D  kön- 
nen (laher  auch  in  diesem  Falle  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  171) 
und  172): 

bhl   +bth'        V~    bhx+bxh 

bestimmt  werden,  sobald  man  darin  für  die  Grössen  2R  und  3Ät 
die  aus  Fig.  192  sich  ergebenden  Werthe  substituirt: 

3H=öc+  Pp-f-  Qq   und    3»,  =  Gt  cx  +Pxpt  +0^,. 

Die  Bestimmung  der  Seitenkräfte  der  von  den  festen  Punkten 
A  und  B  geleisteten  Gegendrücke  geschieht  alsdann  auf  dieselbe 
Weise  wie  mit  Bezug  auf  Fig.  190  mittelst  der  Gleichungen  173) 
und  174);  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  des  eigenen  (.Je 
wichts  einer  Stange  hier  die  ganze  Belastungs-Summe  derselben 
zu  substituiren  ist.  Man  erhält  demnach  für  die  übrigen  Seiten- 
kräfte die  Gleichungen: 

X  =  H=XV 

Y  =  G  +  P+  Q  -  V  und  Yx  =  G{  +  Pt  +  Qt  +  7. 

Wie  in  Fig.  191  beispielsweise  durch  das  in  dem  Punkte  M 
angehängte  Gewicht  Q  angedeutet,  macht  es  hinsichtlich  des  hier 
anzuwendenden  Verfahrens  durchaus  keinen  Unterschied,  wenn 
einzelne  Gewichte  an  den  jenseits  über  den  Gelenkpunkt  C  hinaus 
verlängerten  Stangen  angehängt  sind. 
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§52. 

Einfluss  der  Belastung  eines  einzelnen  Punktes  einer  Ver- 
bindung von  zwei  gewichtlosen  Stangen. 

Jede  der  beiden  Seitenkräfte  irgend  eines  von  den  drei  Ge- 
gendrücken kann  aufgefasst  werden  als  Summe  der  einzelnen  Bei- 
träge, welche  die  verschiedenen  Belastungen  einzeln  genommen 
dazu  liefern.  Setzt  man  in  den  auf  Fig.  189  bezüglichen  Glei- 
chungen das  eine  Mal  ö,  =0,  das  andere  Mal  (?=0,  so  erfahrt 
man,  welche  Druckkraft  von  jedem  dieser  beiden  Gewichte  ein- 
zeln genommen  hervorgebracht  werden  würde,  und  es  zeigt  sich; 
dass  die  Summe  der  beiden  Werthe,  welche  man  auf  diese  Weise 
für  irgend  eine  jener  Seitenkräfte  erhält,  den  wirklichen  Werth 
dieser  Seitenkraft  darstellt.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  sich 
daTon  überzeugen,  dass  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  192  dargestellten 
Falle  irgend  eine  jener  Seitenkräfte  nichts  Anderes  ist  als  die 
Summe  der  sechs  Beiträge,  welche  die  sechs  Belastungen  G,  P, 
Q.  0,,  JPp  Qj  einzeln  genommen  zu  derselben  liefern.  Es  err 
giebt  sich  hieraus  ein  Mittel,  die  im  vorigen  Paragraphen  behan- 
delte Aufgabe  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  man  dieselbe  in 
eben  so  viele  einzelne  Aufgaben  (als  Gewichte  vorhanden  sind) 
zerlegt,  deren  jede  für  sich  allein  dann  eine  viel  einfachere  Lö- 
sung zulässt. 

Da  das  eigene  Gewicht  einer  Stange  genau  eben  so  wirkt 
wie  eine  in  dem  Schwerpunkte  der  (gewichtlos  gedachten)  Stange 
angehängte  fremde  Last  von  gleicher  Grösse,  so  ist  bei  Anwendung 
dieser  Methode  zwischen  eigenen  und  fremden  Lasten  keinerlei 
Unterschied  zu  machen.    Wenn  es  sich  nicht  um  die  Bestimmung 

der  wirklichen  Qegendrücke,  son- 
dern vielmehr  nur  um  die   Be- 
stimmung des  von  einem  einzelnen 
Gewichte    ausgeübten    Einflusses 
handelt,  so  müssen  also  die  Stangen 
selbst  als  vollkommen  gewichtlose 
starre  Linien  behandelt  werden. 
Die  Richtungslinie  des  von  irgend 
einem   einzelnen   Gewichte   hervor- 
gebrachten Druckes  in  dem  Verbin- 
dungspunkte der  beiden  Stangen  fällt  immer  mit  der  Richtung  der 
unbelasteten  Stange  zusammen  (Fig.  193). 
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Denn  für  die  unbelastete  Stange  DC  (Fig.  195)  bildet  (nach 
der  oben  vorausgeschickten  Erklärung)  dieser  Druck  D  die  ein- 
zige Kraft,  welche  ausser- 


Fig.  194. 


Fig.  195. 


halb  des  festliegenden  Dreh- 
punktes derselben  ihren  An- 
griffspunkt hat.    Aus  dem 
Gleichgewichtszustände  die- 
ser Stange  kann  man  also 
schliessen,  dass  die  Rich- 
tungslinie jener  Kraft  durch 
den  Drehpunkt  B  hindurch- 
geht, weil  andernfalls  die 
Stange  um   diesen  Punkt 
gedreht  werden  würde,  sowie  ferner:  dass  der  von  dem  Punkte  £ 
geleistete  Gegendruck  mit  dem  Drucke  D  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  hat. 

Die  Lage  des  Durchschnittspunkts  O,  in  welchem  die  Rich- 
tungslinien der  beiden  Kräfte  Q  und  D  einander  schneiden,  ist 
demnach  als  bekannt  anzusehen,  und  da  die  drei  auf  die  Stange 
A  C  wirkenden  Kräfte  JF,  Z>,  Q  nur  dann  einander  im  Gleichge- 
wicht halten  können,  wenn  ihre  Richtungslinien  in  einem  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkte  zusammentreffen,  so  ist  in  der 
Verbindungslinie  A  0  nunmehr  auch  die  Richtung  der  Kraft  W 
gefunden,  und  ergiebt  sich  hieraus  die  fernere  Regel: 

Man  findet  die  Richtung  des  vom  UnterstUbungspunkte  der  be- 
lasteten Stange  geleisteten  Gegendrucks,  indem  man  von  diesem  Pntte 
aus  eine  gerade  Linie  zieht  nach  dem  Durchschnittspunkte,  in  welche« 
die  Richtungslinie  des  Gewichts  von  der  Richtung  der  unbelastet* 
Stange  getroffen  wird. 

Um  die  beiden  Kräfte  D  und  W  ihrer  Grösse  nach  zu  be- 
stimmen, kann  man  alsdann  —  anstatt  nach  der  Methode  des 
vorigen  Paragraphen  dieselben  in  ihre  Seitenkräfte  zu  zerlegen 
und  diese  letzteren  aus  den  für  jede  einzelne  Stange  geltenden 
Gleichgewichtsbedingungen  zu  bestimmen  —  in  diesem  Falle  ein- 
facher  auf  dem  Wege  der  Construction  zum  Ziele  kommnn,  ent- 
weder: indem  man  (wie  in  Fig.  193  schon  angedeutet)  bei  0  das 
Kräfteparallelogramm  construirt,  dessen  Diagonale  ON  als  gege- 
ben anzusehen  ist,  oder:  indem  man  die  Hebelarme  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  Punkte  A  und  C  construirt  und  dann  für  dit* 
Stange  A  C  zweimal  die  Gleichungen  der  statischen  Momente  auf- 
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stellt;  das  eine  Mal  den  Punkt  A,  das  andere  Mal  den  Punkt  C 
als  Drehpunkt  wählend,  woraus  sich  nach  Fig.  194  folgende  Glei- 
chungen ergeben:  * 

0  =  —  Dd -f  Qa  oder  D=Q^-, 


0  =    Ww—Qb  oder  W=  Q 


w 


In  den  Figuren  196,  197  ist  jedes  Mal  durch  die  bekannte  Parallelo- 
gramm -  Construction  der  Weg  angedeutet,  auf  welchem  die  gleiche  Methode 


Flg.  196. 


Fig.  197. 


znr  Bestimmung  der  Gegendrücke  D,  W  auch  in  solchen  Fällen  fuhrt,  wo 
entweder  der  Aufhängepunkt  M  oder  die  beiden  festen  Punkte  A,  B  eine 
von  der  in  Fig.  193  angenommenen  abweichende  Lage  haben.  Ebenso  zeigt 
Fig.  198,  dass  dieselbe  Methode  auch  da  angewendet  werden  kann,  wo  es 


Fig.  198. 


Fig.  199. 


statt  des  vertical  abwärts  wirkenden  Gewichtes  Q  eine  beliebige  anders  ge- 
richtete Kraft  K  ist,  welche  die  Gegendrücke  hervorruft.  Fig.  199  endlich 
ist  hinzugefügt,  um  anzudeuten,  dass  es  keinen  Unterschied  macht,  ob  die 
Stangen  geradlinig  oder  krummlinig  sind. 
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Da  überhaupt  abweichende  Formen  der  beiden  Körper,  welche  bisher 
durch  geradlinige  Stangen  repräsentirt  wurden,  die  Anwendbarkeit  die>er  Me- 
thode in  keiner  Weise  beeinträchtigen  können,  so  läs»>t  sich  dieselbe  anrh 
mit  Vortheil  benutzen,  um  z.  B.  bei  einer  Bogenbrücke  (Fig.  200)  deren  zwei 

Hälften  unter  einander  and  mit 
Fig.  200.  den  Widerlagern  durch  (ielrnk- 

jjr  bolzen     (Scharniere)    Terbundcn 

-Y    y*  sind,  den  Einfluss  einer  einzehien 

Belastung  zu  ermitteln,  die  Bei- 
träge,   welche    dieselbe   zu  den 
_^  Gegendrücken  liefert,  und  damit 

Lj-J  ^%*>  zugleich  die  Art  und  Wei>e  zu 


D 


/ 


J 


A 


bestimmen,  in  welcher  diese  Be- 
lastung zu  der  Spannung  in  ir- 
gend einem  Theile  der  ganzen 
Construction  ihren  Beitrag  liefert,  welcher  letztere  Punkt  den  Gegenstand 
später  folgender  ausführlicher  Untersuchungen  bilden  wird. 

Wenn  man  die  mittelst  der  angedeuteten  Parallelogramm-Constrnciioneii 
gefundenen,  von  dem  einen  Gewichte  Q  hervorgebrachten  Gegendrücke  wiederum 
durch  Parallelogramm-Constructionen  in  ihre  horizontalen  und  verticalen  Seit**!)- 
kräfte  zerlegt,  und  dasselbe  Verfahren  in  Bezug  auf  die  übrigen  etwa  vor- 
handenen Belastungen  wiederholt,  so  kann  man  durch  —  gleichfalls  auf 
geometrischem  Wege  auszuführende  Summation  der  zusammengehörigen  '  jN 
horizontale  oder  verticale  Linien- Abschnitte  sich  darstellenden)  Grös>en  naHi 
und  nach  die  von  allen  Belastungen  zusammengenommen  hervorgebrachten 
Totaldrücke  bestimmen  und  auf  diese  Weise  —  wenn  man  es  nicht  vorzieht, 
die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Methode  der  Berechnung  anzuwenden  — 
die  ganze  Aufgabe  auf  rein  geometrischem  Wege  losen. 

Selbstverständlich  können  die  in  den  Figuren  193,  196  . . .  199  durch 
Construction  dargestellten  Kräfte  ohne  Weiteres  al#die  wirklichen  G  ein- 
drücke betrachtet  werden  in  allen  solchen  Fällen,  wo  die  eigenen  Gewicht** 
der  Stangen  im  Verhältniss  zu  der  Belastung  Q  (oder  der  Kraft  A')  klein 
genug  sind,  um  vernachlässigt  werden  zu  dürfen. 


§53. 

Gleichgewichtslage  einer  Yerbindang  von  mehr  als  iwei 

Stangen« 

•linier  von  den  beiden  festen  Unterstützungspunkten  einer  Ver- 
bindung von  zwei  Stangen  kann  ersetzt  werden  durch  den  beweg- 
lichen Kndpunkt  einer  neu  hinzugefügten  Stange,  welche  ihrer- 
seits am  anderen  Knde  durch  einen  festen  Drehpunkt  unterstützt 
ist  -  vorausgesetzt,  dass  dieser  hinzugefügten  Stange  eine  solche 
Richtung  gegeben  wird,  bei  welcher  der  auf  sie  übertragene  Druck 
die  Stange  im  Gleichgewicht  hält  in  Bezug  auf  eine  Drehung  am 
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ihren  festen  Unterstützungspunkt.  Dieser  letztere  kann  alsdann 
wiederum  auf  gleiche  Weise  mit  dem  beweglichen  Endpunkte  einer 
folgenden  Stange  vertauscht  werden,  und  durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  lässt  sich  allmälig  eine  beliebige  Anzahl  von  Stangen 
in  solcher  Weise  auf  einander  stellen,  dass  das  ganze  Gebäude, 
obwohl  nur  von  zwei  festen  Punkten  gestützt  und  aus  lauter  be- 
weglichen an  einander  gelehnten  Stücken  zusammengestellt,  den- 
noch im  Gleichgewichtszustände  sich  erhält 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Methoden  zur 
Bestimmung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stan- 
gen hervorgebrachten  Druckkräfte  können  auch  auf  eine  Verbin- 
dung von  mehr  als  zwei  Stangen  angewendet  und  beim  Aufsuchen 
der  Bedingungen  ihrer  Gleichgewichtslage  benutzt  werden.  Denn, 
wenn  eine  solche  Verbindung  im  Gleichgewichtszustande  sich  be- 
findet, so  wird  dieser  Zustand  dadurch  nicht  gestört,  dass  irgend 
einer  von  den  Verbindungspunkten  in  einen  festen  Punkt  ver- 
wandelt wird.  Jedes  Paar  von  benachbarten  Stangen  befindet 
sich  also  in  derselben  Situation,  wie  wenn  dasselbe  durch  zwei 
feste  Punkte  unterstützt  wäre,  und  die  auf  diese  beiden  Punkte 
übertragenen  Druckkräfte  können  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
vorigen  Falle  bestimmt  werden. 

Verbindung  von  drei  Stangen. 

Wenn  z.  B.  A  CE  B  die  Gleichgewichtslage  einer  Verbindung 
von  drei  Stangen  ist  (Fig.  201),  so  sind  die  von  den  beiden  Stan- 
gen AC  und  EC  in  den  beiden 
Fig.  201.  Punkten  A  und  E  hervorgeru- 

D        N       ff  fenen  Gegendrücke  D  und  W 

^X/  |    ]/*  auf  dieselbe  Weise  zu  bestim- 

;$£  men,  wie  wenn  der  Punkt  E 

y^l\\JB  e*n  fester  Punkt  wäre:  ebenso 

Q^^^T'^^S.  die   von   den   beiden   Stangen 

jf^       n  ^Vg        BE  und  CE  hervorgebrachten 

^r  ®  lP*     Drücke,  wie  wenn  der  Punkt 

jjjriF  KS     C  ein  fester  Punkt  wäre.  Wenn 

■»  die  Stange  CE  die  allein   be- 

lastete ist  so  müssen  die  Rieb- 
tangen der  beiden  anderen  unbelasteten  (und  als  gewichtlos 
betrachteten)  Stangen  mit  den  Richtungslinien  der  auf  sie  über- 
tragenen  Druckkräfte  oder  der  von  ihnen  zu  leistenden  Gegen- 
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drücke  zusammenfallen.  Bedingung  der  Gleichgewichtslage  ist 
also,  dass  die  Richtungslinien  der  beiden  unbelasteten  •Stangen 
mit  der  Richtungslinie  der  Belastung  in  einem  und  demselben 
Punkte  0  zusammentreffen. 

Auf  demselben  Principe  beruhen  die  Gleichgewichtslagen  der 
in  den  Figuren  202,  203,  204  dargestellten  Stangenverbindungen, 


Fig.  202. 


Flg.  203. 


SD 


Fig.  204. 


welche  nur  durch  abweichende  Lage  des  Belastungspunktes  und 
der  festen  Unterstützungspunkte  von  der  vorigen  Anordnung  sich 

unterscheiden.  In  allen 
diesen  Fällen  findet 
man  die  Richtungen, 
welche  den  unbelaste- 
ten Stangen  zu  geben 
sind,  indem  man  auf 
die  belastete  mittlere 
Stange  den  bekannten 
Satz  von  den  drei  Kräf- 
ten anwendet:  „Drei  auf 
einen  festen  Körper 
wirkende  Kräfte  kön- 
nen einander  nur  dann 
im  Gleichgewicht  hal- 
ten, wenn  ihre  drei  Richtungslinien  in  einem  und  demselben 
Punkte  zusammentreffen." 

Wenn  im  Gegenfalle:  die  mittlere  Stange  die  allein  unhelaitftt 
ist,  so  muss  ihre  Richtung  zusammenfallen  mit  der  Kichtung  des- 
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jenigen  Drucks,  welchen  die  beiden  belasteten  Seitenstangen  auf 
einander  ausüben  würden,  falls  sie  unmittelbar  einander  gegenseitig 
stützten  —  und  zwar  mit  unverändert  beibehaltenen  Richtungen. 
Auf  dieselbe  Weise  also,  wie  mit  Bezug  auf  Fig.  189  die  Richtung 

des    Drucks    D    be- 
Pig.  205.  ^        stimmt  wurde,   kann 

Wt  auch  die  Richtung  ge- 

funden werden,  wel- 
che der  Stange  CE 
gegeben  werden  muss, 
wenn  dieselbe  mit  den 
in  ihren  Richtungen 
gegebenen  belasteten 
Seitenstangen  ACxmd 
BE  zusammen  in  der 
Gleichgewichtslage  sich  befinden  soll  (Fig.  205). 

Statt  dessen  kann  man  diesen  letzteren  Fall  auch  auf  den 
vorigen  zurückfuhren.  Die  Kraft  Q  kann  betrachtet  werden  als 
die  Mittelkraft  von  zwei  resp.  in  den  Punkten  A  und  C  angreifen- 
den Kräften: 


P  =  Q. 


FC 


und   q=Q 


AF 


(Fig.  206), 


AC  AC 

ebenso  die  Kraft  Qt  als  Mittelkraft  der  beiden  resp.  in  den  Punk- 
ten B  und  E  angrei- 


Fig.  206. 


f enden  Kräfte: 


Pi  =  Qi 


und 


7i  =  Qi 


JE 
BE 


BJ 


BE 
Die  beiden  Kräfte  p 
undpj  werden  direct 
von  den  festen  Punk- 
ten A  und  B  aufge- 
hoben, erzeugen  da- 
selbst eben  so  grosse 
vertical  aufwärts  gerichtete  Gegendrücke  und  haben  übrigens 
keinen  Einfluss  auf  die  Gleichgewichtslage  der  drei  Stangen.  Die 
Kräfte  q  und  qly  deren  Angriffspunkte  zugleich  Punkte  der  mittleren 
Stange  CE  sind,  können  durch  ihre  Mittelkraft  R  =  q-\- q ,  ersetzt 


Kitter,  Mechanik. 


15 
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werden,  deren  Angriffspunkt  L  die  Linie  CE  in  zwei  Abschnitte 

zerlegt,  welche  aus  der  Gleichung: =  -^-  bestimmt  werden 

können.  Die  Gleichgewichtslage  der  drei  Stangen  ist  daher  genau 
dieselbe,  wie  wenn  ausschliesslich  die  mittlere  Stange  in  dem 
Punkte  L  mit  dem  Gewichte  R  belastet  wäre.  Die  Richtungen 
der  beiden  Stangen  AC  und  BE  müssen  mit  der  Richtungslinie 
der  Kraft  R  in  einem  und  demselben  Punkte  0  zusammentreffen. 
Der  feste  Punkt  A  leistet  ausser  dem  vertical  aufwärts  gerichteten 
Gegendruck  v  (=  p)  noch  den  in  die  Richtung  A  C  fallenden 
Gegendruck  K,  und  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  ist  die 

Pig  ao7  in  Fi8-  205  mit  W  bc" 

zeichnete  Kraft,   eben 

so  ist  Wx  die  Mittel- 
kraft von  vx  (=p{) 
und  Kv 

Wenn  endlich  alle 
drei  Stangen  belastet 
sind,  so  kann  die  di- 
recte  Belastung  der 
mittleren  Stange  (wie 
in  Fig.  207  angedeutet ) 
ebenfalls  durch  zwei 
in  don  Punkten  C  und  E  angehängte  Gewichte  ersetzt,  und  damit 
dieser  Fall  zurückgeführt  werden  auf  den  eben  untersuchten  Fall, 

wo    die   Kräfte,    welche  die 
+    Gleichgcwichtsform  bedingten, 
als  ausschliesslich  in  den  Be- 
|  \  /  lastungen  der  beiden  Gelenk- 

punkte   C  und   E  besteheud 
angesehen  werden  konnten. 

Dass  dieselbe  Methode  dt*r 

Zerlegung  der  Gewichte  auch 

dann  angewendet  werden  kann. 

•  wenn    eine    der    Stangen   in 

s  H      k  f  ihrem  über  den  Gelenkpunkt 

1  *  hinaus     verlängerten    Theüe 

ihre  Belastung  trägt  —  in 
\\oUhem  Falle  die  beiden  Seitenkräfte  dieses  Gewichts  entgegen- 
liefet >to   Dichtungen   erhalten    —    ist  beispielsweise   in   Fig.  2©8 
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angedeutet.  Eine  Vergleichung  dieser  Figur  mit  Fig.  203  lässt 
zugleich  den  Weg  erkennen,  auf  welchem  die  allgemeine  Lösung 
derjenigen  Aufgaben  gefunden  werden  kann,  welche  in  den 
Figuren  202,  203,  204  nur  für  den  speciellen  Fall  gelöst  wurden, 
wenn  ausschliesslich  die  mittlere  Stange  als  belastet  anzusehen  war. 
Wenn  die  Lage  der  Stangenverbindung  ACEB  (Fig.  209) 
gegeben  ist,  und  das  Verhältniss  bestimmt  werden  soll,  in  welchem 

die  beiden  an  den  Punk- 
**'  209.  ten  C  und  E  hängenden 

Gewichte  Q  und  Q1  zu 
einander  stehen  müssen, 
damit  jene  gegebene 
Lage  eineGleichgewichts- 
lage  sei:  so  kann  man 
diese  Aufgabe  auch  auf 
dem  Wege  der  Rechnung 
lösen,  indem  man  den 
Satz  von  den  drei  Kräf- 
ten (Gleichung  72)  ein- 
mal auf  die  an  dem 
Punkte  C  einander  im 
Gleichgewicht  haltenden 
drei  Kräfte  Q,  J9,  W 
(Fig.  210),  ein  anderes 
Mal  auf  die  an  dem 
Punkte  E  einander  im 
Gleichgewicht  haltenden 
drei  Kräfte  Qv  D,WV 
(Fig.  211)  anwendet.    Man  erhält  dann  die  beiden  Gleichungen: 

1  7f;\     JL  _    " K180°  —  (g— °>)]    _     Bin (a  —  u>) 
1/0>      D  ~  sin(90°  +  a)  cosa        ' 

1 7ß\     Qi  _    Binft 80°  —  (a i+jo)]_         sin (at  +  cd) 
a/d;      d—  sin(900  +  a,)  cosa,        ' 

und  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


Fig.  210. 


Fig.  au. 


Q! 


177)    -%-  = 


Q   ain  (a  —  u>)  cos  at 

Q,  sin (at  +  a>)  cosa 


als  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  ge- 
gebene Lage  der  Stangen  eine  Gleichgewichtslage  sein  soll. 

15* 
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Symmetrische  Verbindung  von  vier  Stangen. 
Der  Gleichgewichtszustand  der  in  Fig.  212  dargestellten  Stan- 
genverbindung ACEDB  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn  die 

vier  Stangen  —  anstatt 
Fig.  212.  eine  jjq  (jen  Gelenkpunk- 

ten biegsame  Kette  zu 
bilden  —  zu  einem  star- 
ren Systeme  verbunden 
würden  (wie  z.  B.  wenn 
die  Stangen  in  den  Ge- 
lenkpunkten zusammen- 
geschweisst  wären).  Man 
kann  also  auf  das  Ganze 
die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  anwenden,  und  wenn  man 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt,  indem  man  das  eine 
Mal  den  Punkt  B,  das  andere  Mal  den  Punkt  A  als  Drehpunkt  wählt, 
so  findet  man,  dass  die  verticale  Seitenkraft  des  von  jedem  der  bei- 
den festen  Stützpunkte  geleisteten  Gegendrucks  die  Grösse  V—  $  G 
hat,  insofern  die  Mittelkraft  G  der  drei  Gewichte  P,  Q,  P  wegen 
vorausgesetzter  Symmetrie  in  die  verticale  Mittellinie  der  Figur 
hineinfällt.  Die  horizontale  Seitenkraft  H  muss  so  beschaffen 
dass  die  Mittelkraft  aus  V  und  H  an  dem  Punkte  A  die 

Richtung  A  C  und  an  dem  Punkte  B  die  Rich- 
tung BD  erhält.  Man  kann  dieselbe  bestimmen, 
indem  man  ein  Rechteck  construirt,  dessen  ver- 
ticale Seite  gleich  V  ist  und  dessen  Diagonale 
entweder  zu  AC  oder  zu  BD  parallel  ist;  die 
horizontale  Seite  dieses  Rechtecks  wird  dann 
die  Horizontalkraft  H  darstellen. 

Wäre  also  die  Lage  der  Stangenverbindung, 
sowie  das  Totalgewicht  G  gegeben,  und  die  Auf- 
gabe gestellt:   es   solle  diejenige  Art  der  Ge- 
wichtsvertheilung  ermittelt  werden,  für  welche 
jene  gegebene  Lage  die  Gleichgewichtslage  bildet: 
so  würde  man  diese  Aufgabe  auf  die  in  Fig.  213 
angedeutete  Art  durch  Construction  lösen  können, 
indem  man  die  verticale  Linie  LM=  V—  {  G 
macht,  durch  M  eine  Horizontale  und  durch  L  eine  Parallele  zu 
AC  legt,    wodurch    der    Schnittpunkt    O    und    die    Horizontale 
M  0  =  H  gefunden  ist.    Die  von  O  aus  parallel  zu  CE  gezogene 


sein 


Fig.  213. 


x— 


J4fi& 
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Linie  ON  stellt  dann  den  von  der  Stange  CE  auf  den  Punkt  E 
übertragenen  Druck  dar,  dessen  verticale  Seitenkraft  um  die 
Grosse  P  kleiner  sein  muss  als  V.  Es  stellt  folglich  der  Ab- 
schnitt LN  das  links  von  der  Mitte  hängende  Gewicht  P  dar, 
sowie  der  Abschnitt  PS  in  der  auf  gleiche  Weise  zu  construiren- 
den  anderen  Hälfte  der  Figur  das  rechts  von  der  Mitte  hängende 
Gewicht  P  darstellt,  und  die  von  O  aus  nach  den  vier  Punkten 
L,  AT,  S,  R  gezogenen  Linien  repräsentiren  die  in  den  vier  Stan- 
gen wirkenden  Druckkräfte. 

Um  die  Gewichtsvertheilung  auf  dem  Wege  der  Rechnung  zu 
bestimmen,  hat  man  die  aus  Fig.  213  sich  ergebenden  Gleichungen: 

178)    -^-  =  tg«o,  179)    ^=tga 

durch  einander  zu  dividiren  und  erhält  dann  die  Bedingungs- 
gleichung: 

180)  4  =  ^. 

'       G  tg  a 

Wäre  umgekehrt  die  Gewichtsvertheilung  gegeben  und  die 
zugehörige  Gleichgewichtslage  einer  Stangenverbindung  gesucht, 
so  würde  man  ebenfalls  das  in  Fig.  213  angedeutete  Verfahren 
anwenden  können,  indem  man  auf  der  Verticalen  LR  die  drei 
Gewichte  abträgt  und  durch  die  Mitte  M  eine  Horizontale  legt, 
worauf  man  von  einem  in  dieser  Horizontalen  beliebig  zu  wählen- 
den Punkte  O  aus  nach  den  vier  Punkten  Z.,  JV,  5,  R  gerade 
Linien  zieht,  in  welchen  dann  die  gesuchten  Richtungen  der  vier 
Stangen  gefunden  sind. 

Das  gleiche  Verfahren  lässt  sich  auch  auf  eine  aus  mehr  als 
vier  Stangen  zusammengesetzte  symmetrische  Stangenverbindung 
anwenden. 

Verbindung  von  beliebig  vielen  Stangen. 

Dieselben  Stangen  auf  dieselbe  Weise  belastet  und  in  der- 
selben Reihenfolge  an  einander  gefügt,  können  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Arten  zu  einer  Gleichgewichtsform  zusammengestellt 
werden.  Sobald  jedoch  für  ein  beliebiges  Paar  von  benachbarten 
Stangen,  z.  B.  A  C  und  B  C  in  Fig.  214 ,  die  Lage  vorgeschrieben 
ist,  giebt  es  nur  noch  eine  einzige  Gleichgewichtsform  für  die 
ganze  Stangenverbindung.  Denn  mit  der  Lage  dieser  beiden 
Stangen  ist  zugleich  die  Grösse  und  Richtung  des  auf  den  Punkt 
A  übertragenen  Drucks  D  bestimmt  —  welcher  nach  der  im  An- 
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fang  dieses  Paragraphen   vorausgeschickten  Erklärung  genau  auf 
dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,   wie  wenn  jene  beiden  Stangen 

in  A  und  B  durch 


Fig.  214. 

G        B 

T 


S§.^ 


feste  Punkte  unter* 
stützt  wären  —  und 
für  die  anstossende 
Stange  A  E  giebt  es 
nunmehr  nur  eine 
einzige  (leicht  auf- 
zufindende) Lage, 
bei  welcher  die  Mit- 
telkraft R  von  je- 
nem Druck  D  und 
ihrer  Belastung  Q 
durch  den  jenseitigen  Endpunkt  E  dieser  Stange  hindurch  geht,  wie 
es  die  Gleichgewichtsbedingung  derselben  in  Bezug  auf  Drehung  um 
diesen  Punkt  erfordert.  Diese  (ebenfalls  hiermit  bestimmte)  Mittel- 
kraft R  bildet  zugleich  den  auf  den  Punkt  E  übertragenen  Druck, 
welcher  wiederum  die  nächstfolgende  Stange  im  Gleichgewichstzu- 
stande  erhält,  folglich  eine  bestimmte  Lage  auch  für  diese  Stange 
bedingt.  Indem  man  zu  beiden  Seiten  der  gegebenen  Stangen  AC 
und  BC  auf  diese  Weise  von  einer  Stange  zur  anderen  fort- 
schreitend jedesmal  auf  die  nächstfolgende  Stange  die  Gleich- 
gewichtsbedingung in  Bezug  auf  Drehung  um  ihren  jenseitigen 
Endpunkt  anwendet,  findet  man  nach  und  nach  die  Gleichgewichts- 
lage für  die  ganze  Stangenverbindung. 

Da  die  Richtung  einer  beliebigen  einzelnen  Stange  durch 
Grösse  und  Richtung  des  auf  einen  ihrer  beiden  Endpunkte  wir- 
kenden Drucks  allein  schon  bedingt  ist,  so  genügt  es  auch:  für 
irgend  einen  der  Gelenkpunkte  die  Grösse  und  Richtung  des  da- 
selbst wirkenden  Drucks,  oder  dessen  horizontale  und  verticale 
Seitenkraft  zu  kennen,  um  hieraus  den  Druck  in  jedem  anderen 
Gelenkpunkte  und  die  Gleichgewichtsform  der  ganzen  Stangen- 
verbindung zu  bestimmen.  Denn  der  Gleichgewichtszustand  des 
Ganzen  wird  nicht  gestört,  wenn  an  irgend  einem  Gelenkpunkte 
die  Verbindung  aufgehoben  und  die  Wirkung  der  anstossenden 
Stange  durch  eine  Kraft  von  gleicher  Wirkung  ersetzt  wird  an 
jeder  von  den  beiden  getrennten  Stangen.  Die  aus  dem  Ganzen 
herausgenommene  Stangengruppe  PS  wird  also  im  Gleichgewichts- 
zustande verbleiben,  sobald  an  den  Trennungspunkten  P  und  S 
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resp.  durch  die' Kräfte  H,  V  und  X,  Y  die  vorher  von  den  an- 
stossenden  Stangen  auf  sie  ausgeübten  Wirkungen  genau  ersetzt 
werden  (Fig.  215).  Wenn  ferner  diese  vier  Kräfte  die  Stangen- 
gruppe trotz  der  Beweglichkeit  ihrer  Ver- 
bindungsglieder schon  im  Gleichgewichts- 
zustande zu  erhalten  im  Stande  sind,  so 
wird  um  so  weniger  eine  Ursache  zur 
Verschiebung  vorhanden  sein,  wenn  diese 
Beweglichkeit  der  Verbindung  aufgehoben, 
die  ganze  Gruppe  also  in  einen  starren 
Körper  verwandelt  würde  (etwa  von  solcher 
Beschaffenheit,  wie  wenn  die  Stangen  in 
den  Gelenkpunkten  zusammengeschweisst 
wären).  Es  können  daher  auf  die  ganze 
Gruppe  PS  auch  die  für  einen  einfachen  starren  Körper  gelten- 
den Gleichgewichtsbedingungen  angewendet  werden,  nach  welchen 
unter  Anderen  sowohl  in  Bezug  auf  die  horizontale,  als  in  Bezug 
auf  die  verticale  Richtung  die  algebraische  Summe  sämmtlicher 
Seitenkräfte  gleich  Null  sein  muss.  Für  die  Seitenkräfte  H  und  V 
gelten  demnach  die  Gleichungen: 

181)  0  =  H—X  oder  H=X, 

182)  0=7—  Y—  2(Q)  oder  V=  F-f  2(Q), 

in  welcher  letzteren  abkürzungsweise  mit  2(Q)  die  ganze  Bela- 
stungssumme der  Stangengruppe  bezeichnet  ist;  und  für  den 
Druck  D  die  Gleichungen: 

183)   d  =  y  m  +  F*  , 

184)    tge  =  ^. 

Die  in  letzteren  Gleichungen  enthaltenen  Resultate 
kann  man  auf  die  in  Fig.  216  angegebene  Weise  geome- 
trisch darstellen,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft 
AB  =  H  und  die  verticale  Seitenkraft  BC=-V  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zur  Mittelkraft  AC=  D  zu- 
sammensetzt. 

Denkt  man  sich  diese  Construction  alsdann  in  Bezug 
auf  jeden  der  übrigen  Gelenkpunkte  wiederholt,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  die  anderen  in  der  Figur  von  dem  Punkte 
A  ausgehenden  Linien  ihren  Grössen  und  Richtungen  nach 
die  Drücke  in  den  übrigen  Gelenkpunkten  darstellen. 

Wenn  also  für  irgend  einen  Gelenkpunkt  S  die  Seitenkräfte 
X,  Y  des  daselbst  wirkenden  Drucks   gegeben  sind,   so  ist  damit 


H-X 
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für  jeden  beliebigen  anderen  Gelenkpunkt  P  die  Grösse  und  Rieh- 
tung  des  in  diesem  Punkte  wirkenden  Drucks  J9,  folglich  auch  die 
Lage  der  angrenzenden  Stange  bestimmt  Zugleich  ergiebt  sich 
aus  Gleichung  181),  dass  die  horizontale  Seitenkraft  des  Drucks 
in  allen  Gelenkpunkten  der  ganzen  Stangenverbindung  gleiche 
Grösse  hat. 

In  §  51  sind  die  Bedingungen  gefunden,  unter  welchen  der 
zwischen  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stangen  wirkende 
Druck  horizontale  Richtung  hat,  welcher  Fall  unter  anderen  dann 
eintritt,  wenn  die  Stangen  auf  gleiche  Weise  belastet  sind  und 
die  beiden  gleichen  Seiten  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  mit 
horizontaler  Basis  bilden.  Wenn  die  beiden  Stangen  AS  und  BS 
in   Fig.    217    dieser   Bedingung   entsprechen,    also    der   in   dem 

Scheitelpunkte  S  thä- 
Fig.  217.  tige  Druck  auf  jede 

der  zu  beiden  Seiten 
rr^        SM  liegenden      Stangen- 

gruppen gerade  so 
wirkt,  wie  wenn  die- 
selbe in  dem  Punkte 
S  an  eine  verticale 
Wand  sich  anlehnte, 
so  ist  Y  gleich  Null 
und  nach  Gleichung 
182)  wird: 

185)    Fe=V(Q)=G, 

d.  h.  die  verticale  Seitenkraft  des  in  irgend  einem  Gelenkpunkte 
wirkenden  Drucks  ist  gleich  der  Summe  der  Belastungen  aller 
zwischen  diesem  Punkte  und  dem  Scheitelpunkte  befindlichen 
Stangen.  Die  horizontale  Seitenkraft  dieses  Drucks,  welche  immer 
dem  im  Scheitelpunkte  wirkenden  horizontalen  Drucke  gleich  ist 
kann  man,  wenn  die  Lage  der  Stangen  und  ihrer  Belastungspankte 
bekannt  ist,  auch  bestimmen,  indem  man  für  das  ganze  Stück 
PS  die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt  und  dabei 
den  beliebig  zu  wählenden  Punkt  P  als  Drehpunkt  wählt  Statt 
der  Summe  der  statischen  Momente  der  Gewichte  Q  kann  dabei 
auch  das  statische  Moment  von  ihrer  Mittelkraft  G  gesetzt  werden. 
Man  erhält  also  die  Gleichung: 

¥s 


186)    0  =  G  .  PAT  -  H.  SM  oder  H=  G 
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Die  in  Fig.  217  und  den  vorhergehenden  Figuren  dargestellte 
Gleichgewichtsform  einer  Stangen  Verbindung,  bei,  welcher  die  bei- 
den festen  Unterstätzungspunkte  unten  lagen,  kann  nach  Analogie 
der  im  §  46  eingeführten  Bezeichnungsweise  —  eine  labile  Gleich- 
gewichtsform  genannt  werden,  insofern  die  geringste  Verschie- 
bung der  Stangen  den  vollständigen  Einsturz  des  ganzen  Gebäu- 
des zur  Folge  haben  würde.  Wenn  man  dieselbe  Stangenverbin- 
dung ein  anderes  Mal  —  wie  in  Fig.  218  dargestellt  —  in  um- 
gekehrter Lage  an  zwei  oben  liegenden  festen  Punkten  so  auf- 
hängt, dass  die  neue  Form  und  Lage  das  Spiegelbild  der  vorigen 
darstellt,  so  befindet  sich  die  Stangenverbindung  ebenfalls  im 
Gleichgewichtszustande,  und  zwar  ist  diese  letztere  Lage  eine 
stabile  Gleichgewichtslage,  insofern  bei  dieser  Anordnung  eine 
geringe  Verschiebung  nur  das  Eintreten  solcher  Bewegungen  zur 
Folge  haben  würde,  welche  die  Stangen  ihrer  Gleichgewichtslage 
wieder  zufahren. 

Während  es  bei  der  labilen  Gleichgewichtslage  Druckkräfte 
sind,  mit  welchen  die  Stangen  in  den  Gelenkpunkten  einander 
gegenseitig  stützen,  sind  es  bei  der  stabilen  Gleichgewichtslage 
Zugkräfte,  welche  übrigens  hinsichtlich  ihrer  Richtungslinien  und 
Grössen  vollkommen  mit  jenen  Druckkräften  übereinstimmen. 
Denn  dieselben   Längengrössen   PN    und   SM    bilden    auch    in 

Fig.  218  die  Hebel- 
arme resp.  der  bei- 
den Kräfte  G  und  IT, 
es  stellt  daher  Glei- 
chung 186)  auch  in 
Bezug  auf  diese  letz- 
tere Figur  die  Glei- 
chung der  statischen 
Momente  für  das  Stück 
PS  dar,  und  zeigt, 
dass  jede  zwischen 
dem  Scheitelpunkte  S 
und  irgend  einem  be- 
liebig zu  wählenden 
anderen  Punkte  P  befindliche  Stangengruppe,  folglich  auch  die 
ganze  Stangenverbindung  im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet 


Fig.  218. 
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kommen  biegsamen  Kette. 

Wenn   man    für   die    in    Fig.    219    dargestellte    Stange    die 
Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt  in  Bezug  auf  ihren 

einen  Endpunkt  O  als  Drehpunkt,  so  kann 

Pig.  219.  man  daraus  den  Winkel  fr  bestimmen,  wel- 

n  chen  die  Richtungslinie  einer  am  anderen 

/  Endpunkte  P  wirkenden  gegebenen  Kraft  D 

/  \v  mit  der  Richtung  der  Stange  einschließen 

/  \£>    muss,   um  zu  verhindern,  dass  die  Stange 

/  ^£^i      um  jenen  Punkt  0  sich  drehe.    Die  Bela- 

j      8tung  der  Stange  soll  gleichförmig  über  ihre 

Länge  \  vertheilt,  und  jede  Längeneinheit 
\  derselben  mit  dem  Gewichte  p  belastet  sein, 

p^  die   ganze  Belastung  beträgt  also  pX  und 

wirkt  wie  ein  in  dem  Mittelpunkte  ange- 
hängtes Gewicht  von  dieser  Grösse.  Man  erhält  also  nach  Fig.  219 
die  Gleichung: 

0  =  D  .  p  -  (pX)  (A  cos  ?). 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  das  Verhältniss: 


(£)  -  H¥  •  k  =  * » 


um  so  kleiner  sein  muss,  je  kleiner  die  Länge  X  angenommen 
wird,  und  dem  Grenzwerthe  Null  sich  nähert,  wenn  die  Länge 
der  Stange  bis  auf  Null  abnimmt. 

Wie  gross  auch  immer  das  gegebene  Gewicht  p,  und  wie 
klein  auch  immer  die  gegebene  Kraft  D  sein  möge:  die  Richtung* 
linie  dieser  letzteren  darf  um  so  mehr  als  mit  der  Stangenrich- 
tung zusammenfallend  angesehen  werden,  je  kürzer  die  Stange  i*t. 

Je  grösser  man  sich  die  Anzahl  der  mit  einander  verbunde- 
nen Stangen  und  je  kleiner  man  sich  die  Stangen  selbst  vorstellt 
um  so  mehr  nähert  man  sich  der  Vorstellung  einer  vollkommen 
biegsamen  (unausdehnbaren  und  unverkürzbaren)  materiellen  Linie, 
oder  eines  linienförmigen  Systems  von  materiellen  Punkten,  in 
welchem  die  Abstände  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  un- 
veränderlich,  übrigens  aber  der  Beweglichkeit  der  ein/einen  ma- 
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teriellen  Pnnkte  keine  Schranken  weiter  gesetzt  sind.  Eine  solche 
biegsame  materielle  Linie  kann  wie  eine  Stangenkette  mit  unend- 
lich rielen  unendlich  kleinen  Gliedern  behandelt  werden.  Die 
Gieicbgewichtsform  derselben  wird  also  bei  stetig  über  ihre  Länge 
lertheüter  Belastung  eine  gebrochene  Linie  mit  unendlich  kleinen 
Seiten  d.  b.  eine  krumme  Linie  bilden.  Die  Richtungslinie  der 
mischen  zwei  benachbarten  Gliedern  wirkenden  Kraft  (Druck- 
öder  Zug  Spannung)  darf  nach  der  oben  vorausgeschickten  Er- 
klärung überall  als  mit  der  Richtung  der  krummen  Linie  (oder 
deren  Tangente)  zusammenfallend  angesehen  werden. 

Die  Form  dieser  Gleichgewichtslinie  hängt  von  der  Art  und 
Weise  ab,  in  welcher  die  Belastung  über  die  Länge  der  Kette 
vertheilt  ist  und  kann  nur  dann  bestimmt  werden,  wenn  das  Ge- 
setz dieser  Lastvertheilung  bekaunt  ist.  Es  soll  hier  zunächst 
der  specielle  Kall  vorausgesetzt  werden:  dass  die  Belastung  über 
ilie  Horizontalprojection  der  Kette  stetig  und  gleichförmig  vertheilt 
ist.  Von  dieser  Art  der  Lastvertheilung  kann  man  eine  Vor- 
stellung gewinnen,  ha- 
ng, aao.  £em  man  gjpjj  emen 

horizontalen  überall 
gleich  starken  Balken 
ab,  welcher  die  ganze 
Belastung  darstellen 
soll,  zunächst  in  sehr 
viele  sehr  kurze  Stücke 
zerschnitten  und  an 
den  Schnittstellen 
durch  gewicbtlose  ver- 
ticale  Stangen  unter- 
stützt denkt,  welche 
ihre  Belastungen  auf 
die  (gleichfalls  ge- 
wichtlos gedachte) 
Kette  übertragen ;  in- 
dem man  alsdann  jene 
Schnittstellen  nebst 
den  verticalen  Stützen 
immer  näher  und  näher  an  einander  gerückt  sich  denkt,  bis  end- 
lich die  Fusspunkte  dieser  letzteren  als  stutig  über  die  Ketten- 
länge vertheilt  angesehen  werden  können  (Fig.  220). 
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Wenn  das  Gewicht  des  Balkens  für  jede  Längeneinheit  des- 
selben p  beträgt,  so  hat  ein  Stück,  dessen  Länge  x  Längeneinhei- 
ten enthält,  das  Gewicht  px  und  der  Schwerpunkt  dieses  Stücks 
liegt  in  der  Mitte  desselben.  Für  den  gerade  unter  diesem  Balken- 
stücke liegenden  Kettentheil  PS  bildet  also  px  die  Mittelkraft 
von  den  unendlich  vielen  Gewichten,  mit  welchen  derselbe  be- 
lastet ist  und  seine  Horizontalprojection  PM  =  x  wird  von  der 
Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  halbirt.  Als  der  eine  Endpunkt 
S  dieses  Kettentheiles  soll  der  höchstliegende  Punkt  der  ganzen 
Kette  gewählt  werden,  d.  h.  derjenige  Punkt,  in  welchem  die 
Kette  weder  aufwärts  noch  abwärts,  folglich  horizontal  gerichtet 
ist;  der  andere  Endpunkt  P  soll  beliebig  gewählt  sein.  Wenn 
man  in  den  Punkten  S  und  P  die  Kette  durchschnitte  und  die 
rechts  und  links  neben  dem  Stücke  PS  liegenden  Theile  der 
Kette  wegnähme,  so  müssten,  um  den  Gleichgewichtszustand  dieses 
Stücks  zu  erhalten,  an  den  Schnittstellen  Kräfte  angebracht  wer- 
den, deren  Richtungen  mit  den  Richtungen  der  Kette  an  diesen 
Stellen  zusammenfallen,  an  dem  Punkte  £  also  eine  Horizontal- 
kraft H}  an  dem  Punkte  P  eine  Kraft  if,  deren  Richtungsliuie 
die  Tangente  der  Curve  an  diesem  Punkte  bildet  Das  Stück 
PS  wird  demnach  von  den  drei  Kräften  px,  H,  K  im  Gleich- 
gewicht gehalten,  die  Richtungslinien  dieser  drei  Kräfte  müs^u 
also  in  einem  und  demselben  Punkte  zusammentreffen,  und  die 
algebraische  Summe  ihrer  statischen  Momente  in  Bezug  auf  jeden 
beliebigen  Punkt  P  muss  gleich  Null  sein  (vergL  Gleichung  186  •. 
Aus  dieser  letzteren  Bedingung  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

187)    Hy  =  px  -j- ■-. 

Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  statt 
dos  Punktes  P  der  Stützpunkt  A  als  Endpunkt  des  Kettenstüeks 
angenommen,  also  wenn  x  =  l  und  y  ==f  gesetzt  wird.  Man  er- 
hält hieraus  die  neue  Gleichung: 

Wenn  man  alsdann  Gleichung-  186)  durch  Gleichung  IST) 
dnidirU  so  erhält  man  als  dritte  Gleichung: 

1Ct)\      .*    ._   J*5 

Die  «hielte  Untersuchung  in  Bezug  auf  den  rechts  vom  Punkte 
•S   liegenden  Theil  der  Kette  angestellt,  führt  ebeufalls  zur  ülei- 
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drang  189)  und  zeigt,  dass  dem  Werthe  y  =f  auch  an  der  ge- 
genüberliegenden Seite  der  Werth  x  =  l  entspricht,  dass  also, 
wenn  die  beiden  Stützpunkte  A  und  B  in  gleicher  Höhe  liegen, 
die  krumme  Linie  durch  die  Verticale  des  Punkts  S  in  zwei  sym- 
metrisch gleiche  Hälften  zerlegt  wird. 

Mittelst  der  Gleichung  189)  kann  man  für  jeden  beliebigen 
Werth  Ton  x  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen,  also  die 
Lage  jedes  einzelnen  Punktes  der  Kette  bestimmen,  sobald  die 
Pfeilhöhe  /  und  die  Spannweite  2 1  gegeben  sind.  Aus  der  Form 
dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  für  diese  specielle  Art  der 
Belastung  die  Gleichgewichtsform  der  Kette  eine  Parabel  bildet, 
deren  Achse  vertical  steht  und  deren  Scheitel  in  dem  Punkte  S 
liegt 

Die  Spannung  der  Kette  ist  auf  dieselbe 
Weise  zu  berechnen,  wie  im  vorigen  Para- 
graphen der  in  irgend  einem  Gelenkpunkte 
wirkende  Druck  D.  Für  die  Spannung  H 
im  Scheitelpunkte  S  findet  man  aus  Glei- 
chung 188)  den  Werth: 

190) 


2/ 


Eben  so  gross  muss  auch  die  horizontale  Seitenkraft  der 
Spannung  K  sein  (Fig.  221).  Die  verticale  Seitenkraft  derselben 
ist  gleich  der  Belastung  des  Stücks  PS  zu  setzen,  also: 

191)  V  =  px, 

worauf  dann  Grösse  und  Neigungswinkel   der  Kraft  K  bestimmt 
werden  können  aus  den  Gleichungen: 

192)  K  =  yiP^+K*    und     193)    tg  e  = 


H 


Sämmtliche  Gleichungen  187)....  193)  gelten  auch  für  die 
stabile  Gleichgewichtslage  der  (hängenden)  Kette,  wovon  man  sich 
leicht  überzeugt,  wenn  man  in  Fig.  221  die  Richtung  jeder  ein- 
zelnen Kraft  und  hierauf  die  ganze  Figur  umkehrt  in  der  Weise, 
dass  die  Richtung  von  unten  nach  oben  in  die  von  oben  nach 
unten  verwandelt  wird. 

Wenn  bei  der  in  Fig.  222  dargestellten  Hängebrücke  die  Totalbelastung 
—  bestehend  aas  dem  Gewichte  der  Kette,  der  Brückenbahn,  der  verticalen 
Hängestangen,  an  welchen  die  letztere  hängt,  nnd  der  sonstigen  Körper, 
welche  zur  Zeit  auf  der  Brückenbahn  sich  befinden  —  gleichförmig  über  die 
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Spannweite  der  Brücke  vertheilt  ist  und  für  jeden  Meter  der  Brnckeulaugr 
4000  KU.  beträgt,  so  ist  die  Horizontalspannung  der  Kette  überall: 

jp|^         4000.80» 
%f  2.10 


1280000  Kil. 


Fig.  222. 


^A 


Wenn  der  tiefste  Punkt  der  Kette  in  der  Brückenbahnlinie  liegt,  so  hat  au 
einer  Stelle  Q,  welche  60"  von  der  Mitte  entfernt  ist,  die  verticale  Hinp^ 
Stange  nach  Gleichung  189)  die  Länge: 

PQ  =  y  =  fjr  =  10 .  ^-r  =  5-,625. 

Die  Verticalspannnng  der  Kette  hat  an  dieser  Stelle  die  Grösse: 

V  =  p  .  x  =  4000  .  60  =  240000  Kil. 
und  die  Totalspannung  der  Kette  beträgt  an  dieser  Stelle: 

K  =  \/JP  +  K*  =  Vi  280000*  +  240"Ö0Öy  =  1  302000  KiL 

Den  Neigungswinkel,  um  welchen  au  dieser  Stelle  die  Richtung  der  Kette 
gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

V  240000 


tge  =  -/f= 


1280000 


=  0,1875,    t  =  10°  37'. 


Wenn  bei  der  in  Fig.  217  dargestellten  Stangenverbinduiur 
die  Belastungen  der  einzelnen  Stangen  so  gewählt  werden,  da*> 
der  Punkt  N,  in  welchem  die  Richtungslinie  der  Kraft  G  dir 
Horizontalprojection  PM  des  Stückes  PS  schneidet,  stets  in  «LV 
Mitte  dieser  Horizontalprojection  fällt,  wie  auch  immer  der  (Je- 
lenkpunkt  P  gewählt  werden  möge,  so  führt  die  Gleichung  1*'»' 
zu  denselben  Resultaten  wie  die  Gleichung  187),  und  es  zeigt  sich. 
dass  die  einzelnen  Gelenkpunkte  jener  Stangenverbindung  als- 
dann ebenfalls  in  einer  Parabel  liegen  müssen.  Um  eine  solch»- 
Belastungsweise  herzustellen,  braucht  man  nur  die  in  Fig.  220 
dargestellte  Belastungsweise  dahin  abzuändern,  dass  der  horizon- 
tale Balken  ab  ausschliesslich  an  denjenigen  Stellen,  welche  w- 
tical  über  den  Gelenkpunkten  der  Stangenverbindung  lit^" 
durchschnitten  und  durch  Verticalständer  unterstützt  wird  iFm- 

223).     Sämmtliche   Gleichungen   187) 193)  gelten  nunuKÄr 

auch  für  die  Gleichgewichtsform  dieser  Stangenverbindung,  ™r- 
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ausgesetzt,  dass  unter  den  Grössen  sc,  y  ausschliesslich  die  Coor- 
dinaten  der  Gelenkpunkte    verstanden   werden.     Da    ferner   der 

Gleichgewichtszustand 
.  Fig.  223.  dieser    Stangenverbin- 

"^  düng  nicht  gestört 
wird,  wenn  in  irgend 
einem  Gelenkpunkte, 
z.  B.  dem  Punkte  S  die 
Beweglichkeit  der  Ge- 
lenkverbindung aufge- 
hoben und  das  vorher 
durch  denselben  ver- 
bundene Stangenpaar 
zu  einem  steifen  Körper 
vereinigt  oder  durch 
eine  einfache  Stange 
ersetzt  wird,  so  bildet 
die  Gleichgewichtslinie 
der  Stangenverbindung 
auch  dann  noch  ein 
der  Parabel  einge- 
schriebenes Polygon,  wenn  der  Scheitelpunkt  der  Parabel  nicht 
zu  den  Gelenkpunkten  gehört,  und  die  letzteren  überhaupt  eine 
beliebig  unsymmetrische  Lage  haben. 

Der  Gleichgewichtszustand  einer  an  zwei  Punkten  A  und  B 

unterstützten   Stan- 
Fig.  224.  genverbindung  oder 

Kette  (Fig.  224) 
kann  auch  dadurch 
keine  Störung  erlei- 
den ,  wenn  irgend 
ein  Punkt  L  der- 
selben in  einen  fe- 
sten Punkt  verwan- 
delt wird,  und  der 
Theil  AL  wird  auch 
dann  noch  im  Gleich- 
gewicht bleiben, 
wenn  der  andere  Theil  BL  nunmehr  weggenommen  wird.  Die  Glei- 
chungen 187) . . .  193)  gelten  daher  auch  in  dem  Falle  noch  für  die 
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Uleichgewichtsform  einer  Kette,  deren  Belastung  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojection  vertheilt  ist,  wenn  die  beiden  festen 
Unterstützungspunkte  A  und  L  in  verschiedenen  Höhen  liegen. 
sobald  nur  für  die  Grössen  /  und  l  in  jenen  Gleichungen  irgend 
zwei  zusammengehörige  Werthe  der  Coordinaten  »■  und  y,  als.i 
z.  B.  die  Coordinaten  des  nunmehrigen  Unterstütz  ungspnnktes  L 
substituirt  werden. 

Ungleichförmige  Last»ertheilang. 
Wie  auch  immer  die  Belastung  über  die  Horizontalprojection 
der  Kette  vertheilt   sein    möge:   das  Gesetz  der  Vertheilung  lfc*t 
sich  immer  (analog  der  in  Fig.  220  dargestellten  Methode)  durch 
einen  horizontalen  Balken  veranschaulichen ;  nur  wird  bei  ungleich- 
förmiger  Lastvertheilung   der  Balken    nicht  überall   von   gleicbi-r 
Stärke  anzunehmen  sein  —  es  wird   vielmehr  entweder  die  Dicke 
oder  die  Höhe  des  Balkens  an  verschiedenen  Stellen  verschiedene 
Grössen   haben   müssen.     Sobald   die  der  I<astvertheilung  entspre- 
chende Form  des  Balkens  von  der  Art  ist,  dass   für   einen  belie- 
bigen Abschnitt  desselben   die  Lage   des  Schwerpunkte   allgemein 
bestimmt  werden   kann,   läsBt  sich   mittelst  der  den  Gleichungen 
187),     188),     [89 
Fig.  226.  analog  zu  bildenden 

Gleichungen  die 
Gleichgew  iebtsform 
der  Kette  leicht  be- 
stimmen. 

Eine  von  der  Mitte 
aus  nach  jeder  Seile 
hin  gleichförmig  iu- 
nehmend  über  die 
Horizontalprojection 
vertheilte  Belastung 
kann  *.  B.  durch 
einen  überall  gleich 
dicken  horizontalen 
Balken  dargestellt 
l      G-gx'  werden,  dessen  Hübe 

von  der  Mitte  au» 
nach  jeder  Seite  hin  proportional  der  Entfernung  von  der  Mitte  zu- 
nimmt, durch  einen  Balken  also,  welcher  im  Aufriss  als  aus  z*ei 
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dreieckigen  Hälften  cad  und  che  bestehend  erscheint,  den  man 
im  Uebrigen  auf  die  mit  Bezug  auf  Fig.  220  erklärte  Art  in  Stücke 
zerschnitten  und  durch  Verticalständer  unterstützt  sich  zu  denken 
hat  (Fig.  225).  Wenn  Q  das  Gewicht  der  einen  Balkenhälfte  cad 
ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Belastung  des  Kettentheiles  PS  nach 
Fig.  225  der  Werth: 

G  =  Q  p  , 

oder  wenn  abkürzungweise  -=,-  mit  q  bezeichnet  wird : 

194)  G  =  qx*  =  V. 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  cmn  liegt  von  der  Seite  mn 
als  Grundlinie  aus  gerechnet  im  ersten  Drittel  der  Höhe,  folglich 

ist  -f-  der  Hebelarm  der  Kraft  G  in  Bezug  auf  den  Punkt  P. 

Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  den  Gleichungen  187),  188), 
189)  analog  gebildeten  Gleichungen: 

195)  Hy  =  qx>  -f  ) 

196)  Hf  =  ql*  -|-  )  f  l 

Wenn  ausser  dieser  Belastung  noch  eine  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  p  pro  Längeneinheit 
rorhanden  wäre,  so  würden  die  obigen  Gleichungen  dife  Formen 
annehmen : 

198)  V=qx*+px, 

199)  Äy«^  +  *f  1  y=lg,3  +  lpga 

200)  Hf  =■&-  +  *£-[  f        \**  +  T**m 

Grösse  und  Richtung  der  Spannung  der  Kette  können  wie 
im  vorigen  Falle  mittelst  der  Gleichungen  192)  und  193)  be- 
stimmt werden. 

§  55. 
Parabolischer  Träger. 

Denkt  man  sich  eine  Kette  auf  die  in  Fig.  223  angedeutete 
Art  belastet  und  zugleich  die  Verticalen  der  einzelnen  Belastungs- 
punkte in  gleichen  Abständen  von  einander  befindlich,  so  dass  die 
ganze   Spannweite  AB  in    gleiche  Abschnitte  durch  sie  zerlegt 

Ritter,  Mechanik.  16 
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Fig.  226. 


wird,  so  kann  man  die  Länge  eines  solchen  Abschnitts  als  Längen- 
einheit wählen  und  durch  diese  Wahl  der  Längeneinheit  erreichen, 
dass  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  zu- 
gleich die  Belastung  für 
jeden  der  einzelnen  Be- 
lastungspunkte bildet. 
Hiernach  ergiebt  sich 
aus  Gleichung  190)  für 
die  horizontale  Druck- 
spannung der  in  Fig.  226  dargestellten  Kette  der  Werth : 

202)    #i  =  %r-, 

und  für  die  horizontale  Zugspannung  der  in  Fig.  227  dargestellten 

hängenden  Kette  der 
Werth: 


Fig.  227. 


203) 


"2   -     2/j 


204)     Pt  =  J 


Durch    Gleich- 
setzung   dieser  bei- 
den  Ausdrücke   er- 
hält man  die  Gleichung: 

*«  =  A. 
Pt         h 

als  Hedingungsgleichung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  hori- 
zontalen Seitenkräfte  der  auf  die  festen  Stützpunkte  übertragenen 
Kräfte  bei  beiden  Ketten  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte 
Hirhtung  haben  sollen. 

Henkt   man   sieh   die   beiden    Stützpunkte   A%n   At    in  dem 
Punkte  A  vereinigt,   ebenso  die   beiden   Stützpunkte  Bv  27,  im 

Punkte  2?,  so  wer- 
Fig'  a2a  den  die  Horizontal- 

kräfte einander  ge- 
genseitig aufheben. 
und  die  Punkte  A 
und  B  als  gemein- 
schaftliche Stütz- 
*  punkte     für     beide 

Ketten  haben  nur 
wihoalo  tVctndiüeko  /u  Kisten,  wenn  die  obige  Bedingungs- 
ploH<hm$  vrtuHt  i>t  <Kig.  128*.     Setzt  man: 
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205)    px  -f  p2  =  p     und     206)    /,  +/2  =  /, 

so  erhält  man  für  die  den  Gleichgewichtsbedingungen  entspre- 
chende Vertheilung  der  Totalbelastung  p  auf  die  beiden  Ketten 
die  Gleichungen : 


207)    Pl= 


P 


>+k 


=  p 


f 


208)    pt 


p       —  n    h- 


'+£ 


=    p 


f 


Fig.  229. 


Eine  solche  Lastvertheilung  wird  auch  dann  eintreten,  wenn  die 
übereinanderliegenden  Belastungspunkte  paarweise  durch  Vertical- 
stangen  verbunden,  und  an  den  oberen  Endpunkten  derselben  die 
Belastungen  p  angebracht  sind  (Fig.  229).     Jede  Verticalstange 

überträgt  alsdann  den 
Belastungstheilp2  auf 
den  betreffenden  Be- 
lastungspunkt der  un- 
teren Kette,  und  es 
findet  demnach  in  je- 
der Verticalstange  eine 
Druckspannung  von 
der  Grösse  p2  statt.  (Wären  statt  dessen  die  Totalbelastungen  p  an 
den  unteren  Endpunkten  der  Verticalstangen  angebracht,  so  würde 
jede  derselben  als  Hängestange  den  Belastungstheil  pt  auf  die 
obere  Kette  übertragen  und  die  Zugspannung  p{  annehmen.) 

Setzt  man  z.  B.  p  =  6000  Kil.  und  fx  =/2  =  \f,  so  wird  pv  =i>2  = 
3000  KU.  Es  erhält  also  jede  der  verticalen  Stangen  eine  Druckspannung 
von  3000  Kil.,  wenn  die  Belastungspunkte  oben  liegen  (dagegen  eine  Zug- 
spannung Ton  3000  Kil.,  wenn  dje  Belastungspunkte  unten  liegen). 

Wenn  man  die  Grösse 
+  /,  vertauscht  mit 
der  Grösse  —  /2 ,  so 
gelten  die  obigen  Glei- 
chungen für  den  in 
Fig.  230  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  die 
convexe  Seite  der  un- 
teren Kette  nach  oben 
gewendet   ist.     Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 

16* 


Fig.  230. 


& 


244 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XII.    §  55. 


V\  = 


p     _  _  /t 

/l       /l  --  /» 

»  —     p 

/, 

— -*4 


Die  Heiastungen  p2  der  unteren  Kette  werden  in  diesem  Falle 
negativ,  d.  h.  dieselben  wirken  als  vertical  aufwärts  gerichtete 
Kräfte;  und  die  obere  Kette  erhält  in  Folge  dessen  Belastungen 
p,,  welche  grösser  sind  als  die  wirklichen  Totalbelastungen  p. 

8etzt  man  z.B.  4*-  =  -s-  und  wieder  p  =  6000 Kil.,  so  wird  p,  = 


1- 


1 


6000 


=3  9000  Kil.  und  p2  r-=  r- --'  =  -  3000  Kil.    Die  Totalbelastung  von  6000 Kil. 

1  —  o 

zerlegt  Rieh  in  diesem  Falle  gleichsam  in  die  beiden  Theile  +  9000  Kil.  und 
•  8000  Kil.  Die  obere  Kette  befindet  sich  in  demselben  Zustande,  wie  wenn 
an  jedem  (iclcnkpunkte  derselben  ein  Gewicht  von  9000  Kil.  hinge,  und  auf 
die  untere  Kette  wirkt  an  jedem  Gelenkpunkte  eine  vertical  aufwärts  gerich- 
tete Krua  von  3000  Kil.  Diese  letzteren  Kräfte  werden  durch  die  Vertical- 
■tätigen  übertragen,  und  es  findet  daher  in  jeder  derselben  eine  Zugspannung 
von  3000  Kil.  statt 


Fig.  231. 


Fl«.  *32 


Wenn  /,  --  0 
und  f2=f  ist  (s. 
Fig.  231),  so  wird 
pt  =0  und  pj=;>. 
In  diesem  Falle  hat 
die  untere  Kette  die 
ganze  Last  zu  tra- 
gen, und  jede  Verticalstange  erhält  eine  Druckspannung  von 
der  ü rosse  j>.     Die  Spannung  der  oberen   geradlinigen  Kette  ist 

in    diesem   Falle    überall    gleich  der 

Horizontalspannung    H  —  -    y-    der 

unteren  Kette. 

Die  Spannungen  in  den  einzelnen 
Stangen  der  unteren  Kette  kann  man 
i^auf  dieselbe  Weise,  wie  in  Bezug  auf 
Fig.  213  erklärt  wurde)  mittelst  dtr 
in  Fig.  232  angegebenen  Constitution 
bestimmen,  welche  man  auch  in  um* 
gekehrter  Weise  zum  Auffinden  einer 
lileichgewichteform  für  die  untere 
Kette  benutzen  kann,  indem  man  eine 
fciUMiiheli    Zahlte   Imisse    .!;(#=//  als    Horizontalspannung 
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V 

r 
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annimmt  und  nachher  die  einzelnen  Theilpunkte  der  Linie  LR 
mit  dem  Punkte  O  dureh  gerade  Linien  verbindet,  welche  ihrer 
Richtung  und  Grösse  nach  die  Spannungen  in  den  einzelnen 
Stangen  der  unteren  Kette  darstellen. 

6000   42 
Setzt  man   z.  B.  /=1   und   p  =  6000  Kil.,  ßo  wird  H=       »   1 

=  48000  Kil.,  und  man  erhält  mittelst  der  in  Fig.  232  angegebenen  Con- 
struction  für  die  Spannungen  in  den  Stangen  der  unteren  Kette  in  der  Reihen- 
folge Ton  der  Mitte  nach  den  Enden  hin  die  Grössen:  48 100  Kil.,  48900KÜ., 
50  300  KiL,  52500  Kil.  Die  Stangen  der  oberen  horizontalen  Kette  erhalten 
jede  eine  Druckspannung  von  48000  Kil.;  und  die  Verticalstangen  jede  eine 
Druckspannung  von  6000  Kil. 

Die  Formen  Fig.  229,  Fig.  230  und  Fig.  231  sind  nur  in  dem 
Falle  wirkliche  Gleichgewichtsformen,  wenn  die  Totalbelastung 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilt  ist,  d.  h.  wenn 
die  Belastungen  der  einzelnen  Verticalstangen  (bei  gleichen  Ab- 
ständen derselben)  gleiche  Grösse  haben.  Bei  der  geringsten  Ab- 
weichung von  dieser  Art  der  Lastvertheilung  würde  eine  Ver- 
schiebung der  Stangenverbindung  eintreten,  und  müsste  man,  um 
eine  solche  zu  verhindern,  in  jedem  der  viereckigen  Felder  noch 
eine  Diagonalstange  hinzufügen.  Man  erhält  dann  den  eigentlichen 
sogenannten  r parabolischen  Träger",  wie  derselbe  bei  Dach-  und 
Brücken  -  Constructionen  angewendet  wird.  Die  Art  und  Weise, 
wie  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stangen  eines  solchen  para- 
bolischen Trägers  zu  berechnen  sind,  wird  in  einem  später  fol- 
genden Abschnitte  noch  näher  erklärt  werden. 

§56. 
Brückenwage. 

Die  beiden  horizontalen  (gewichtlos  gedachten)  Hebel  AB 
und  EZ  in  Fig.  233  sollen  in  O  und  Z  durch  feste  Drehpunkte 
unterstützt  sein  und  soDen*  ausserdem  durch  die  verticale  Stange 
BE  derartig  mit  einander  verbunden  sein,  dass  durch  eine 
Drehung  des  einen  Hebels  allemal  eine  Drehung  des  andern  in 
entgegengesetzter  Richtung  bedingt  wird. 

Um  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  denen  die  beiden  an- 
gehängten Gewichte  P  und  Q  an  dieser  Hebelverbindung  einander 
im  Gleichgewicht  halten ,  denkt  man  sich  die  verticale  Hänge- 
stange BE  durchschnitten  und  an  jeder  Schnittstelle  eine  Verti- 
calkraft  K  angebracht,  durch  welche  die  Wirkung  des  abgeschnit- 
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tenen  Theiles  ersetzt  wird.    Diese  Kräfte  K  stellen  die  Wirkimg 
und  Gegenwirkung  dar,  welche  die  beiden   Hebel  AB  und  EZ 

auf  einander  wechsel- 
Fig.  233.  seitig  übertragen.    An 

dem  Hebel  AB  muss 
die  vertical  abwärts 
wirkende  Kraft  K  dem 
Gewichte  P,  und  an 
dem  Hebel  EZ  die 
vertical  aufwärts  wir- 
kende Kraft  K  dem 
Gewichte  Q  das  Gleich- 
gewicht halten.  Als 
Gleichgewichtsbedin- 
gungen für  die  beiden 
einzelnen  Hebel  erhält 
man  nach  Fig.  233  die  Gleichungen: 

KR  =  Pa  und  KL=Ql, 

aus  denen  sich  nach  Elimination  der  Grösse  K  die  dritte  Glei- 
chung ergiebt: 


A      a 

ORB 

i 

A               ' 

i 

b 

< 

K 
K 

E* 

F 

z 

LI 

/ 

.  A 

Q 

209)    Q 


R  =  Pa. 


Mit  Hülfe  dieser  letzteren  Gleichung  lässt  sich  die  Lage  des 
Punktes  F  bestimmen,  an  welchem  das  Gewicht  Q  aufgehängt 
werden  muss.    um  dem  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  zu  halten. 

Das  in  dem  Punkte  F  aufgehängte  Gewicht  Q  wirkt  bei  der 
in  Fig.  233  dargestellten  Anordnung  mittelbar  auf  den  Hebel  AB, 
insofern  erst  durch  Vermittlung  des  Hebels  EZ  und  der  Verti- 
calstange  BE  die  Wirkung  desselben  auf  jenen  Hebel  übertragen 
wird.  Es  giebt  in  derselben  Hebelverbindung  noch  einen  zweiten 
Punkt,  an  welchem  aufgehängt  dasselbe  Gewicht  Q  ebenfalls  dem 
Gewichte  P  das  Gleichgewicht  hält.  Anstatt  das  Gewicht  Q 
mittelbar  auf  den  oberen  Hebel  wirken  zu  lassen,  kann  man  näm- 
lich dieses  Gewicht  auch  unmittelbar  an  diesem  Hebel  aufhängen. 
Sobald  nur  der  Aufhängepunkt  C  (Fig.  234)  so  gewählt  wird, 
dass  die  Bedingungsgleichung: 

210)     Qr  =  Pa 

erfüllt  ist,  wird  der  Hebel  A  B  ebenfalls  im  Gleichgewichtszustände 
sich  befinden. 
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Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Gleichungen  209)  und  210) 
ergiebt  sich  folgendes  Resultat:    Wenn  die  Länge  r  des  Hebel- 
arms OC  gleich  ~j-R  genommen  wird,  wenn 
also  die  Bedingungsgleichung: 


Fig.  234. 


1 


Or£ 


ü 


D* 


+B 


211)    4.= 


l 


R  L 

erfüllt  ist,  so  stimmt  die  in  Fig.  234  dar- 
gestellte directe  Wirkung  des  Gewichts  Q  auf 
den  Hebel  AB  mit  der  in  Fig.  233  darge- 
stellten indirecten  Wirkung  genau  überein. 

Was  von  dem  ganzen  Gewicht  Q  gilt, 
das  gilt  auch  von  einem  beliebigen  Theile 
desselben.  Wenn  man  also  das  Gewicht  Q 
z.  B.  in  zwei  Theile  qi  und  q2  zerlegte  und 
den  einen  Theil  qt  wie  in  Fig.  233  indirect, 
den  anderen  wie  in  Fig.  234  direct  auf  den  Hebel  AB  wirken 
Hesse,  so  würde  die  Wirkung  genau  dieselbe  sein,  wie  wenn  der 
erstere  Theil  qx  ebenfalls  an  dem  Punkte  C  hinge,  also  wie  wenn 
das  ganze  Gewicht  qx  -f-  q2  =  Q  an  dem  Punkte  C  direct  auf- 
gehängt wäre. 

Eine  solche  Zerlegung  des  Gewichts  Q  in  zwei  vertical  aln 
warte  wirkende  Seitenkräfte  findet  in  der  That  statt,  wenn  dieses 

Gewicht  auf  einen  ho- 
Fig.  235.    ^  rizontalen  Balken  DF 

(Fig.  235)  gelegt  wird, 
und  diesem  Balken  als 
Stützpunkte  einerseits 
der  untere  Endpunkt 
einer  in  dem  Punkte  C 
aufgehängten  vertica- 
len  Hängestange  CD, 
andererseits  der  Punkt 
/  F  des  Hebels  EZ  ge- 

geben   werden.      Wo 
auch  immer  die  Last  Q 
0i  liegen   möge   auf  dem 

Balken  DF  —  die 
beiden  Drücke  qx  und  q2 ,  welche  durch  dasselbe  auf  die  Stütz- 
punkte D  und  F  übertragen  werden,  wirken  genau  auf  dieselbe 


F 

2l_ 
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Weise,  wie  wenn  die  ganze  Last  Q  =  qt  -f-  q2  auf  die  in 
Fig.  234  dargestellte  Weise  direct  an  dem  Hebel  AB  aufgehängt 
wäre.  Vorausgesetzt  also,  dass  die  Bedingungsgleichung  211)  er- 
füllt ist,  gilt  für  die  in  Fig.  235  dargestellte  Hebelverbindung  die- 
selbe Gleichung  210),  welche  für  den  einfachen  Hebel  AOC  in 
Bezug  auf  Fig.  234  gefunden  wurde,  und  kann  demnach  eine 
solche  Hebelverbindung  gerade  so  wie  der  einfache  Hebel  benutzt 
werden,  um  mittelst  des  bekannten  Gewichts  P  das  unbekannte 
Gewicht  Q  zu  bestimmen,  sobald  das  Verhältniss  der  Hebelarme 
a  und  r  bekannt  ist. 

Auf  diesem  Principe  beruht  die  Einrichtung  der  gewöhnlichen 
Brücken  wage,  und  die  Gleichung  211)  enthält  die  Regel,  nach 
welcher  die  Verhältnisse  der  Hebellängen  bei  einer  solchen  Wage 
gewählt  werden  müssen,  wenn  der  Gleichgewichtszustand  der  Wage 
unabhängig  sein  soll  von  der  Stelle,  an  welcher  die  horizontale 
Brücke  DF  ihre  Belastung  trägt. 


§57. 
Boberral'sche  Wage. 

Als  Bedingung,  unter  welcher  die  beiden  Gewichte  p  und  q 
an  dem  gewichtlosen  Hebel  A  B  einander  das  Gleichgewicht  halten, 

erhält   man   nach  Fig.  236  die  Glei- 
chung: 

pa  cos  a  =  qb  cos  a 

oder,    wenn    man    den    gemeinschaft- 
lichen Factor  cos  a  auf  beiden  Seiten 

forüässt: 

212)    pa  =  qb. 

Für  den  zweiten  Hebel  At  Z?p  welcher 
hinsichtlich  seiner  Stellung  und  Form 
mit  dem  vorigen  genau  übereinstimmt 
und  dessen  fester  Drehpunkt  0,  ver- 
tical  unter  dem  Drehpunkte  O  des  ersten 
Hebels  liegen  soll,  erhält  man  auf  gleiche  Weise  die  Bedingungs- 
gleichung: 

213)    pia  =  qi  b. 

Wenn  die  beiden  vertical  über  einander  liegenden  Punkte  A 
und  A  x  durch  eine  gewichtlose  Verticalstange  A  A , ,  ebenso  die 
beiden  vertical  über  einander  liegenden  Punkte  B  und  Bx  durch 
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Fig.  237. 


V  =  Mj 


*~P*. 


die  gewichtloee  Verticalstange  BBX  mit  einander  verbünden  wer- 
den, 60  erleiden  die  Gleichgewichtszustände  der  beiden  Hebel 
hierdurch  keinerlei  Störung.  Es  entsteht  auf  diese  Weise  das 
von  zwei  festen  Punkten  O  und  O,  unterstützte  verschiebbare 
Parallelogramm  ABB{A{  (Fig.  237),  dessen  verticale  Stangen  A  A t 

und  BBX  resp.  mit  den  Gewicht- 
Summen  p-{-pi  =P  und  q-\-qx  =Q 
belastet  Bind.  Ob  die  oberen  oder 
die  unteren  Endpunkte  der  verti- 
calen  Stangen  (oder  auch  beliebige 
Zwischenpunkte  an  denselben)  als 
die  Aufhängepunkte  dieser  Belastun- 
gen angenommen  werden  —  das  ist 
bei  dieser  Anordnung  gleichgültig, 
weil  (nach  §37)  der  Einfluss  einer 
Kraft  auf  den  Gleichgewichtszustand 
eines  Körpers  nicht  geändert  wird, 
wenn  der  Angriffspunkt  dieser  Kraft 
in  der  Richtungslinie  derselben  beliebig  verschoben  wird. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  212)  und  213)  er- 
hält man  die  Gleichung : 

214)    Pa=Qb, 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  für  den  Gleichgewichtszustand 
eines  solchen  verschiebbaren  Parallelogramms  oder  Doppel-Hebels 
genau  dieselbe  Bedingung  gilt,  wie  für  den  einfachen  Hebel  AB 
in  Fig.  236. 

Nach  §  39  halten  zwei  auf  einen  festen  Körper  wirkende 
Kräftepaare  einander  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Drehungsrich- 
tungen entgegengesetzt  und  ihre  Mo- 
mente gleich  gross  sind.  Es  kann 
also  z.  B.  an  dem  Körper  ACAt 
(Fig.  238)  einem  gegebenen  Kräfte- 
paare P,  P  das  Gleichgewicht  ge- 
halten werden  durch  das  entgegen- 
gesetzt drehende  Kräftepaar  W1  W, 
dessen  Moment  TTp  gleich  dem  ge- 
gebenen Momente  PI  sein  soll. 

Der  Gleichgewichtszustand  dieses   Körpers  wird   auch  dann 
noch  fortdauern,  wenn  die  beiden  Kräfte  W,  W  —  anstatt  direct 


Fig.  2238. 
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Fig.  239. 


Pf 


auf  den  Körper  zu  wirken  —  durch  Vermittelung  von  gerad- 
linigen und  gewichtlosen  Stangen,  welche  mit  deren  Richtungs- 
linien zusammenfallen,  ihre  Wirkung  auf  den  Körper  übertragen, 
und  es  können  beliebige  Punkte  dieser  Stangen  als  Angriffspunkte 
für  jene  Kräfte  gewählt  werden  (Fig.  239).  Wenn  hinterher  als- 
dann zwei  beliebige 
Punkte  dieser  Stan- 
gen z.  B.  die  Punkte 
O  und  Ot  in  feste 
Punkte  verwandelt 
werden,  so  kann  der 
einmal  bestehende 
Gleichgewichts  -  Zu- 
stand der  Stangen- 
verbindung hier- 
durch nicht  gestört 
werden.  In  diesem 
Falle  können  die  beiden  Kräfte  W,  W  auch  fortgelassen  werden, 
insofern  die  Widerstände  der  beiden  festen  Punkte  dann  an  ihre 
Stelle  treten  und  ein  Kräftepaar  bilden,  durch  welches  unter 
allen  Umständen  das  gegebene  Kräftepaar  P,  P  aufgehoben  wird. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  in  Fig.  240  darge- 
stellte Hebelverbindung  lassen  sich  nunmehr  auf  folgende  Weix.» 

Flg.  MO. 
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ableiten.  Wenn  man  in  den  Punkten  A  und  Ax  die  beiden  ent- 
gegengesetzten Kräfte  P,  P  hinzufügt,  so  wird  dadurch  der  Gleich- 
gewichtszustand nicht  gestört.  Von  den  drei  jetzt  vorhandenen 
Kräften  P  bilden  die  zwei  resp.  in  E  und  A  angreifenden  Kräfte 
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ein  Kräftepaar,  welches  (nach  dem  eben  bewiesenen  Satze)  durch 
die  festen  Drehpunkte  O  und  Ox  aufgehoben  wird,  also  auch 
fortgelassen  werden  kann,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand 
dadurch  gestört  würde.  Die  noch  übrig  bleibende  dritte  Kraft  P 
wirkt  in  dem  Punkte  Av  und  diese  Kraft  stellt  demnach  den 
Einfluss  dar,  welchen  die  Belastung  des  Punktes  E  auf  den  Gleich- 
gewichtszustand der  ganzen  Hebelverbindung  ausübt. 

In  gleicher  Weise  kann  auf  der  anderen  Seite  in  Bezug  auf 
die  Belastung  Q  verfahren  werden.  Die  beiden  in  F  und  B  an- 
greifenden Kräfte  Q  bilden  ein  Kräftepaar,  welches  durch  die 
festen  Drehpunkte  O  und  Ot  aufgehoben  wird,  und  die  in  dem 
Punkte  Bt  angreifende  Kraft  Q  stellt  den  Einfluss  dar,  welchen 
die  Belastung  des  Punktes  F  auf  den  Gleichgewichtszustand  des 
Ganzen  ausübt 

Die  beiden  in  E  und  F  angebrachten  Belastungen  wirken 
daher  gerade  so,  wie  wenn  dieselben  unmittelbar  resp.  an  den 
Punkten  A%  und  B1  aufgehängt  wären,  und  dieselbe  Gleichung  214): 

Pa  =  Qb 

welche  in  Bezug  auf  Fig.  237  gefunden  wurde,  stellt  auch  in  Be- 
zug auf  Fig.  240  die  Gleichgewichtsbedingung  dar.  Die  ganze 
Hebelverbindung  verhält  sich  hinsichtlich  ihrer  Gleichgewichts- 
lage wie  der  einfache  an  seinen  Endpunkten  belastete  Hebel  AB 
in  Fig.  236  und  kann  wie  dieser  zum  Messen  von  Gewichten  be- 
nutzt werden.  Die  Lage  der  beiden  Stellen  E  und  jP,  in  welchen 
die  horizontalen  Ansätze  der  verticalen  Stangen  belastet  werden 
—  eine  Verschiebung  der  Belastungen  auf  ihren  horizontalen 
Unterlagen —  hat  keinen  Einfluss  auf  den  Gleichgewichtszustand; 
es  ist  vielmehr  lediglich  das  Verhältniss  der  beiden  Hebellängen 
a  und  6,  durch  welches  das  zum  Gleichgewichtszustande  erforder- 
liche Verhältniss  der  beiden  Belastungen  P  und  Q  bedingt  wird. 
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Captlel  KD. 
Reibungs  widerstände. 

§58. 
Reibungscoefflcienten. 

Wenn  man  einem  auf  horizontaler  Unterlage  ruhenden  Köq#r 
eine  fortschreitende  Bewegung  längs  der  horizontalen  Unter- 
stützungs-Ebene ertheilt  und  den  Körper  alsdann  sich  selbst  — 
d.  h.  ausschliesslich  der  Wirkung  seines  Gewichtes  und  des  von 
der  Unterlage  geleisteten  Gegendrucks  —  überlässt,  so  findet 
man  unter  allen  Umständen,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Be- 
wegung allmälig  abnimmt,  und  dass  nach  einiger  Zeit  der  Körper 
zum  Stillstande  gelangt. 

Um  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  unverändert  zu  er- 
halten, dazu  bedarf  es  einer  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der 
Bewegung  wirkend  fortwährend  die  verlorene  Geschwindigkeit 
wieder  ersetzt. 

Es  muss  hieraus  geschlossen  werden,  dass  die  von  Seiten  der 
Unterlage  auf  den  Körper  übertragene  Kraft  P  in  diesem  Falle 
nicht  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  sondern  ausser  ihrer  vertt- 
calen  Seitenkraft  N  auch  eine  horizontale  längs  der  Berührungs- 
fläche wirkende  Seitenkraft  W  enthält,  welche  der  Bewegungs- 
richtung allemal  entgegenwirkt  (Fig.  241).    Man  kann  die  Grösse 

dieses    Widerstandes    bestim- 
men, indem  man  durch  Ver- 
suche die  Grösse  der  horizon- 
talen   Zugkraft    K    ermittelt 
welche    erforderlich    ist,    um 
den  Körper  gleichförmig  längs 
der    Unterlage    fortzubewegen. 
Da   bei    gleichförmiger  Bewe- 
gung sämmÜiche  auf  den  Kör- 
per wirkende  Kräfte  einandtr 
im  Gleichgewicht  halten  müssen, 
so  ist  alsdann  der  normal  zur  Berührungsfläche  wirkende  Gegen- 
druck AT  gleich  dem  Gewicht  G  des  Körpers,  und  die  horizontal«- 
Zugkraft  A*  jenem  Widerstände   W  selbst  gleich. 


Fig.  241. 
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Man  findet,  dass  die  erforderliche  Zugkraft  —  also  auch 
jener  Widerstand  —  um  so  kleiner  ausfallt,  je  sorgfältiger  die 
Oberflachen  der  Körper  an  den  BeruhrungssteUen  geglättet  sind. 
Man  nimmt  deshalb  an,  dass  jener  Widerstand  in  den  auch  bei 
sorgfältiger  Glättung  der  Oberflächen  nie  ganz  zu  beseitigenden 
kleinen  Unebenheiten  der  Oberflächen  seine  Ursache  hat,  und 
nennt  denselben  —  wie  in  §  27  bereits  erklärt  wurde  —  den 
tefomgswiderstand. 

Nicht  nur  bei  einem  auf  horizontaler  Unterlage  fortgleitenden 
Korper,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  zwei  einander  be- 
rührende Körper  längs  einander  gleiten,  ist  der  .«wischen  den 
beiden  Körpern  wirkende  normal  zur  Berührungs-Ebene  gerichtete 
Druck  N  begleitet  von  einem  längs  der  Berührungs-Ebene  wir- 
kenden Reibungswiderstande  TT,  welcher  an  jedem  der  beiden 
Körper  der  Richtung  des  Gleitens  entgegenwirkt.  Die  Erfahrung 
lehrt,  dass  bei  zwei  bestimmten  Körpern  mit  thunlichst  geglät- 
teten Oberflächen  die  Grösse  des  Reibungswiderstandes  wesentlich 
bedingt  wird  durch  die  Grösse  des  Normaldrucks  zwischen  den 
beiden  Körpern.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man  die  Grösse 
des  Reibungswiderstandes  in  Procenten  des  Normaldrucks  anzu- 

geben,  und  hat  für  das  Verhältniss    (J=f)   des   Reibungs- 

Inderstandes  zum  Normaldruck  einen  besonderen  Namen  gewählt; 
man  nennt  dasselbe  den  Reibungscoefficienten  der  beiden  Körper: 

Kennt  man  für  einen  bestimmten  Fall  die  Grösse   des  Rei- 
fcffflgscoefficienten  /,   so  kann  man  aus  der  Grösse  des  Normal- 
drucks  den    Reibungswiderstand    selbst   berechnen    mittelst    der 
.  Gfeichung : 

Reibungswiderstand  =  Reibungscoefficient  X  Normaldruck 

oder  215)     W  =?  f  .  N. 

Bei  einem  280  Kil.  schweren  Schlitten,  welcher  längs  horizontaler  glatter 
Eisflache  durch  eine  horizontale  Zugkraft  gleichförmig  fortbewegt  wird,  ist 
der  an  der  Berührungsflache  zwischen  dem  Schlitten  und  der  Eisbahn  statt- 
findende Normaldruck  N  gleich  dem  Gewichte  des  Schlittens,  also  gleich 
280  Kü.   Wenn  aas  Versuchen  bereits  bekannt  wäre,  dass  fftr  diesen  speciellen 

Fall  der  Reibungscoefficient /=    -  ist,  so  würde  rann  den  Reibungswider- 

«tand  W  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 

W  =  -^  .  280  =  4  Kil. 
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Die  zum  Ueberwinden  des  Reibungswiderstandes  erforderliche  Zugkraft 
betragt  ebenfalls  4  Kil. 

Hätte  man  umgekehrt:  ohne  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  zu 
kennen,  durch  dtrecte  Messung  dieser  Zugkraft  die  Grösse  des  Reibungswider- 
standes ermittelt  und  gefunden,  dass  derselbe  4  Eil.  beträgt,  so  würde  man 
hieraus  den  Reibungscoefficientcn  berechnen  können  mittelst  der  Gleichung. 

7  280  70 
Gesetze  und  Versuchsresultate,  nach  welchen  für  jeden  ge- 
gebenen bestimmten  Fall  die  Grösse  des  Reibungscoefficientcn  im 
Voraus  genau  angegeben  werden  könnte,  sind  bislang  nicht  be- 
kannt. Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Verhältnisse,  dass  dir* 
niemals  möglich  sein  wird.  Denn  der  Reibungscoefficient  hängt 
zum  Theil  von  Ursachen  und  Umständen  ab,  welche  sich  nicht 
als  mathematische  Grössen  definiren  lassen,  folglich  aller  Messung 
und  Berechnung  sich  entziehen.  Selbst  wenn  zu  möglichst  ge- 
nauer Ermittelung  der  Reibungscoefficienten  für  jeden  besonderen 
Fall  besondere  Versuche  vorher  angestellt  würden,  so  würden  dk 
auf  solche  Weise  gefundenen  Werthe  für  spätere  gleichartige 
Fälle  dennoch  nur  als  Annäherungswerthe  gelten  können.  Aus 
den  bisher  zu  solchen  Zwecken  angestellten  Versuchen  lässt  sich 
nur  Folgendes  entnehmen: 

1)  Die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  hängt  wesentlich 
ab  von  der  Substanz  der  beiden  reibenden  Körper,  von  der  l>e- 
schafTenheit  und  dem  Zustande  der  einander  berührenden  Ober- 
flächen (in  gewissem  Grade  auch  von  der  Temperatur,  insofern 
der  Zustand  der  Berührungsflächen  mit  der  Temperatur  sieh 
ändert).  Bei  festen  harten  Körpern  kann  durch  Anwendung  ge- 
eigneter Sehmiermittel  eine  erhebliche  Verminderung  des  Reibungs- 
eoefticieuteu  erreicht  werden.  Je  härter  und  glatter  die  reiben- 
den Körper,  je  vollkommener  die  Schmierung:  um  so  mehr  dart 
der  Reibungscoefficient  als  unabhängig  von  der  Substanz  der 
beiden  festen  Körper  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  hat  einen  ge- 
wissen Kinfluss  auf  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten.  Mit  ab- 
nehmender Geschwindigkeit  nimmt  der  Reibungscoefficient  zu,  und 
bei  der  Geschwindigkeit  Null  erreicht  derselbe  seinen  grössten 
Worth;  d.  h.  der  Reibungscoefficient  beim  Uebergange  aus  Itohr 
in  Bewegung  ist  grösser  als  der  Reibungscoefficient  der  Bewegung, 
und  bei  sehr  langsamem  Gleiten  ist  der  Reibungscoefficient  gri^r 
als  bei  sehr  raschem  Gleiton. 
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3)  Der  Reibungscoefficient  hängt  ausserdem  ab  von  der  Art 
and  Weise,  in  welcher  der  Druck  auf  die  Berührungsfläche  sich 
Tertheilt,  von  der  Grosse  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
rührungsfläche wirkenden  Drucks.  Bei  sehr  kleinem  und  ebenso 
auch  bei  sehr  grossem  Drucke  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
rührungsfläche ist  der  Reibungscoefficient  grösser  als  bei  mittlerem 
Drucke,  und  man  darf  annehmen,  dass  es  für  je  zwei  bestimmte 
Körper  eine  bestimmte  Grösse  dieses  Drucks  giebt,  bei  welcher 
der  Reibungscoefficient  unter  sonst  gleichbleibenden  Umständen 
seinen  kleinsten  Werth  erreicht. 

4)  Während  der  Reibung  werden  beständig  kleine  Theilchen 
Ton  den  Oberflächen  der  reibenden  Körper  losgerissen.  In  Folge 
dessen  ist  der  Zustand  der  Reibungsflächen,  die  Vertheilung  des 
Druckes,  die  Temperatur  —  im  Allgemeinen  also  auch  die  Grösse 
der  Reibungscoefficienten  in  beständiger  Aenderung  begriffen. 

Da  also  einestheils  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  ver- 
schiedenen Umstände  ihren  Einfluss  geltend  machen ,  unbekannt 
and  überhaupt  nicht  genau  bestimmbar  ist;  da  anderntheils 
während  der  Reibung  diese  Umstände  selbst  sich  ändern :  so  kann 
ron  unveränderlich  gültigen,  überhaupt  von  einigermassen  genau 
festzustellenden  Werthen  der  Reibungscoefficienten  für  je  zwei 
bestimmte  Körperarten  überall  nicht  die  Rede  sein  —  vielmehr 
immer  nur  von  Mittelwerthen,  welche  als  rohe  Annäherungen  an 
die  wirklichen  Werthe  zu  betrachten  sind,  oder  von  Grenzwerthen, 
zwischen  welchen  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  Werthe 
der  Reibungscoefficienten  variiren. 

Da  bei  zunehmender  Rauhigkeit  der  Reibungsflächen  der 
Widerstand,  welchen  die  gleich  Zähnen  iu  einander  greifenden 
Unebenheiten  der  Oberflächen  dem  Gleiten  entgegensetzen,  sich 
derartig  vergrössert,  dass  dadurch  ein  Wachsen  des  Reibungs- 
coefficienten über  alle  Grenzen  hinaus  bedingt  wird:  so  kann 
natürlich  mit  dem  oberen  Grenzwerthe  nur  derjenige  Werth  ge- 
meint sein,  bis  zu  welchem  auch  unter  gewöhnlichen  Umständen 
i  h.  bei  möglichst  glatt  bearbeiteten  Oberflächen  durch  zufälliges 
Zusammenwirken  sonstiger  die  Reibung  verstärkender  Ursachen 
der  Reibungscoefficient  mitunter  gesteigert  wird;  und  kann  über- 
haupt die  Angabe  der  oberen  Grenzwerthe  nur  den  Zweck  haben, 
für  die  Auswahl  passender  Mittelwerthe  Anhaltepunkte  zu  bieten. 

Bei  sehr  kleinem  (ebenso  auch  bei  sehr  grossem)  Drucke 
und  bei  sehr  kleiner  Geschwindigkeit  (insbesondere  bei  der  Gc- 
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schwindigkeit  Null)  wird  im  Allgemeinen  das  Maximum  —  bei 
mittlerem  Drucke  und  grosser  Geschwindigkeit  dagegen  wird  das 
Minimum  als  derjenige  Grenzwerth  anzusehen  sein,  welchem  der 
wirkliche  Werth  des  Reibungscoefficienten  für  den  betreffenden 
Fall  am  nächsten  liegt 

Grenzwerthe  der  Reibungsooefficienten  für  Körper  mit  glatt 

bearbeiteten  Berührungsflächen. 

A.    Ohne  Anwendung  von  Schmiermitteln. 

Minimum  •)       Maximum 


Metoll           auf    Metall 

0,10 

0,30 

Metall             „     Holz 

0,10 

0,G0 

Holz               „     Holz 

0,10 

0,70 

Leder             „     Metall 

0,25 

0,G0 

Leder             9     Holz 

0,25 

0,70 

Hanf               „      Holz 

0,40 

0,W 

Metall             „      Stein 

0,i5 

0,50 

Holz                „      Stein 

0,30 

0,65 

Stein               „     Stein 

0,40 

0,75 

Ziegelstein      „     Stein 

0,60 

0,75 

Eis                  „     Eis 

0,018 

0,028 

Stahl               „     Eis 

0,014 

0,027. 

B. 

Bei  Anwendung  von  geeij 

L'ncten  S< 

:hmierm 

Minimum 

Maximum 

Metall    auf    Metall**) 

0,009 

0,10 

Metall      „      Holz  t) 

0,02 

0,10 

Holz        „      Holz  ft) 

0,033 

0,10 

Leder      „      Metall 

0,12 

0,25. 

*)  Die  bisher  bekannt  gewordenen  Reibungsversuche  sind  zum  groswr 
Theile  noch  so  ungenügend,  dasB  nicht  einmal  die  unteren  Grenzwerthe  d*r 
Reibonffscoefficienten  mit  einiger  Sicherheit  sich  feststellen  lassen.  Bei  vieles 
der  bisher  angestellten  Versuche  waren  sowohl  Druck  als  Geschwindigkeit  tct- 
hältnissmässig  klein ;  und  die  Versuche  waren  auch  meistens  gar  nicht  auf  <bs 
bestimmte  Ziel  gerichtet;  die  kleinsten  erreichbaren  Werthe  der  Reibnnes- 
coefßcienten  zu  ermitteln.  Es  ist  deshalb  anzunehmen,  dass  bei  weiterer  Auf- 
dehnung der  Reibungs versuche  hier  und  da  noch  kleinere  Werthe  sich  ergeh« 
werden.  (Eine  vollständige  Zusammenstellung  der  alteren  Versuchsresulutr 
von  Coulomb,  Rennie,  Morin  u.  A.  findet  man  in  einer  Abhandlung  .aber 
die  Reibung0  von  Brix  in  den  „Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beim,  de« 
Gewerbfl.  in  Preussen,  Jahrg.  1837".  Bei  vollständiger  Beri&cksichtaciuf  aller 
dieser  Versuchsresultate  würden  für  die  unteren  Grenzwerthe  zum  Thal  owh 
kleinere  Zahlen  als  die  in  obiger  Tabelle  angegebenen  zu  substtaurea  sein.) 

**)  Nach  zahlreichen  „Versuchen  aber  Zapfenreibung  an  EisenbafcnwAjceo- 
Achscn,  angestellt  in  der  Eisenbahnwerkstätte  zu  Hannover  in  den  Jahr« 
1861  und  1862  vom  Maschinendircctor  Kirchwege ru  (Mittheilnngen  d»  O 
worbevereins  für  das  Königreich  Hannover,  Jahrg.  1862)  variirt  der  Refomp- 
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§59. 
Reibangswlnkel. 

Die  Reibungswiderstände  gehören  zur  Gattung  der  Wider- 
standskräfte, d.  h.  zur  Gattung  derjenigen  Kräfte,  welche  nur 
Bewegungen  verhindern  und  verzögern  —  nie  aber  Bewegungen 
hervorbringen  können. 

An  jedem  der  beiden  reibenden  Körper  wirkt  der  Reibungs- 
widerstand immer  derjenigen  Richtung  entgegen,  in  welcher  der 
Körper  entweder  wirklich  gleitet,  oder  ohne  das  Vorhandensein 
des  Reibungswiderstandes  gleiten  würde.  Findet  das  Gleiten  wirk- 
lich Statt,  so  ist  der  Reibungswiderstand  immer  gleich  dem  Pro- 
dukte: „Reibungscoefficient  mal  Normaldruck**,  hat  also  den  in 
Gleichung  215)  angegebenen  bestimmten  Zahlenwerth: 

W=fN. 

Wenn  dagegen  das  Gleiten  noch  nicht  begonnen  hat,  und 
ein  Theil  der  Kraft  fN  schon  ausreicht,  um  das  Eintreten  des 
Gleitens  zu  verhindern,  so  gelangt  eben  nur  dieser  Theil  zur 
wirklichen   Thätigkeit;    der   Reibungswiderstand    W  ist   also    in 


coefficient  für  schmiedeiserne  oder  gussstählerne  Zapfen  in  Lagern  von  Hart- 
blei oder  von  Zinncomposition,  geschmiert  mit  Hflböl  oder  mit  Cohäsionsöl, 
zwischen  den  Grenzen  0,0090  und  0,0099,  wenn  die  Geschwindigkeit  des 
Gleitens  (Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfen)  pro  Secunde  2  Zoll  bis  4,5  Fuss 
tmd  der  Druck  auf  den  Quadratzoll  200  u  bis  1400  ff  beträgt.  Der  Reibungs- 
eoeffirient  rar  den  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  dagegen  ist  unter  gleichen 
Umstanden  nahezu  10 mal  so  gross  als  während  der  Bewegung. 

t)  Nach  Versuchen  von  B  och  et  ist  der  Keibungscoefficient  der  Be- 
wegung für  Holz  auf  Schmiedeisen  (polirt  und  mit  Fett  geschmiert)  0,02,  wenn 
der  Druck  auf  den  Quadratcentimeter  mindestens  10  Kil.  beträgt,  dagegen 
0tW,  wenn  dieser  Druck  5  Kil.  und  weniger  beträgt.  Der  Einfluss  der  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  soll  nach  Bochet's  An- 
gaben annäherungsweise  sich   darstellen  lassen  durch  die  empirische  Formel: 

/  =  i  i~^q — f~  /i»  worin  v  die  Geschwindigkeit  in  Metern  pro  Secunde, 
1  ■+■  0,«5  V 

A  den  Keibungscoefficienten  für  die  Geschwindigkeit  Null,  und  fx  den  Grenz- 

werth  bezeichnet,  welchem  /  sich  nähert,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  unendlich 

gross  wird.    Die  Grössen  /0  und  fx  hängen  ab  von  der  Beschaffenheit  der 

reibenden  Flächen,  ausserdem  aber  auch  von  der  Grösse  des  Druckes.  (Annales 

des  mines,  Jahrg.  1861.) 

tt)  Nach  dem  Berichte  einer  Commission  des  Franklin  -  Instituts  Über 
Reibungsversuche  mit  vom  Stapel  laufenden  amerikanischen  Kriegsschiffen  ist 
0,033  der  mittlere  Werth  des  Reibungscoefficienten  der  Bewegung  für  Holz 
auf  Holz ,  geschmiert  mit  Talg ,  bei  einem  Drucke  von  20  U  bis  50  &  pro 
Qa&dratzoll.    (Civil  engineer  and  architects  Journal,  Jahrg.  1859,  S.  11.) 

Ritter,  Mechanik.  17 
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diesem  Falle  kleiner  als  das  Produkt  fN.  Streng  genommen  ist 
daher  dieses  Produkt  fN  nur  als  oberer  Grenzwerth  für  die  Kraft 
W  zu  betrachten,  und  gilt  für  die  wirkliche  Grösse  des  Reibungs- 
widerstandes  die  Bedingung: 

W  <,fN 

Wenn  die  feste  Unterstützungsebene  eines  ruhenden  Körpers 
um  irgend  einen  Winkel  <p  gegen  die  Horizontale  geneigt  ist.  so 
würde  ohne  das  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  der 
Körper  in  Bewegung  gerathen;  denn  von  den  beiden  Seitenkräften 
Q  sin  <p  und  Q  cos  <p,  in  welche  das  Gewicht  des  Körpers  zerlegt 
werden  kann,  würde  nur  die  letztere  durch  den  von  der  Unter- 
lage geleisteten  Gegendruck  N  —  Q  cos  <p  aufgehoben  werden 
(Fig.  242).     Die  andere  Seitenkraft  Q  sin  <p  würde  für  sich  allein 

ein  Hinabgleiten  des  Körpers 
Fig.  242.  bewirken.       Diesem     Hinab- 

N^Qcosf  gleiten   wirkt  der   Reibung»- 

\  j£,        widerstand  W  entgegen.    Die 

\  ^?  wirkliche  Grösse  der  Kraft  H* 

_     ^  wird  in  gewissem  Grade  durch 

[*^^f^,  die  Grösse  des  Neigungswin- 

kels 9  bedingt,  und  sind  in 
dieser    Beziehung    zwei   ?er- 
schiedene    Fälle     zu    unter- 
scheiden : 
Wenn  der  Neigungswinkel   9   sehr  gross  ist,   und  in  Folge 
dessen  Q  sin  <p  grösser  ist  als  das  Produkt  fN  (gleich  fQ  cos  ?). 
so  tritt  das  Gleiten  wirklich  ein,  und  in  diesem  Falle  ist  immer 

W  =  /Qco8  f. 

Wenn  dagegen  der  Neigungswinkel  <p  sehr  klein  ist,  und  in 
Folge  dessen  Q  sin  <p  kleiner  ist  als  fQ  cos  <p,  so  reicht  ein  Tbeil 
jener  Kraft  schon  aus,  um  das  Gleiten  zu  verhindern,  und  der 
Rest  bleibt  unthätig.  Der  zur  Wirkung  gelangende  Reibungv 
widerstand  hat  also  in  diesem  Falle  nur  die  Grösse 

W=  Q  sin  <p. 

Den  Grenzfall  zwischen  diesen  beiden  Fällen  bildet  derjenige 
Fall,  in  welchem  der  Neigungswinkel  gerade  diejenige  Grosse  bat 
bei  welcher: 

216)     Q  sin  9  =/Q  cos  9,    oder    tg  <p  =/    ist 


\Qü09f 
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Der  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnende  Winkel  <p  ist  der 
grosste  von  allen  denjenigen  Neigungswinkeln,  bei  welchen  der 
Reibungswiderstand  noch  ausreicht,  das  Gleiten  zu  verhindern. 
Dieser  Winkel  wird  der  Reibungswinkel  genannt.  Nach  Gleichung 
216)  ist  also  der  Reibungswinkel  derjenige  Winkel,  dessen  Tan- 
gente gleich  dem  Reibungscoefficienten  ist. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  einfache  Methode,  die  Grösse 
des  Reibungscoefficienten  durch  Versuche  zu  bestimmen.  Wenn 
man  den  Neigungswinkel  der  Unterlage  eines  ruhenden  Körpers 
allmälig  wachsen  lässt  so  lange  bis  der  Körper  anfängt  zu  gleiten, 
so  ist  die  Tangente  des  auf  diese  Weise  gefundenen  Winkels  der 
«Reibungscoefficient  der  Ruhe*.  Um  den  „Reibungscoefficienten 
der  Bewegung"  zu  bestimmen,  würde  man  dem  Körper  von  vorn- 
herein eine  abwärtsgleitende  Bewegung  ertheilen  und  darauf 
achten:  ob  die  Fortsetzung  dieser  Bewegung  eine  verzögerte  oder 
eine  beschleunigte  ist.  Im  ersteren  Falle  würde  der  Neigungs- 
winkel zu  vergrössern,  im  letzteren  zu  verkleinern  sein.  Die 
Tangente  desjenigen  Neigungswinkels,  bei  welchem  die  gleitende 
Bewegung  gleichförmig  ist*),  würde  der  Reibungscoefficient  für 
die  Bewegung  sein,  und  zwar  derjenige  specielle  Werth  dieses 
Coefficienten,  welcher  der  gewählten  Geschwindigkeit  entspricht. 

Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  wäre  z.  B.  als  Reibungs- 
winkel  für  Ziegelstein  auf  Stein  ein  Winkel  anzunehmen,  dessen  Tangente 
zwischen  0,60  und  0,75  liegt,  also  <p  =  31°  bis  37°.  Für  Stahl  auf  Eis  liegt 
der  Reibungswinkel  zwischen  den  Grenzen  0°  48'  und  1°  33',  für  Holz  auf 
Holz  zwischen  den  Grenzen  5°  45'  und  35°,  für  Metall  auf  Metall  zwischen 


*)  Die  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung,  welche  der  Körper  in 
diesem  Falle  ausfuhrt,  ßetzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  Das 
Gewicht  Q  kann  aber  nur  dann  durch  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  N 
und  W  aufgehoben  werden ,  wenn  der  Angriffspunkt  der  beiden  letzteren  mit 
dem  Schwerpunkte  des  Körpers  in  einer  und  derselben  Verticalen  liegt  (s. 
Fig.  242).  Lä^e  der  Schwerpunkt  so  hoch,  oder  wäre  die  Berührungsfläche 
*o  klein ,  dass  die  nach  unten  verlängerte  Verticale  des  Schwerpunktes  die 
Unterstützungsebene  in  einem  ausserhalb  der  Berührungsfläche  liegenden  Punkte 
träfe,  so  würde  ausser  dem  Gleiten  auch  eine  Drehung  des  Körpers  eintreten. 
In  Bezug  auf  Fig.  242,  so  wie  in  Bezug  auf  die  folgenden  Fälle,  ist  deshalb 
vorauszusetzen,  dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  so  tief  liegt,  oder  die  Be- 
rührungsfläche so  gross  ist,  wie  es  die  Bedingung  der  Stabilität  gegen  Um- 
kippen erfordert  (Vergl.  §  50.)  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bewegt 
sich  der  Körper,  wie  wenn  der  Schwerpunkt  desselben  der  Angriffspunkt 
sämmtlicher  Kräfte  wäre,  und  kann  daher  die  Bewegung  wie  die  eines  ein- 
fachen materiellen  Punktes  beurtheilt  werden. 

17* 
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den  Grenzen  5°  45'  und  16°  45'.  Der  Reibnngscoeffictent  für  Holz  auf  Holz 
mit  Talg  geschmiert  beträgt  bei  Schiffen,  welche  vom  Stapel  laufen,  etwa 
0,033,  und  ist  der  zugehörige  Reibungswinkel  cp  =  1°  55'.  Wenn  also  nach 
dem  Wegnehmen  der  Befestigungskeile  das  Gleiten  des  Schiffes  von  selbst  ein- 
treten soll,  so  muss  die  Neigung  der  Gleitbahn  mehr  als  1°  55'  betragen,  und 
gilt  deshalb  ein  Winkel  von  4°  für  eine  passende  Grösse  dieses  Neigungswinkels. 

Für  die  Grösse,  welche  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die 
Verticale  geneigte  Zugkraft  K  haben  muss,  um  einen  Körper  vom 
Gewichte  Q  auf  horizontaler  Unterlage  gleichförmig  fortzubewegen, 
erhält  man  nach  Fig.  243  die  Gleichung: 

K  sin  a  =/  (Q  -|-  IT  cos  a) 

oder 

K=Q      .        f? , 

sin  a  —  f  cos  a 

welche,  wenn  man  den  Rei- 
bungscoefficienten  /  durch  die 
Tangente  des  Reibungswinkels 
cp  ersetzt,  die  Form  annimmt: 


Flg.  243. 


N-Q+Kco$  « 


JdT 


L      t 


vKeosa 


Fig.  244. 


sin  a  —  tg  cp  cos  a 

oder,   wenn   man   auf  der  rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  mit 
cos  <p  multiplicirt: 

217^     K= Qsincp Q  sin  7 

sin  a  cos  cp  —  cos  ot  sin  cp  sin  (a  —  cp) 

Wenn  a  =  <p  wird,  so  wird  Ä'=oo,  d.  h.  die  gleichförmig 
Fortbewegung  ist  nur  dann  überhaupt  möglich,  wenn  der  Winkel 
a    grosser    ist    als    der    Reibungswinkel.     Für     a  =  90°    winl 

iT=Ütg<p,  für  0  =  90°-f  <p  wirdJ5T=Qsin? 
und  für  a  =  90°  +  2?  wird  wiederum 
Ä"  =  Q  tg  <p.  Die  erforderliche  Zugkraft  wird 
also  am  kleinsten,  wenn  ihre  Richtiingslinie 
von  der  Horizontalen  nach  oben  hin  um  den 
Reibungswinkel  abweicht 

Wenn  ein  Körper  durch  eine  Horizontal- 
kraft K  gegen  eine  verticale  Wand  gedrückt 
winl,  so  entsteht  ein  Reibungswiderstand. 
welcher  dem  Hinabgleiten  des  Körpers  ent- 
gegenwirkt (Fig.  244V  Soll  das  Gewicht  de> 
Körpers  durch  den  Reibun^swiderstand  aufgehoben  werden,  so 
muss  die  Bedingung  ertullt  sein: 


r 

V 


X.K 


H 
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fK^Q  oder  tg?>-|-. 

Der  Reibungswinkel  bildet  demnach  die  Grenze  desjenigen  Win- 
kels, um  welchen  die  Mittelkraft  R  der  beiden  Kräfte  K  und  Q 
höchstens  abweichen  darf  von  der  Normalen  zur  Wandfläche, 
wenn  dieselbe  durch  die  totale  Gegenwirkung  der  Wand  noch 
aufgehoben  werden  soll;  zugleich  also  die  Grenze  desjenigen 
Winkels,  um  welchen  dieser  Totalwiderstand  T  von  der  Normalen 
der  Wandfläche  überhaupt  abweichen  kann. 


§  60. 
Schiefe  Ebene. 

Um  die  Gleichgewichtshedingungen  für  einen  auf  schräg  an- 
steigender Bahn  aufwärts  oder  abwärts  gleitenden  Körper  zu  finden, 
zerlegt  man  jede  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  zwei 
Seitenkräfte,  von  denen  die  eine  rechtwinklig,  die  andere  parallel 
zur  Bahn  gerichtet  ist,  und  setzt  dann  die  Summe  der  bergan 
wirkenden  Seitenkräfte  gleich  der  Summe  der  bergab  wirkenden 
Seitenkräfte.  (Vorausgesetzt  wird,  dass  nur  Kräfte  in  der  Ver- 
tical-Ebene  der  Bahn  vorkommen.) 

Eine  bergan  wirkende  Zugkraft  2T,  welche  die  Last  Q  gleich- 
armig aufwärts  bewegen  soll ,  hat  dabei  den  Reibungswiderstand 
fN  und   die    bergab    wirkende    Seitenkraft    des    Gewichtes    als 


Flg.  246. 


Fig.  246. 


N-Qcosa 


Widerstände  zu  überwinden.     Man  erhält  also  nach  Fig.  245  die 
Gleichung: 

218)    üC=Qsina+/Qcosa. 
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Wenn  dagegen  der  Körper  im  Hinabgleiten  begriffen  ist,  uud 
die  Kraft  K  nur  verhindern  soll,  dass  die  Geschwindigkeit  dieses 
Hinabgleitens  sich  ändere,  so  ist  der  Reibungswiderstand  als  eine 
bergan  wirkende  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen,  und  man  erhält 
für  diesen  Fall  nach  Fig.  246  die  Gleichung: 

219)  K  =  Q  sin  a  —  fQ  cos  a. 

Die  Bedingung  der  gleichförmigen  Bewegung  lässt  sich  in  einer 
für  beide  Fälle  gemeinschaftlich  geltenden  Form  darstellen  durch 
die  Gleichung: 

220)  Ä-=Q(siua±/cosa), 

in  welcher  das  Plus -Zeichen  auf  den  in  Fig.  245,  das  Minus- 
Zeichen  auf  den  in  Fig.  246  dargestellten  Fall  sich  bezieht 
Diese  Gleichung  giebt  zugleich  die  Grenzwerthe  an,  zwischen 
welchen  die  Grösse  der  Kraft  K  liegen  muss,  wenn  unter  ihrer 
Einwirkung  der  vorher  im  Ruhezustande  befindliche  Körper  nicht 
nach  der  einen  oder  anderen  Richtung  hin  in  Bewegung  ge- 
rathen  soll. 

Flg.  247.  Fig.  248. 


N-QcosauKsina 


N-QcosaiKsmoL 


\ 


fn 


|W> 


Q         *Ksina 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  für  eine  horizontal  wirkende 
Zugkraft  A\  welche  die  Last  Q  gleichförmig  bergan  ziehen  soll, 
\u\A\  Fig,  247  die  Gleichung: 

K co>  i  =  Q  sin  *  -J-/ ^Q  cos  «-f  A'  sin  a\     oder: 

\  oos  i  —  /  sin  i  ' 
und   \\\v  «Mise   HiMiriv.talkraft   A\   welche  beim   Hinabgleiten  des 
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Körpers  eine  Aenderung  der  Geschwindigkeit  verhindern  soll,  nach 
Fig.  248  die  Gleichung: 

K cos  a  -{-f(Q  cos  a-f  ^sina)  =  Q  sin  a,     oder 

222)  K=Q  (-in  a  "  f  C08  * ^ 

'  \  cos  a  +  f  sin  a  / 

Für  die  beiden  letzteren  Fälle  gemeinschaftlich  gilt  die 
Gleichung: 

223)  K  =  Q(*^f™^-\ 

'  \  cos  a  +  /  Bin  a  /' 

in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  in  Fig.  247,  die  unteren 
auf  den  in  Fig.  248  dargestellten  Fall  sich  beziehen. 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  auf  der  rechten  Seite  Zähler 
und  Nenner  durch  cos  a  dividirt  werden,  die  Form  an : 

oder,  wenn   man  darin   den  Reibungscoefficienten  /  durch  den 
Reibungswinkel  <p  ausdrückt,  also/=tg<p  substituirt,  die  Form: 

225)  Z=Qtg(ot  +  <p). 

Diese  Gleichung  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  247  darge- 
stellten Fall,  dass  K=oo  wird,  wenn  a-f-<p==90°  oder 
i  =  90°  —  <p  wird.  Wenn  also  der  Neigungswinkel  der  Bahn 
den  Reibungswinkel  zu  90°  ergänzt  (oder  noch  grösser  ist  als 
die  Ergänzung  desselben  zu  90°),  so  ist  es  unmöglich,  den  Körper 
mittelst  einer  horizontal  wirkenden  Zugkraft  gleichförmig  bergan 
zu  ziehen. 

Wenn  z.  B.  der  Reibungscoefficient  für  einen  Holzblock  auf  hölzerner 
Unterlage  0,4  beträgt,  so  ist  der  Reibungswinkel  ungefähr  22°.  Die  Unter- 
lage darf  also  höchstens  um  einen  Winkel  von  90°  —  22°  =  68°  gegen  die 
Horizontale  geneigt  sein,  wenn  es  Oberhaupt  noch  möglich  sein  soll,  mittelst 
horizontaler  Zugkraft  den  Block  bergan  zu  ziehen. 

Für  die  in  Fig.  249  und  Fig.  250  dargestellten  Fälle,  in 
welchen  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  den  Winkel  ß  mit  der 
Bahnrichtung  einschliesst,  erhält  man  auf  ähnliche  Weise  die  all- 
gemeine Bedingungsgleichung: 

ÜTcos  ß  =  Q  sin  a  +f  (Q  cos  a  -J-  K  sin  ß),    oder 

226)  K=9^t4^-% 

'  cos  ß  +  /  9in  (3     ' 

in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  Fall  des  Hinaufgleitens 
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(Fig.  249),  die  unteren  auf  den  Fall  des  Hinabgleitens  (Fig.  250) 
sich  beziehen  (und  aus  welcher  die  früher  gefundenen  Gleichungen 


Fig.  249. 


Fig.  250. 


N~Qco8a*K$infi 


N-Qco$a+Ktinf 


220)  und  223)  als  specielle  Fälle  sich  ergeben,  jenachdem  für 
den  Winkel  ß  die  speciellen  Werthe  Null  oder  ot  substituirt 
werden).  Wenn  wiederum /=  tg  9  gesetzt,  und  auf  der  rechten 
Seite  Zähler  und  Nenner  mit  cos  f  multiplicirt  wird,  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  Form  an: 

227)    *=«*?<■  +  »> 

'  COS  (ß  ±  <p) 

und  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  249  dargestellten  Fall:  da>s 
A'=  oo  wird,  wenn  ß  =  90°  —  <p  wird,  d.  h.  wenn  der  Winkel 
zwischen  der  Kraft  K  und  der  Normalen  zur  Bahnrichtung  gleich 
dorn  Reibungswinkel  ist ;  dass  dagegen  K  am  kleinsten  wird,  weun 
ß  4-  <P  =  0,  oder  ß  =  —  <p  wird,  d.  h.  wenn  die  Kraft  K  nach 
oben  hin  um  den  Reibungswinkel  von  der  Bahnrichtung  abweicht 

Wenn  der  Körper  ohne  Einwirkung  der  Kraft  K  hinabgleitet  auf  einer 
Bahn,  deren  Neigungswinkel  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel,  so  wird  durch 
den  Uebersehuss  der  Kraft  (^sinot  über  den  Reibungswiderstand  fQ  cos  *  eine 
Beschleunigung  hervorgebracht.  Man  findet  diese  Beschleunigung,  indem  nwn 
.jenen  Kraft  -l'eberschuss  Q  sin  a  —  f  Q  cos  %  durch  die  Masse  des  Körpers, 

also  durch  die  Zahl        dividirt.  Die  Beschleunigung  der  Bewegung  ist  demnach: 

828)    p  =  g  (sin  a  —  /  cos  a). 

l:nter  der  Voraussetzung,  dass  der  Reibungscoefficient  wahrend  der  Be- 
legung sich  nicht  ändert,  kann  die  Bewegung  als  eine  fleichfdrmif  ii)tcMwlf*i 
Bewegung  ange>ehen  und  nach  den  Kegeln  des  §  7  bestimmt  werden.    Wir 
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also  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  Null,  so  ist  die  in  t  Secunden  zurück- 
gelegte Wegeslange: 

229)  l  =  &£- 

Die  beiden  Gleichungen  228)  und  229)  bieten  ein  Mittel,  um  aus  den 
beobachteten  Werthen  der  drei  Grössen  f,  J,  a  die.  Grösse  des  Reibungs- 
eoefficienten  /  zu  berechnen. 

Bei  den  am  Schlüsse  des  §  58  citirten  Versuchen  legte  die  vom  Stapel 
laufende  Fregatte  „Raritan"  in  11  Secunden  eine  Strecke  von  18  Metern  zu- 
rück, und  die  Bahn  war  um  einen  Winkel  von  3°  40"  gegen  den  Horizont 
geneigt 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

18  =  p    *V  ,    folglich    p  =  0-,3    und 

03  =  9,81  (0,064  -  / .  0,998)    also   /  =  0,034. 

Bei  einem  anderen  Versuche  legte  das  vom  Stapel  laufende  Schiff  „Prin- 
ceton"  auf  einer  um  4°  25'  geneigten  Bahn  in  5,25  Secunden  eine  Strecke  von 
5,98 Metern  zurück,  woraus  sich  die  Gleichungen  ergeben: 

5,98  =  P  '  y5'  ,    p  =  0»434    und 

0,434  =  9,81  (0,077  -  / .  0,997),    also   /  =  0,038. 

Beim  Hinauf  gleiten  des  Körpers  wirken  die  Kräfte  Qsina  und  /Qcosa 
Mfc  der  Bewegung  entgegen ;  die  Bewegung  ist  also  in  diesem  Falle  immer 
eise  verzögerte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  abnimmt 
um  die  Grösse : 

230)  p  =  g  (sin  a  +  /  cos  a). 

Wenn  mit  t  die  Zeit  bezeichnet  wird,  nach  welcher  die  Geschwindigkeit 
Null  geworden  ist,  und  mit  /  die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Strecke,  so  gilt 
die  Gleichung  229)  auch  für  diesen  Fall ;  man  erhält  also  nach  Substitution 
des  hier  für  p  gefundenen  Werthes  die  Gleichung: 

231)  l  =  g  (sin  a  +  /  cos  a)  -^-» 

welche  ebenfalls  zur  Berechnung  des  Reibungscoefficienten  benutzt  werden 
kann,  wenn  die  Grössen  t,  l,  a  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  sind. 

Wenn  z.  B.  beobachtet  wäre,  dass  auf  einer  um  5°  45'  ansteigenden  Eis- 
bahn ein  Schlitten  noch  24  Meter  in  20  Secunden  bergan  läuft,  bevor  seine 
Geschwindigkeit  Null  geworden  ist,  so  würde  zur  Berechnung  des  Reibungs- 
coefficienten die  Gleichung  dienen: 

24  =  9,81  (0,1  +/  0,995)  ^,    also   /  =  0,02. 

Zweien  würde  sich  hieraus  ergeben ,  daBS  die  Anfangsgeschwindigkeit  2«, 4, 
«d  die  Geschwinfflgkeitevennmderung  in  jeder  Secunde  0m,12  betrug. 
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§  61. 

Reibongscoefßcienten  und  Reibongswinkel  fftr  Bewegug  ii 

Keilnothen. 

Wenn  ein  Körper  längs  einer  horizontalen  von  zwei  conver- 
girenden  Unterstützungsebenen  gebildeten  keilförmigen  Rinne  fort- 
bewegt wird,  so  tritt  an  jeder  von  beiden  Berührungsstellen  ein 
Reibungswiderstand  auf,  welcher  der  Bewegungsrichtung  entgegen, 
also  in  horizontaler  Richtung  wirkt.  Eine  Horizontalkraft  JT, 
welche  den  Körper  längs  einer  solchen  Keilnuth  gleichförmig 
fortbewegen  soll,  muss  also .  gleich  der  Summe  dieser  beiden 
Reibungswiderstände  sein.  Man  erhält  die  Grosse  jedes  der  bei- 
den Reibungswiderstände ,  indem  man  den  betreffenden  Normal- 
druck  mit  dem  Reibungscoefficienten  /  multiplicirt.     Wenn  die 

beiden    Seitenflächen 
Fig.  262.  gleiche  Neigungswin- 

R  kel  mit  der  vertica- 

len  Mittelebene  ein- 
schliessen,  so  haben 
die  beiden  Normal- 
drückegleiche Grosse: 
denn  ihre  Mittelkraft 
Ä,  welche  dem  Ge- 
wichte .des  Körpen 
gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist,  halbirt  in 
diesem  Falle  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel.  Es  ergeben 
sich  hiernach  aus  Fig.  251  und  Fig.  252  die  Gleichungen  : 

Q 


t/N 


9 


232)  Q  =  2tfsin8     oder     N= 

233)  K=2fN=-J^.Q. 


2sin*  * 


Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  in  Fig.  253  und 
Fig.  254  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  beiden  Unterstützung^ 
ebenen  nach  oben  hin  convergiren;  es  macht  also  hinsichtlich  der 
Grösse  des  zu  überwindenden  Reibungswiderstandes  keinen  Unter- 
schied: ob  die  Keilnuth  in  der  festen  Unterlage  oder  in  dem  be- 
weglichen Körper  sich  befindet. 

Wenn  mehrere  solcher  gleichschenkliger  Keilnuthen  mit 
gleichen  Convergenzwinkeln  borizonal  und  parallel  neben  einander 
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Flg.  253. 


liegen,  und  in  jeder  derselben  ein  Körper  gleitet  (Fig.  255),  so  ist 
für  jeden   einzelnen   dieser    Körper   die    zum  Ueberwinden    des 

Reibungswiderstandes 
Flg.  254.  erforderlicheZugkraft 

nach  Gleichung  233) 
zu  bestimmen,  ist  also 
gleich  dem  Gewichte 
des  Körpers  multipli- 
cirt  mit  dem  Quotien- 
ten —Aj .  Folglich  ist 

auch,  wenn  alle  diese 
Körper  zu  einem  fe- 
sten Ganzen  vereinigt 
werden,  die  zur  gleich- 
förmigen Bewegung  des  Ganzen  erforderliche  Zugkraft  gleich 
dem  Produkte  aus  der  ganzen  Gewichts-Summe  in  den  Quotienten 

— -Aj-  —  vorausgesetzt,  dass 

für  allp  Berührungsstellen  der 
Reibungscoefficient  eine  und 
dieselbe  Grösse  hat.  Die  Glei- 
chung 233)  kann  daher  auch 
für  den  Fall  als  gültig  ange- 
sehen werden,  wenn  die  Gleitbahn  mehrere  neben  einander  liegende 
Keilnuthen  enthält 

Die  Bewegung  auf  horizontaler  Ebene  kann  als  ein  specieller 
Fall  der  Bewegung  in  Keilnuthen  aufgefasst  werden:  als  der- 
jenige Fall  nämlich,  bei  welchem  der  Convergenzwinkel  der 
Seitenflächen  180°  beträgt  Denn  wenn  man  8  =  90°  setzt  in 
Gleichung  233),  so  erhält  man  wiederum  die  für  jenen  Fall  früher 
gefundene  Gleichung  K=fQ.  Der  Einfluss  der  Keilnuthen-Form 
kann  also  aufgefasst  werden  wie  eine  Yergrösserung  der  Reibungs- 

coefficienten  in  dem  Verhältnisse  von  /  zu    „/a    und   der    Quo- 
tient : 

-£-  =  / 

sind       -M 


Fig.  255. 


sin  h 


234) 


kann  der  „Reibungscoefficient  für  die  Bewegung  in  Keilnuthen" 
genannt  werden. 

Wenn  z.  B.  2  ft  =  60°,  also  sin  h  =  -£-  ist,  so  wird  /,  =  2/.    Bei  einem 
CoOTergenzwinkel  von  60°  hat  also  die  Keilnuthen  -  Form  denselben  Einfluss, 
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wie  bei  einer  ebenen  Bahn  eine  solche  Vergrösserung  der  Rauhigkeit  der 
Oberflächen,  bei  welcher  der  Reibungscoefficient  gerade  die  doppelte  Grösse 
erreichte. 

Statt  des  Reibungswinkels  <p  würde  einer  Keilnuthen-Bahn 
der  grössere  —  aus  der  Gleichung: 

235)    /1=tgtj; 

zu  bestimmende  —  Neigungswinkel  <|>  gegeben  werden  müssen, 
wenn  die  Bewegung  des  unter  Einwirkung  der  Schwere  und  der 
Reibung  hinabgleitenden  Körpers  eine  gleichförmige  Bewegung 
sein  soll  (Fig.  256).    Dieser  Winkel  <J*  würde  der  früher  gewählten 

Bezeichnungsweise  ent- 
sprechend der  „Rei- 
bungswinkel für  Keil- 
nuthen-Bewegung"  ge- 
nannt werden  können. 
Sämmtliche  Gleichun- 
gen des  vorigen  Para- 
graphen gelten  auch 
für  die  Bewegung  längs 
Keilnuthen,  sobald  dar- 
in /j  statt  /  und  «i 
statt  <p  substituirt  wird. 

Beispielsweise  ergeben  sich  für  den  in  Fig.  257  und  Fig.  258 
dargestellten  Fall  die  Gleichungen: 

A*cosß  =  Qsina  +  2/*iV 
und 

S  =  2Nsin  8  =  JTsin  ß  +  Q  cos  a 

oder,  wenn  der  aus  letzterer  Gleichung  für  N  sich  ergebende 
Werth  in  der  ersteren  substituirt  wird: 

A"  cos  ß  =  Q  sin  a  +  ~-r  (K  sin  ß  -|"  Q  C08  a)- 

Diese  Gleichung  nimmt  für  K  aufgelöst,  wenn   -.-^    mit  f, 
boy.oiehnet  wird,  die  Form  an: 

j* q  /  sin  a  +  fv  cos  a   \ 

\  co8~3T7T^in~ir/' 


23G) 


cos  ß  +  A  sin  ß 

stimmt  also  mit  der  früher  gefundenen  Gleichung  226)  genau 
üborvitu  sobald  darin/,  statt/  substituirt  wird,  und  kann  cben>«> 
*io  jono  auch  auf  die  [der  Gleichung  227)  entsprechende]  Form: 
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237)    *=*LQ£±i) 

7  C08  (ß  ±  40 

gebracht  werden,  wenn  der  Reibungscoefficient  durch  den  Reibungs- 
winkel  ausgedrückt  wird. 


Fig.  257. 


q+  +Qc$xcl 


§62. 

Gleichgewicht    eines  von  zwei  festen  Ebenen  unterstützten 

Körpers. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  der  Körper  jede  der  beiden 
Unterstötzungsebenen  nur  in  einem  Punkte  berührt,  und  dass 
die  Vertical-Ebene,  in  welcher  diese  beiden  Berührungspunkte 
liegen,  rechtwinkelig  zu  der  (horizontalen)  Durchschnittslinie  der 
beiden  Ebenen  steht.  Auch  wird  Torausgesetzt,  dass  der  Reibungs- 
coefficient für  beide  Berührungsstellen  dieselbe  Grösse  hat. 

Auf  den  Körper  wirken  drei  Kräfte:  nämlich  das  eigene 
Gewicht  desselben,  und  die  von  den  beiden  Unterstützungspunkten 
geleisteten  Gegendrücke.  Jeder  von  den  beiden  letzteren  ist  an- 
zusehen als  die  Mittelkraft  aus  dem  normalen  Gegendrucke  der 
Unterstützungs- Ebene  und  dem  längs  der  Ebene  wirkenden 
Reibungswiderstande,  kann  also  (nach  §  59)  mit  der  Richtung 
der  Normalen  niemals  einen  grösseren  Winkel  einschliessen  als 
den  Reibungswinkel.  Abgesehen  von  dieser  Einschränkung  befindet 
«ch  der  Körper  genau  in  derselben  Situation,  wie  ein  von  zwei 
festen  Punkten  unterstützter  Körper ,  und  gelten  daher  für  den 
Gleichgewichtszustand  dieselben  Bedingungen,  welche  im  §  48  für 
diesen  Fall  gefunden  wurden. 
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Nach  dem  „Satze  von  den  drei  Kräften"  müssen  die  Rich- 
tungslinien jener  drei  Kräfte  stets  in  einem  und  demselben 
Punkte  einander  schneiden,  wenn  der  Körper  sich  im  Gleich- 
gewichtszustande befinden  soll.  Wenn  der  Punkt  D,  in  welchem 
die  in  den  Berührungspunkten  A  und  B  errichteten  Normalen  der 

Unterstüt/.ungs-Ebenen  einander  schnei- 
den, in  der  Verticalen  des  Schwerpunktes 
liegt,  so  ist  der  Gleichgewichtszustand  des 
Körpers  vollkommen  unabhängig  von  der 
Grösse  des  Reibungscoefficienten(Fig.2S9  »• 
In  diesem  Falle  würde  der  Körper  sich 
im  Gleichgewichts  -  Zustande  befinden, 
auch  wenn  die  beiden  Ebenen  absolut 
glatt  wären.  Die  beiden  normalen  Ge- 
gendrücke N  und  Nt  reichen  in  diesem 
Falle  allein  schon  aus,  um  das  Gewicht 
Q  aufzuheben,  und  können  auf  die  be- 
kannte Weise  durch  die  in  Fig.  259  angedeutete  Construction  des» 
Kräfte-Parallelogramms  gefunden  werden. 

Wenn  dagegen 
jener  Durchschnitts- 
punkt D  seitwärts 
von  der  Verticalen 
des  Schwerpunkte* 
liegt,  so  wird  znr 
Aufrechterhaltung 
des  Gleichgewichts- 
zustandes die  Mit- 
wirkung der  Rei- 
bungswiderstände in 
Anspruch  genom- 
men (Fig.  260).  Im 
zunächst  die  Frag* 
zu  entscheiden :  nach 
welcher  von  beiden 
Richtungen  der  Rei- 
bungswiderstand an 
einer  der  Berüh- 
rungsstellen wirkt,  kann  man  den  Körper  als  an  jenem  Durch- 
schnittspunkte D  aufgehängt  ansehen  und  aus  der  Richtung  der 


Fig.  260. 
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Drehbewegung,  welche  in  diesem  Falle  die  Kraft  Q  hervorbringen 
würde,  die  Richtungen  bestimmen,  in  welchen  ohne  das  Vorhan- 
densein der  Reibungswiderstände  die  Berührungsstellen  A  und  B 
längB  der  Unters tützungs-  Ebenen  gleiten  würden.  Diesen  Gleit- 
Bewegungen  entgegen  wirken  die  Reibungswiderstände. 

In  Fig.  260  geht  die  Richtungslinie  des  Gewichts  Q  rechts 
an  dem  Durchschnittspunkte  D  vorbei,  die  Kraft  Q  würde  also 
dem  Körper  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  herum  um  den 
Punkt  D  als  Drehpunkt  ertheilen,  und  bei  dieser  Drehung  würde 
der  Pnnkt  A  aufwärts  und  der  Tunkt  B  abwärts  gleiten.  Folglich 
wirkt  in  diesem  Falle  der  Reibungswiderstand  bei  A  abwärts  und 
bei  B  aufwärts. 

Die  Grösse,   welche  der  Reibungscoefficient  mindestens  haben 
muss,  wenn  der  Körper  in  dieser  Stellung  durch  Mitwirkung  der 
Reibnngswiderstände  im  Gleichgewicht  gehalten  werden  soll,  findet 
man,  indem  man  über  CD  als  Durchmesser  eine  Kreislinie  be- 
schreibt   Der  Punkt  O,   in  welchem  die  Verticale  des  Schwer- 
punktes  von    dieser   Kreislinie    geschnitten    wird,    ist   derjenige 
Punkt,  in  welchem  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte,  nämlich 
des  Gewichte  Q  und  der  beiden  totalen  Gegendrücke  W  und  Wx 
einander   schneiden.      Die   beiden    (als    Peripherie -Winkel    über 
dem  Bogen   DO  einander  gleichen)  Winkel   cp,    um   welche  die 
totalen  Gegendrücke  von  den  betreffenden  Normalen  abweichen, 
sind  die  Reibungswinkel,  und  es  ist  daher  der  gesuchte  Reibungs- 
coefficient: /  =  tg  f.     Wenn    der   wirkliche    Reibungscoefficient 
kleiner  wäre  als   tg  cp,  so   würde  ein  Gleiten  des  Körpers  ein- 
treten.   Wenn  derselbe  gerade  gleich  tg  cp  ist,   so  befindet  sich 
der  Körper  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts-Zustandes.     Für 
letzteren  Fall  können  die  Kräfte  W  und  Wt  entweder  durch  die 
in  Fig.  260  angedeutete  Parallelogramm -Construction  oder  nach 
der  hieraus  sich  ergebenden  Proportion: 

W :  Wx  :  Q  =  sin  (at  —  cp)  :  sin  (a  -f-  cp)  :  sin  (a  -f-  a,) 

bestimmt  werden,  aus  welcher  man  die  Gleichungen  erhält: 

238)     W=  Q  SM^=JU,       239)     Wx  =  Q  ±£+&, 

'  sin  (a  +  aty  '  x  sin  (a  +  at)' 

worauf  dann  auch  die  normalen  Gegendrücke  N  und  Nx  ent- 
weder durch  Zerlegung  jener  totalen  Gegendrücke,  oder  auch  aus 
den  Gleichungen  N '  =  W  cos  cp  und  Nx  =  Wx  cos  cp  sich  be- 
stimmen lassen. 
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Statt  des  oberen  Durchschnittspunktes  0  kann  auch  der  untere  Durch- 
schnittspunkt 0,  der  Schwerpunkts  -  Verticalen  mit  der  Kreislinie  zur  Con- 

Btruction    des    gesuchten 

Fig.  261.  Reibungswinkels    benutzt 

*  werden  (Fig.  261).  Es  ist 

nämlich  Qx  derjenige 
Punkt,  in  welchem  die 
Mittelkraft  R  der  beiden 
Normaldrücke  A\  JY,, 
und  die  Mittelkraft  fR 
der  beiden  Reibungswider- 
stände fN  und  /AT,  mit 
der  Kraft  Q  zusammen- 
treffen. Der  Winkel  9, 
den  die  Kraft  R  mit  der 
Verticalen  (oder  den  die 
Kraft  fR  mit  der  Hori- 
zontalen) einschließt, 
mus8  der  gesuchte  Rei- 
bungswinkel sein,  weil 
die  in  dem  Punkte  Ot 
angreifenden  Horizontal- 
krafte  einander  aufheben 
müssen ,  also  R  sin  ?  — 
fR  cos  ?  oder  tg  ?  —  / 
sein  muss. 

Wenn  der  wirkliche  Reibungseoefficient  grösser  wäre  als  zur 
Aufrechthaltung  des  Gleichgewichts-Zustundes  erforderlich  ist,  so 
würde  an  den  Berührungsstellen  statt  der  ganzen  Widerstands- 
fähigkeit der  Reibung  nur  so  viel  davon  in  Anspruch  genommen 
und  in  wirkliche  Thätigkeit  versetzt,  als  zum  Gleichgewichte  er- 
forderlich ist.  Die  Kräfte  W  und  Wx  wirken  daher  in  diesem 
Falle  gerade  so,  wie  wenn  der  wirkliche  Reibungscoefficient  nur 
die  dem  oben  gefundenen  Winkel '  <p  als  Reibungswinke)  ent- 
sprechende Grösse  hätte.  Die  Gleichungen  238)  und  239)  sind 
also  auch  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  jener  Kräfte  zu  be- 
nutzen. 

Wäre  die  in  Fig.  260  gelöste  Aufgabe  in  der  umgekehrten 
Form  gestellt  gewesen:  r gegeben  ist  der  Reibungscoefficient 
f  (=  tg  <p),  gesucht  wird  die  Verticale,  in  welcher  der  Schwer- 
punkt liegen  muss,  wenn  der  Körper  gerade  an  der  Grenze  de* 
Gleichgewichts-Zustandes  sich  befinden  soll" :  so  würde  man  durch 
Abtragen  der  gegebenen  Reibungswinkel  <p  an  die  Normalen  den 
Punkt  0  der  gesuchten  Verticalen  gefunden  haben.     Doch  würde 
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es  für  diese  Aufgabe  noch  eine  zweite  Lösung  geben.  Wenn  man 
nämlich  ein  anderes  Mal  an  jeder  Berührungsstelle  den  Winkel  y 
an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Normalen  abträgt,  so  bildet 
der  auf  solche  Weise  erhaltene  (links  von  dem  Punkte  D  in  der 
Kreislinie  liegende)  Durchschnittspunkt  ebenfalls  einen  Punkt, 
dessen  Verticale  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt. 

Da  die  Form  des  Körpers  nur  in  so  fern  einen  Einflusa  auf 
den  Gleichgewichts -Zustand  hat,  als  die  Lage  der  Berührungs- 
punkte und  die  Lage  der  Schwerpunkts-Verticalen  durch  sie  be- 
dingt wird,  so  kann  bei  allen  derartigen  Aufgaben  —  wie  in  der 
Folge  geschehen  soll  —  der  Körper  wie  eine  geradlinige  gewicht- 
lose Stange  behandelt  werden,  welche  mit  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Berührungspunkte  ihrer  Lage  und  Richtung  nach  zu- 
sammenfallt, und  welche  belastet  ist  mit  einem  Gewichte,  dessen 
Aufhängepunkt   der  Durchschnittspunkt  jener  Linie  mit  der  Ver- 

ticalen     des     Schwer- 
**«• Ma'  punktes  bildet 

Für  das  Verhältniss, 
in  welchem  die  beiden 
durch  den  Belastungs- 
punkt E  gebildeten  Ab- 
schnitte AE  und  BE 
zu  einander  stehen 
müssen,  und  für  den 
Neigungswinkel  e,  wel- 
chen die  Stange  mit 
der  Horizontalen  ein- 
schliessen  muss,  wenn 
dieselbe  an  der  Grenze 
des  Gleichgewichts-Zu- 
standes  sich  befinden 
soll,  ergeben  sich  aus 
den  beiden  Dreiecken 
AEO  und  BEO  in  Fig.  262  die  Gleichungen: 

lf  -  ^M-Hr0  =  tg  (.  -  T)  cos  .  -  sin  e, 
OE 


BE 


cos  (o  —  ^p) 

=  «»  (?.  +JL+  0.  =  tg  («,  +  <p)  cos  e  +  sin  e. 
cos  (a,  +  <p)  -©  \    i     ■     t/  i 


Wenn  man  die  letztere  durch  die  erstere  dividirt,.so  erhält 
man  die  Gleichung: 

Ritter,  Mcetaaik.  18 
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AE  tg  («i  +  <p)  cos  e  -\-  sin 


t 


BE  tg  (a  —  <p)  cos  e  —  sin  s 

oder,  wenn  das  Verhältniss  -=r-s  mit  n  bezeichnet,    und  auf  der 
rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  durch  cos  6  dividirt  wird: 
240)    ,-JLfr» +*>  +  *!'. 

'  tg  (a  —  <p)  —  tg  e 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Grösse  n  oder  die  Lage 
des  Belastungspunktes  E  bestimmen,  wenn  der  Neigungswinkel  e 
gegeben  ist;  und  wenn  man  dieselbe  für  tg  €  auflöst,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

241)  <g  ,=  »»<«  ~  f~*  <«'  +  T>-, 

aus  welcher  der  Neigungswinkel  e  gefunden  werden  kann,  sobald 
das  Verhältniss'  n  gegeben  ist. 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  a  =  90°  und  a,  —  0  setzt  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

242)  tgg=n^otg_y-tgy  »-/« 
*"'    xgg                1  +  n                (1  +  n)/ 

aus  welcher  man  z.  B.  den  Winkel  bestimmen  kann ,  den  eine  auf  horizon- 
taler Bodenfläche  stehende  gegen  eine  verticale  Wand  gelehnte  Leiter  aMt- 
stens  mit  der  Horizontalen  einschliessen  muss,  wenn  dieselbe  nicht  ausgleiten 
soll.    Liegt  der  Schwerpunkt  der  Leiter  in  der  Mitte,  so  wird  n  =  1,  also: 

243)  tg  e  =  -!-=£. 

Wenn  also  z.  B.  /  =  0,4  wäre,  so  wurde : 

tg  e  =   1  ~Q  g>16    =  1,05    und    e  =  46,5°. 

Die  Leiter  würde  also  bei  einem  Neigungswinkel  von  46,5°  gegen  die 
Horizontale  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden. 

Der  aus  Gleichung  240)  sich  ergebende  Werth  von  n  be- 
zeichnet in  Bezug  auf  Fig.  262  die  Grenze,  bis  zu  welcher  der 
Belastungspunkt  nach  rechts  verschoben  werden  kann,  ohne  das* 
ein  Gleiten  der  Stange  eintritt.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
a  -f-  9  statt  ot  —  9,  und  at  —  9  statt  at  -f-  9,   so  erhält  mau: 

oaa\     n    _  tg  (*,  -  ?)  +  tg  t   _  AEX 
}        x  ~   tg  («  +  ?)  -  tg  e  —  BEt' 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  den  Durchschnittspunkt  O, 
(Fig.  263),  welchen  man  erhält,  wenn  man  an  jeder  BerührungN- 
stelle  den  Reibungswinkel  nach  der  anderen  (der  vorigen  ent- 
gegengesetzten) Seite  hin  abträgt.     Sie  bestimmt  die  Grenze,   bis 
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zu  welcher  der  Belastungspunkt  nach   links   verschoben    werden 
kann,  ohne  dass  ein  Gleiten  der  Stange  eintritt. 

Es  bildet  nämlich  der 
zwischen  den  Richtungen  AO 
und  AOx  liegende  Theil  der 
Bildfläche  den  geometrischen 
Ort  aller  derjenigen  Rich- 
tungen, welche  die  Kraft  W 
möglicher  weise  annehmen 
kann;  ebenso  der  zwischen 
den  Richtungen  B  0  und 
BOt  liegende  Theil  den 
geometrischen  Ort  aller  der- 
jenigen Richtungen,  welche 
die  Kraft  Wx  annehmen 
kann.  Der  (in  Fig.  263 
schraffirte)  beiden  Winkel- 
flächen gemeinschaftlich  an- 
gehörende Flächentheil  00 x 
bildet  daher  das  Gebiet,  auf  welchem  der  Durchschnittspunkt 
der  drei  Kraftrichtungen  Q,  W  und  Wx  unter  allen  Umstän- 
den zu  suchen  ist  Von  der  Kreislinie  CADB  können  also 
nur  diejenigen  Punkte,  welche  in  diesem  Flächentheile  liegen, 
Durchschnittspunkte  jener  drei  Kraftrichtungen  werden.  Wenn 
man  also  durch  die  Endpunkte  O  und  Ot  des  in  jenen  Flächen- 
theil fallenden  Bogens  OOt  Verticalen  legt,  so  erhält  man  die 
tirenzpunkte  £und£t,  bis  zu  welchen  der  Belastungspunkt  nach 
der  einen  und  nach  der  anderen  Seite  hin  längs  der  Stange  ver- 
schoben werden  kann,  ohne  dass  ein  Gleiten  derselben  eintritt 

Führt  man  in  Bezug  auf  Fig.  262  statt  der  oben  gewählten 
die  neue  Bezeichnungsweise  ein: 
AE  BE 


m. 


=  1   —   m, 


also  n  = 


AB         "n         AB    ~  ~  ""'  1  -  w 

und  substituirt  man  den  letzteren  Werth  in  Gleichung  240),  so 
nimmt  dieselbe  für  m  aufgelöst  die  Form  an: 


245)    m  = 


tg  (*i  +  ?)  +  tg  e 


tg  (*i  +  <p)  +  tg  (a  —  <p)  ' 

and  wenn  man  mit  Gleichung  244)  in  analoger  Weise  verfährt, 
alson,  =  — ^ —  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


18* 
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Wenn  '« —  <p  =  e  ist,  so  wird  m  =  1 ,  und  wenn  zugleich 
a,  — cp  =  —  e  ist,  so  wird  tw,  =  0.  Wenn  diese  beiden  Be- 
dingungen erfüllt  sind,  so  fallen  die  Grenzpunkte  E  und  E{  resp. 
mit  den  Endpunkten  B  und  A  der  Stange  zusammen.  In  diesem 
speciellen  Falle  kann  also  jeder  beliebige  Punkt  der  Stange  als 
Belastungspunkt  gewählt  werden,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt, 
Ebenso  auch  in  dem  anderen  speciellen  Falle,  wenn  ax  =  <p  =  90* 
und  gleichzeitig  a  -f-  <p  =  90°  ist. 

Wenn  man  dagegen  in  den  obigen  beiden  Gleichungen  9  =  1) 
setzt,  so  erhält  man: 

247)    «1  =  41»-+*?  =m 

7  tg  af  +  tg  a  * 

d.  h.  wenn  die  beiden  Unterstützungs-Ebenen  absolut  glatt  wären, 
so  würden  die  beiden  Grenzpunkte  E  und  Et  zusammenfallen: 
es  gäbe  in  diesem  Falle  für  den  Belastungspunkt  nur  eine  einzige 
Stelle,  welche  den  Gleichgewichtsbedingungen  entspricht,  nämlich 
(wie  in  Bezug  auf  Fig.  259  nachgewiesen)  diejenige,  welche  mit 
dem  Punkte  D  in  einer  und  derselben  Verticalen  liegt  Diese 
Stelle  liegt  ausserhalb  der  Schenkel  des  Convergenzwinkels  der 
beiden  Ebenen,  sobald  e>  a  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  der 
gemeinschaftliche  Werth  von  m  und  m,  grösser  als  Eins. 

Denkt  man  sich  die  Stange  über  den  Endpunkt  B  hinaus 
verlängert  —  etwa  durch  eine  in  der  Wand  befindliche  Spalte 
hindurch,  oder  auch  ringförmig  an  der  Unterstützungsstelle  er- 
weitert und  jenseits  dieser  ringförmigen  Erweiterung  wiederum 
geradlinig  sich  fortsetzend  —  in  der  Weise  jedoch,  dass  die 
Stelle  B  dabei  nicht  aufhört,  die  Berührungs-  und  Unterstützung*- 
s teile  zu  bilden,  so  können  auch  die  jenseits  dieser  Stelle  liegen- 
den Punkte  der  Stangen- Richtung  als  Belastungspunkte  in  Frage 
kommen. 

Bei  der  in  Fig.  264  dargestellten  Lage  würde  der  oberhalb 
des  Punktes  D  in  der  Verlängerung  der  Stange  liegende  Punkt  ¥ 
diejenige  Stelle  sein,  an  welcher  das  Gewicht  aufgehängt  wenleu 
müsste,  wenn  die  Unterstützungsflächen  absolut  glatt  wären.  Hinge 
das  Gewicht  links  von  dieser  Stelle,  so  würde  eine  von  rechts» 
nach  links  gerichtete  Drehung  der  Stange  um  den  Punkt  1) 
herum  eintreten.     Bei  dieser  Drehung  würden  beide  Berührungs- 
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stellen  abwärts  glei- 
ten. Wenn  also  Rei- 
bung vorhanden  ist, 
so  wirken  in  diesem 
Falle  beide  Rei- 
bungswiderstände 
längs  der  Berüh- 
rungsflächen auf- 
wärts. Die  Grenze 
2?,,  bis  zu  welcher 
die  Belastungsstelle 
nach  links  verscho- 
ben werden  kann, 
ohne  dass  ein  Glei- 
ten eintritt,  findet 
man  —  wie  eine 
Vergleichung  der 
beiden  Figuren  264 
und  263  zeigt  — 
aus  Gleichung  246), 
indem  man  darin  *x-\-<f  Bt&tt  a,  — <p  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 


248)    mt  —       ,     ±*\x^^x 


*g(«i  +  <p)  +  tg  («  +  ?)' 
Wenn  dagegen  die  Verticale  des  Gewichts  Q  rechts  an  dem 
Punkte  D  vorbei  geht ,  so  würde  dasselbe  eine  von  links  nach 
rechts  herum  gerichtete  Drehung  der  Stange  um  den  Punkt  D 
hervorbringen.  Bei  dieser  Drehung  würden  beide  Berührungs- 
stellen aufwärts  gleiten.  Folglich  wirken  in  diesem  letzteren 
Falle  beide  Reibungs widerstände  längs  der  Berührungsflächen  ab- 
wärts. Die  Grenze  E,  bis  zu  welcher  die  Belastungsstelle  nach 
rechts  verschoben  werden  kann,  ohne  dass*  ein  Gleiten  eintritt, 
findet  man  aus  Gleichung  245),  indem  man  darin  at  —  cp  statt 
5i  -+•  ?  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

'  tg  («i  —  <p)  +  tg  (a  —  <p) 

Die  Eckpunkte  Ot-  und  0  des  in  Fig.  264  schraffirten  Vier- 
ecks 00 ,  bilden  die  äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  der 
Ihirchschnittspunkt  der  drei  Kraftrichtungen  von  dem  Punkte  D 
aus  nach  jeder  Seite  hin  sich  entfernen  kann.  Jede  vertical  über 
irgend  einem  Punkte  dieses  Vierecks  liegende  Stelle  der  Stange. 
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genügt  als  Belastungspunkt  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 
Wenn  a  -f-  <p  =  e  ist,  so  fallen  die  Punkte  O,  und  E{  mit 
dem  Unterstützungspunkte  B  zusammen«  Die  Gültigkeit  der 
Gleichung  248)  erstreckt  sich  auf  alle  Fälle,  in  denen  a  -{-  9  <  s  ist. 
(Bei  grösseren  Werthen  des  Winkels  a  -j"  ?  ^  diese  Gleichung  — 
wie  später  gezeigt  werden  wird  —  nur  bedingungsweise  gültig). 
Der  Punkt  O  rückt  in  unendliche  Ferne,  wenn  at  -  ?  =  —  (a  -  ? ) 

oder    ttl  g    a  =  ^  wird.    In  diesem  Falle  verschwindet  die  Grenze 

U,  und  genügt  jede  rechts  von  dem  Punkte  F  liegende  Stelle  der 
Stange  als  Belastungspunkt  den  Gleichgewichtsbedingungen.    Eben- 

so    auch    dann,    wenn  — ~p —    <  <p    ist.      Die    Gültigkeit   der 

Gleichung  249)   beschränkt  sich   daher  auf  diejenigen  Fälle,  in 

denen    *!  £   *    ^  <p  ist. 

Wenn  z.  B.  die  Unterstützungsebenen  verticale  Lage  haben, 
also  a,  =  a  =  0  ist,  und  wenn  zugleich  9  <  e  ist  (Fig.  265),  so 
sind  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  248)  er- 
füllt, und  es  ergiebt  sich  für  m,  der  Wcrth: 

250)    »,  =  H±f  =  {(l  +  Äi> 

Die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  249)  sind 

dagegen  nicht  erfüllt  (weil    a*  ^   *   =0,  also  kleiner  als  ?  ist). 

Es  giebt  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  Grenze  für  den  Be- 
lastungspunkt, nämlich  die  Stelle  Ex.  Diese  Stelle  bildet  dem- 
nach die  Grenze,  bis  zu  welcher  von  aussen  her  der  Belastungs- 
punkt dem  Unterstützungspunkt  B  genähert  werden  kann,  ohne 
dass  ein  Gleiten  eintritt.  Alle  weiter  entfernt  liegenden  Stellen 
genügen  ebenfalls  den  Gleichgewichtsbedingungen.  Wenn  E{  der 
Belastungspunkt  ist/ so  wird: 


251)      W  =   Wv  = 


Q 


2  sin  f 

Q        _     Q 


252)    N=  Nt  =  Wcos  ,  =  -^--  =    ,«*, 

Die  drei  in  dem  Punkte  Ot  einander  im  Gleichgewicht  hal- 
tenden Kräfte  Q,  W  und  Wx  werden  auch  dann  einander  auf- 
heben, wenn  ihre  Richtungen  in  die  entgegengesetzten  verwandelt 
werden.  Wenn  nach  Umkehrung  der  drei  Kraftrichtungen  al>- 
dann  die  ganze  Figur  umgekehrt  wird ,    so  ergiebt  sich  aus  dem 
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drücke W  und  Wt  der  beiden  festen  Wände  —  nach  aussen  hin 


Fig.  266. 


Flg.  266. 


statt  nach  innen  —  gegen  die  Stange  wirken.  Die  Gleichungen 
250),  251),  252)  gelten  daher  auch  für  die  in  Fig.  266  darge- 
stellte Gleichgewichtslage  der  Stange. 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  aus  Fig.  263  und  Fig.  264 
resp.  die  Figuren  267  und  268  ableiten,  in  welcher  letzteren  die- 


Fig.  268 


« 


jenige  Belastungsweise  dargestellt  ist,  bei  welcher  beide  Reibungs- 
widerstände längs  der  Berührungsflächen  abwärts  wirken. 

Der  aus  Gleichung  249)  für  m  sich  ergebende  Werth  hat 
zwar  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  264  dargestellten  Fall  eine  un- 
mittelbare Gültigkeit  nur  so  lange,  als  der  Nenner  auf  der  rech- 
ten Seite  positiv  ist,  d.  h.  so  lange  -^-i^  —  >  <p  ist-  Jedoch 
läset  auch   der   negative    Werth,    welchen   m   annimmt,    wenn 
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2 


<  <p  ist,   eine  gewisse  Deutung  zu.    Diesem  negativen 

AE 


Werthe  des  Verhältnisses 


AB 


entspricht  nämlich  eine  Lage  des 


Punktes  E  an  der  entgegengesetzten  Seite  in  der  Verlängerung 
der  Richtung  BA  über  den  Punkte  hinaus  links  abwärts.  Wenn 
man  an  dieser  Stelle  eine  Kraft  —  Q  statt  -}-  Q,  d.  h.  eine  ver- 
tical  aufwärts  gerichtete  Kraft  statt  einer  vertical  abwärts  wir- 
kenden anbrächte,  so  würde  die  Stange  ebenfalls  an  der  Grenzt; 
des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden.  Denkt  man  sich  als- 
dann die  ganze  Figur  umgekehrt,  so  dass  die  nunmehr  vertical 
abwärts  gerichtete  Kraft  Q  wiederum  durch  ein  Gewicht  darge- 
stellt werden  kann,  so  erhält  man  die  in  Fig.  269  dargestellte 
Gleichgewichtslage,  bei  welcher  die  Unterstützungs-Ebenen  nach 
oben  hin  convergiren,  statt  nach  unten  hin.  In  analoger  Weise 
lässt  sich  aus  Fig.  268  der  in  Fig.  270  dargestellte  Fall  ableiten. 


Fig.  269. 


Fig.  270. 


Dass  die  Formen  der  Oberflächen  —  sowohl  des  unterstützten 
Körpers  als  der  unterstützenden  Wände  —  nur  in  sofern  einen 
Einfluss  auf  den  Gleichgewichtszustand  haben,  als  die  Lage  der 
Verbindungslinie  AB  und  die  Richtungen  der  an  den  Berührung*- 
stellen  errichteten  Normalen  der  Berührungsebenen  durch  sie 
bedingt  werden,  ist  beispielsweise  durch  den  in  Fig.  271  darge- 
stellten  Fall  veranschaulicht,  bei  welchem  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  265  bestimmt 
werden  können. 

Die  in  diesem  Paragraphen  erklärte  Methode  kann  selbst- 
verständlich auch  dann  angewendet  werden,  wenn  statt  des  Ge- 
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wichtes  Q  irgend  eine  andere  Kraft  K  es  ist,   welche  ein  Gleiten 
des  Körpers  hervorzubringen  strebt;  auch  dann,  wenn  diese  Kraft 

K  wiederum  als  die  Mittel- 
kraft von  beliebigen  anderen 
auf  den  Körper  wirkenden 
Kräften  sich  darstellt.  Für 
solche  Fälle  ist  es  nur  nöthig, 
statt  der  verticalen  Richtung 
überall  die  Richtung  der  Kraft 
K  einzuführen,  worauf  dann 
die  Bedingungen  der  Gleich* 
gewichtslage  genau  wie  bei 
den  vorigen  Beispielen  —  ent- 
weder durch  Gonstruetion  oder 
durch  Rechnung  —  gefunden  werden  können. 

Die  zum  gleteMBrnrigeti  Heben  eines  Pochstempels  vom  Gewichte  G  er- 
forderliche Habkraft  K  muss  so  beschaffen  Bein,  dass  die  Mittelkraft  Q  der 

beiden  Kräfte  K  und  G  genau  durch 
den  Punkt  0  hindurchgeht,  in  welchem 
wahrend  der  Bewegung  die  von  den 
Unterstützungsstellen  A  und  B  aus- 
gehenden Gegendrücke  TT,  W  einander 
schneiden.  Hiernach  ergiebt  sich  für 
die  Grösse  der  Kraft  K  aus  Fig.  272 
die  Gleichung: 


Fig.  272. 


0  =  G  .  EC.  cos  e  —  K .  EF  .  cob  e 
oder 


258)    K=  G. 


EC 
EF 


m  = 


Wenn  die  Hubkraft  etwas  kleiner 
wäre  als  K,  so  würde  jene  Mittelkraft 
links  an  dem  Punkte  0  vorbeigehen, 
und  die  Bewegung  eine  verzögerte  sein. 
Wenn  dagegen  die  Hubkraft  etwas 
grösser  wäre  alB  K%  so  würde  die  Mittel- 
kraft rechts  an  dem  Punkte  0  vorbei- 
gehen und  die  Bewegung  eine  be- 
schleunigte sein. 

Die  Lage  des  Punktes  E  kann  nach 
Gleichung  249)  bestimmt  werden.  Wenn 
z,  B.  tg  e  äs  2  und  tg  <p  «=*/  =  0,4  ist, 
so  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 

-0,4  +  2 


-  0,8 


=  -2 
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(wobei  das  Minuszeichen  nur  andeutet,  dass  der  Punkt  E  in  der  Linie  AB 
links  von  dem  Punkte  A  liegt).    Es  ist  daher  in  diesem  Falle: 


ajl~9 


AB 


und    -lc ;-  =  4, 


EG 
folglich    -£C 


5. 


Wenn  also  z.  B.  die  Länge  der  Hublatte,  deren  Endpunkt  den  Angriffspunkt 
der  K  bildet,  gleich  der  einfachen  Dicke  des  Pochstempels  wäre,   so  würde 

FC  =  3 .  ~ÄC  und    EF  =  2ÄC,  folglich  nach  Gleichung  253)   K  =  *  G. 

Wenn  dagegen  die  Länge  der  Hublatte  gleich  der  doppelten  Dicke  des  Poch- 
stempels wäre,  so  würde  K  unendlich  gross  sein  müssen ;  d.  h.  wenn  es  über- 
haupt möglich  sein  soll,  den  Pochstempel  gleichförmig  aufwärts  zu  bewegen, 
6o  muss  die  Richtungslinie  der  hebenden  Kraft  K  rechts  an  dem  Punkte  0 
vorbeigehen. 

Die  Lage  dieses  Punktes  kann  man  auch 
nach  Fig.  273  bestimmen,  aus  welcher  für  die 
Abstände  der  Verticalen  des  Punktes  0  von  den 
Punkten  A  und  B  resp.  die  Werthe  sich  ergeben: 

tg<p  tg9 


Die  Entfernung  des  Punktes  0  von  der  verticalen 
Mittellinie  des  Pochstempels  ist  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  dieser  beiden  Werthe;  also  ist: 

k 


««    ,-itHj.JJ, 


§63. 
Bedingungen  des  Klemmen«. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  bezogen  weh 
auf  solche  Fälle,  in  denen  der  Reibungswinkel  <p  kleiner  ist  als 
jeder  von  den  beiden  Winkeln,  welche  die  Verbindungslinie  der 
Unterstützungspunkte  mit  den  in  letzteren  errichteten  Normalen 
der  Berührungsebenen  einschließet.  Es  zeigte  sich,  dass  in  allen 
diesen  Fällen  der  Gleichgewichtszustand  der  Stange  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  durch  die  Lage  des  Belastungspunktes  bedingt 
wird,  dass  also  der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Stellen, 
welche  als  Belastungspunkte  den  Gleichgewichtsbedingungen  ge- 
nügen, immer  nur  einen  Theil  bildet  von  der  (nach  beiden  Seiten 
hin  bis  ins  Unendliche  verlängert  gedachten)  Verbindungslinie  der 
Unterstützungspunkte.  Es  zeigte  sich  ferner,  dass  der  Gleichge- 
wichtszustand der  Stange  vollkommen  unabhängig  ist  von  der 
Grösse  der  Belastung;  dass  derselbe  folglich  durch  eine  beliebige 
Vergrüsserung    der    Belastung    nicht    gestört   werden    kann.    1^ 
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zeigte  sich  endlich  drittens:  dass  die  von  den  Unterstützungs- 
punkten auf  die  Stange  übertragenen  Druckkräfte  W  und  Wx 
sofort  Null  werden,  sobald  die  Belastung  Q  gleich  Null  wird,  in* 
sofern  jene  beiden  Kräfte  für  sich  allein  wirkend  die  Stange  nur 
dann  im  Gleichgewicht  halten  könnten,  wenn  jede  von  beiden  in 
die  Kichtung  der  Stange  hineinfiele,  was  aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung  wegen  Kleinheit  des  Reibungswinkels  bei  keiner 
Ton  beiden  möglich  ist 

Wesentlich  verschieden  von  den  vorigen  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  in  dem  Falle,  wenn  der  Reibungswinkel  <p 
grtster  ist  als  die  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Stange  und 
den  Richtungen  der  Normalen ,  wenn  also  in  Bezug  auf  jede  der 
beiden  Stützflächen  die  Stangen -Richtung  innerhalb  der  Reibungs- 
winkel-Fläche  liegt  In  diesem  Falle  können  die  von  den  Stütz- 
flächen auf  die  Stangen  übertragenen  Druckkräfte  auch  die  Rich- 
tung der  Stange  selbst  annehmen,  sie  können  folglich  die  Stange 
im  Gleichgewicht  halten,  auch  wenn  dieselbe  ganz  unbelastet  ist 
Wenn  z.  B.  auf  die  in  Fig.  274  angedeutete  Art  die  unterstützen- 
den Körper  durch  zwei 
Fig.  274.  gleiche    entgegengesetzte 

Kräfte  D  gegen  die  Stange 
gedrängt  werden,  so  ent- 
steht dadurch  in  der 
Stange  eine  Druckspan- 
nung von  gleicher  Grösse. 
Die  Stange  ist  alsdann 
zwischen  den  beiden  Kör- 
pern eingeklemmt,  d.  h. 
sie  befindet  sich  in  einem 
Zustande,  bei  welchem  es  —  je  nach  der  Grösse  der  Kraft 
D  —  eines  geringeren  oder  grösseren  Kraftaufwandes  bedarf, 
am  dieselbe  aus  ihrer  Lage  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne 
zu  verschieben.  Die  Widerstandsfähigkeit  gegen  das  Gleiten 
wächst  mit  Vergrösserung  der  Kräfte  D  und  kann  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  dadurch  gesteigert  werden.  Es  ist  also  nur  er- 
forderlich, jene  Kräfte  hinreichend  zu  vergrössern,  um  zu  er- 
reichen, dass  bei  jeder  beliebigen  Lage  des  Belastungspunktes  und 
bei  jeder  beliebigen  Grösse  der  Belastung  der  Gleichgewichts- 
zustand fortdauert.  Durch  Hinzufügung  der  Kräfte  D  zu  den 
vorher  schon  stattfindenden  Kraftwirkungen  wird  allemal  bewirkt, 
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dass  die  totalen  bei  A  und  B  auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte 
W  und  W,  mehr  der  Richtung  der  Stange  sich  anschliessen, 
also  einer  Richtung  sich  nähern,  bei  welcher  die  grosseste  Ab- 
weichung von  der  Normalen  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 

Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  Unterstützung» -Ebenen  nach 
oben  hin  convergiren,  lasst  sich  auf  solche  Art  für  jede  beliebige 
Lage  und  Grösse  der  Belastung  Q  der  Gleichgewichtszustand  her- 
stellen. Durch  Verschiebung  des  Belastungspunktes  E  längs  der 
Stangenrichtung  und  durch  gehörige  Regulirung  jener  Spannung 
des  Klemmens  lässt  sich  erreichen,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der 
in  Fig.  27S  schraf- 
riB«B-  firten      Fläche     der 

Durchschnittspunkt 
wird  für  die  Rieh- 
tungslinien  der  drei 
einander  im  Gleich- 
gewicht haltenden 
Kräfte  Q,  »Fund  W,. 
Denn  das  Gleichge- 
wicht der  in  dem 
Punkte  E  mit  dem  Ge- 
wichte Q  belasteten 
Stange  würde  an  den  beiden  (festliegend  gedachten)  Stützpunkten 
A  und  B  resp.  die  verticalen  Gegendrücke  erfordern: 

«-«.-ff   ™a   *,  =  «-4f- 

Denkt  man  sich  alsdann  auf  die  in  Fig.  273  angedeutete  Weise 
noch  so  viel  Druck  D  hinzugefügt,  dass  weder  die  Mittelkraft  W 
der  beiden  Kraft«  K  und  D,  noch  die  Mittelkraft  Wx  der  beiden 
Kräfte  JT,  und  D  um  mehr  als  den  Reibungswinkel  von  der  be- 
treifenden Normalen  abweicht,  so  erkennt  man,  dass  die  von  den 
Stützflächen  auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte  dem  Gewicht 
Q  das  Gleichgewicht  halten  können,  und  dass  der  Durchschnitte- 
punkt  0  der  drei  Kräfte  Q,  W  und  Wx  dem  Punkte  £  um  so 
näher  rücken  wird ,  je  grösser  jene  hinzugefügte  Druckspannung 
D  war.  Zugleich  erkennt  man,  dass  der  Gleichgew icbtsxustand 
in  diesem  Falle  von  der  Grösse  des  Gewichts  Q  abhängt.  Denn 
wenn  bei  einer  Vergrößerung  des  Gewichts  Q  der  Gleichgewicht* 
zustund    fortdauern   soll,   so   muss   D   ebenfalls   zunehmen.     Ge- 
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schiebt  letzteres  nicht,  so  wird  bei  allmäligem  Wachsen  des  Ge- 
wichts Q  schliesslich  die  Stange  herabfallen. 

Wenn  bei  einer  von  den  beiden  Unterstützungsflächen  der 
Winkel  zwischen  der  Normalen  und  der  Stangenrichtung  kleiner, 
bei  der  anderen  dagegen  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel ,  wie 

in  Fig.  276,    so   ist 
***■  276-  wiederum  bei  unbe- 

lastetem Zustande  der 
Stange  kein  Druck  an 
den  Unterstützungs- 
stellen möglich.  Für 
die  belastete  sich 
selbst  überlassene 
Stange  wurden  die 
Punkte  E  und  Ex  die 
Grenzen  bilden,  wel- 
che der  Belastungs- 
punkt nicht  über- 
schreiten darf,  wenn 
ein  Gleiten  nicht  ein- 
treten soll.  Durch 
künstliche  Hinzufiigung  der  Druckkräfte  D  lässt  sich  dagegen 
erreichen,  dass  der  Belastungspunkt  bis  zu  der  Stelle  E2  hinaus 
verschoben  werden  darf,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt.  Bei  einer 
Lage  des  Belastungspunktes  zwischen  den  Stellen  E  und  E2  tritt 
jedoch  der  von  dem  vorigen  abweichende  Fall  ein,  dass  ebenso- 
wohl die  einseitige  Vergrösserung  des  Drucks  Z>,  als  auch  die 
einseitige  Vergrösserung  der  Belastung  Q  für  sich  allein  eine 
Störung  des  Gleichgewichts  bewirken  würde,  insofern  erstere  ein 
Heraustreten  der  Mittelkraft  Wx,  letztere  ein  Heraustreten  der 
Mittelkraft  W  aus  der  betreffenden  Reibungswinkel -Fläche  zur 
Folge  haben  würde.  Wenn  also  die  Last  in  dem  Grenzpunkte  E2 
selbst  aufgehängt  ist,  so  giebt  es  für  jede  bestimmte  Grösse  des 
Drucks  D  nur  eine  bestimmte  Grösse  des  Gewichts  Q  —  ebenso 
für  jede  gegebene  Grösse  des  Gewichts  Q  nur  eine  bestimmte 
Grösse  des  Drucks  Dy  bei  welcher  der  Gleichgewichtszustand 
überhaupt  möglich  ist. 

Nicht  nur  bei  den  zuletzt  untersuchten,  sondern  auch  bei 
allen  Fällen  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  also  auf  die  in 
Fig.    274    angedeutete    Weise    durch    Vergrösserung    oder    Ver- 
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kleinerung  der  Kräfte,  mit  welchen  die  unterstützenden  Körper 
gegen  die  Stange  gedrängt  werden,  erreichen,  dass  jeder  beliebige 
Punkt  des  den  beiden  Reibungswinkel -Flächen  gemeinschaftlich 
angehörenden  Flächentheils  der  Durchschnittspunkt  wird  für  die 
Richtungen  der  beiden  Kräfte  W  und  Wv  Eine  solche  künstlich 
hervorzubringende  Verschiebung  jenes  Durchschnittspunktes  ist 
indessen  nur  möglich  während  des  Ruhezustandes  der  Stange. 
Mit  dem  Eintritt  des  Bewegungszustandes  gelangen  sofort  die  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  Regeln  zur  Bestimmung  jenes 
Punktes  wiederum  zur  Gültigkeit.  Während  des  Gleitens  weicht 
an  jeder  Berührungsstelle  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und 
Reibungswiderstand  stets  um  den  Reibungswinkel  ab  von  der 
Richtung  der  Normalen. 

Wenn    z.    B.    die    zwischen    zwei    verticalen   Wänden   einge- 
klemmte Stange   AB  (Fig.   277)  in  vertical  abwärts  gerichteter 

fortschreitender     Bewegung     be- 
Fig.  277.  griffen  ist,  so  schneiden  die  Rieh- 

tungslinien  der  von  den  Wänden 
auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte 
W,  W  einander  in  dem  Punkte 
O  und  behalten  beständig  diesel- 
ben Richtungen  bei,  so  lange  das 
Gleiten  dauert.  Soll  diese  fort- 
schreitende Bewegung  eine  gleich 
förmige  sein,  so  müssen  sämmt- 
liche  auf  die  Stange  wirkenden 
Kräfte  einander  im  Gleichgewicht 
halten;  es  muss  also  die  Mittel- 
kraft der  beiden  Kräfte  FF,  W 
der  Mittelkraft  R  von  allen  übrigen  Kräften  gleich  und  entgegen- 
gesetzt sein,  und  die  Richtungslinie  der  letzteren  muss  durch 
den  Punkt  0  hindurchgehen. 

Einen  solchen  Gleichgewichtszustand  kann  man  sich  durch  die 
in  den  Punkten  E  und  F  aufgehängten  Gewichte  P  und  Q  her- 
gestellt denken,  welche  so  regulirt  sein  sollen,  dass  ihr  Schwer- 
punkt mit  dem  Punkte  O  genau  in  einer  und  derselben  Verticalen 
liegt,  und  dass  ihre  Summe  R  genau  dieselbe  Grösse  hat  wie  die 
Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  W,  W  im  Anfange  hatte.  Die 
Bedingungen  der  gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung  sind 
dann  orfüllt,  die  Stange  wird  also  mit  unveränderter  Gesehwindig- 
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keit  ihre  abwärts  gleitende  Bewegung  fortsetzen,  so  lange  als  in 
der  Wirkung  der  Kräfte  P  und  Q  sich  Nichts  ändert.  Sobald 
jedoch  auf  irgend  eine  Weise  die  eine  von  diesen  beiden  Kräften 
ausser  Thätigkeit  versetzt  würde  —  etwa  durch  eine  feste  hori- 
zontale Ebene,  welche  (je  nach  der  Länge  der  Fäden)  entweder 
das  Gewicht  P  oder  das  Gewicht  Q  zuerst  auffängt  und  an  der 
weiteren  Fortsetzung  der  Bewegung  verhindert  —  so  würde  in 
diesem  Augenblicke  eine  Aenderung  in  dem  Bewegungszustande 
der  Stange  eintreten. 

Angenommen:  das  Gewicht  Q  erreichte  als  das  tiefer  hängende 
zuerst  den  Boden,  so  würde  die  von  diesem  Augenblicke  an  allein 
wirkende  Kraft  P,  als  eine  links  neben  dem  Durchschnittspunkte 
der  beiden  Kräfte  tT,  W  vorbeigehende  Kraft  sofort  eine  Drehung 
der  Stange  von  rechts  nach  links  herum  hervorbringen.  Bei 
dieser  Drehung  aber  würde  sogleich  die  Berührung  mit  den 
Wänden,  folglich  auch  die  Wirkung  der  Kräfte  W,  W  aufhören; 
die  Stange  würde  also  nunmehr  frei  herabfallen. 

Wenn  statt  dessen  (wie  in  Fig.  277)  das  Gewicht  F  das 
tiefer  hängende  wäre,  so  würde  in  dem  Augenblicke,  wo  dasselbe 
den  Boden  erreicht,  die  Bewegung  der  Stange  ruckweise  unter- 
brochen werden,  und  ein  völliger  Stillstand  eintreten.  Es  würde 
nämlich  mit  jeder  Fortsetzung  der  gleitenden  Bewegung  —  wie 
klein  auch  immer  die  Dauer  derselben  angenommen  werden 
möge  —  eine  Drehung  der  Stange  nach  rechts  herum  unzertrenn- 
lich verbunden  sein.  Denn  so  lange  das  Gleiten  dauerte,  würden 
die  Richtungen  der  Kräfte  W,  W  unverändert  dieselben  bleiben, 
würde  also  der  Durchschnittspunkt  O  ihrer  Richtungen  stets  die- 
selbe Lage  gegen  die  Stange  behalten,  und  würde  die  vertical 
abwärts  wirkende  Kraft  Q  beständig  rechts  neben  diesem  Punkte 
vorbeigehen. 

Da  nun  aber  eine  solche  Drehung  der  Stange  eine  geome- 
trische Unmöglichkeit  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  die  Fort- 
setzung der  gleitenden  Bewegung  eine  Unmöglichkeit  ist.  Die 
Widerstände  W,  W  werden  plötzlich  unendlich  gross,  denn  ihre 
Mittelkraft  bringt  in  der  Zeit  Null  eine  Geschwindigkeitsänderung 
hervor,  und  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Richtungen  springt  nach 
dem  Punkte  F  der  Stange  hinüber.  Nach  dem  Stillstande  be- 
findet sich  also  die  Stange  zwischen  den  Wänden  so  fest  einge- 
klemmt, dass  es  unendlich  grosser  Kräfte  bedarf,  um  dieselbe 
aus  ihrer   Lage   zu  verschieben.     Es  wird    folglich    nachher  an 
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jedem  beliebigen  Punkte  der  Stange  ein  Gewicht  von  jeder  be- 
liebigen Grösse  aufgehängt  werden  können,  ohne  dass  ein  Gleiten 
eintritt. 

In  Wirklichkeit  kann  zwar  von  absolut  festen  Körpern  so 
wenig  als  von  unendlich  grossen  Kräften  die  Rede  sein,  und  sind 
daher  die  hier  aus  der  Annahme  absolut  fester  Körper  abge- 
leiteten Schlussfolgerungen  nur  annäherungsweise  als  gültig  zu 
betrachten  für  Körper  wie  sie  wirklich  existiren.  Indessen  sind 
dieselben  doch  vollkommen  geeignet,  die  bekannte  Thatsache  zu 
erklären,  dass  es  schwierig  und  so  zu  sagen  unmöglich  ist,  die 
Bedingungen  der  gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung  für  einen 
solchen  zwischen  senkrechten  Wänden  eingeklemmten  Körper  zu 
realisiren  —  um  so  schwieriger,  jemehr  die  Verbindungslinie  der 
Berührungspunkte  der  horizontalen  Richtung  sich  nähert  —  in- 
sofern die  geringste  seitliche  Ausweichung  des  Schwerpunktes  so- 
fort entweder  das  Frei -herab- fallen  oder  den  völligen  Stillstand 
zur  Folge  haben  muss. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  sich  die  Erscheinung  des  „Klemraensu 
bei  dem  in  Fig.  278  dargestellten  Beispiele  erklären.    Soll  das  Klemmen  nicht 

eintreten,  so  muss  die  Richtunplinif 
der  schiebenden  Kraft  K  durch  die  in 
der  Figur  schraffirte  Parallelogramm- 
Fläche  hindurchgehen.  Das  Klemmen 
tritt  dagegen  ein,  sobald  die  Kraft  K 
entweder  rechts  an  dem  Punkte  (>  <*W 
links  an  dem  Punkte  O,  vorbeigeht. 

Für  den  Abstand  jedes  dieser  beiden 
Punkte  von  der  verticalen  Mittellinie 
erhält  man  aus  dem  in  der  Figur  sehn:- 
firten  Parallelogramm  (dessen  vertu*]«* 
Diagonale  =  Ä,  dessen  horizontale  Dia- 
gonale =  2  8  ist,  und  dessen  Seiten  sämmtlich  um  den  Reibungswinkel  f  ™n 
der  Horizontalen  abweichen)  die  Gleichung: 

h 

*  .  tg  <?  = 


=  —    oder    s  = 


2 


h 

8  =  *r 


also  denselben  Werth,  welcher  bereits  in  Gleichung  254)  ans  Fig.  27S  gefund«* 
wurde. 

§64. 
Oleichgewicht  des  Keiles  in  Bezug  auf  Kippen. 

Wenn  der  unterstützte  Körper  jede  von  den  beiden   Tnu-r- 
stützungsebenen  an  zwei  Stellen  berührt,  so  wird  im  Allgemeinen 
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an  jeder  von  den  vier  UnterBtützungBRtellen  ein  Druck  auftreten, 
und  sind  es  im  Allgemeinen  vier  Druckkräfte,  welche  dem  Ge- 
wichte des  Körpers  (oder  der  Belastung  desselben)  das  Gleich- 
gewicht halten.  Wären  die  Unterstüt/ungsflächeii  absolut  glatt, 
so  würden  diese  Druckkräfte  nur  rechtwinkelig  zu  denselben  ge- 
richtet sein  können.  Denkt  man  sich  die  von  jeder  der  beiden 
Ebenen  ausgehenden  beiden  Normaldrücke  allemal  zu  einer  Mittel- 
kraft zusammengesetzt,  so  erkennt  man,  dass  —  je  nach  der 
Vertheilung  des  Druckes  auf  die  beiden  einer  und  derselben 
Ebene  angehörigen  Stützpunkte  —  jeder   Punkt   der  in  Fig.  279 


Flg.  279. 


Flg.  380. 


schraffirten  Parallelogramm- Fläche  Durchschnittspunkt  dieser 
beiden  Mittelkräfte  werden  kann.  Solange  also  die  Verticale  des 
Belastungspunktes  zwischen  den  Eckpunkten  D  und  Dx  dieses 
Parallelogrammes  liegt,  reichen  die  Normaldrücke  allein  aus,  eine 
Drehung  des  Körpers  zu  verhindern. 

Wenn  dagegen  die  Verticale  des  Belastungspunktes  ausser- 
halb dieser  Grenzen,  z.  B.  links  von  dem  Punkte  D  liegt,  so 
würde  ohne  Mitwirkung  der  Reibungswiderstände  eine  Drehung 
des  Körpers  nach  links  herum  eintreten.  Bei  dieser  Drehung 
würden  die  Punkte  At  und  ß,  aufhören  Berührungspunkte  zu 
sein;  es  können  also  nur  die  an  den  beiden  anderen  Stützpunkten 
A  und  B  wirkenden  Kräfte  W  und  W,  einer  solchen  Drehung 
entgegenwirken.     Die    Bedingungen    des  Gleichgewichts   in   Bezug 
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auf  eine  solche  Drehung  sind  daher  auf  dieselbe  Weise,  wie 
wenn  nur  diese  beiden  Stützpunkte  vorhanden  wären  y  nach  den 
Regeln  des  §  62  zu  bestimmen.  Wenn  man  den  Reibungswinkel 
<p  bei  A  nach  oben,  bei  B  nach  unten  von  der  betreffenden  Nor- 
malen aus  abträgt,  so  bildet  der  Durchschnittspunkt  O  der  auf 
diese  Art  erhaltenen  Richtungen  die  Grenze,  bis  zu  welcher  die 
Verticale  des  Belastungspunktes  nach  links  rücken  darf,  ohne 
dass  eine  Drehung  eintritt  (Fig.  280).  Auf  analoge  Weise  findet 
man  auf  der  anderen  Seite  den  Grenzpunkt  O,,  bis  zu  welchem 
die  Verticale  des  Belastungspunktes  nach  rechts  verschoben  wer- 
den  darf.. 

Wenn  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  Ax,  ebenso  zwi- 
schen den  beiden  Punkten  B  und  Bt  jeder  Zwischenpunkt  eben- 
falls eine  Berührungsstelle  bildet,  die  Berührung  also  an  jeder 
Seite  längs  einer  ganzen  Linie  stattfindet,  so  bleiben  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  genau  dieselben.  Denkt  man  sich 
alsdann  das  Viereck  AAXBBX  rechtwinklich  zur  Bildfläche  be- 
wegt, und  sieht  man  den  hierbei  von  demselben  beschriebenen 
prismatischen  Raum  als  Form  des  unterstützten  Körpers  an,  so 
findet  man,  da?s  die  oben  gefundenen  Gleichgewichtsbedingungen 
auch  gelten  für  einen  Körper  von  der  Form  eines  Keiles,  dessen 
Seiten  -  Ebenen  unter  demselben  Winkel  wie  die  Unterstützungs- 
Ebenen  convergirend  längs  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  letzteren 
berühren. 

Die  in  Fig.  280  gefundenen  Punkte  O  und  O,  bilden  die 
Grenzen,  zwischen  denen  die  Verticale  des  Belastungspunktes 
liegen  muss,  wenn  der  ruhende  Keil  durch  die  Belastung  Q  nicht 
zum  Kippen  gebracht  werden  soll  Eine  andere  Lage  nehmen  jene 
Grenzpunkte  an,  wenn  der  Keil  in  abwärtsgerichteter  fertschreiteft» 
der  Bewegung  begriffen  ist.  was  natürlich  voraussetzt,  dass  min- 
destens eine  von  den  beiden  Unterstützungsebenen  einem  beweg- 
lichen Körper  angehört.  Während  der  Keil  AB  in  Fig.  281  längs 
der  festen  Unterstützungs-Ebene  Bx  B  abwärts  gleitet,  wirkt  an 
jeder  von  den  beiden  Stützflächen  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck 
und  Reibungswiderstand  beständig  in  einer  Richtung,  welche  vou 
der  betreffenden  Normalen  nach  oben  hin  um  den  Reibungswinkel 
abweicht.  Den  geometrischen  Ort  für  alle  Punkte,  in  welchen  die 
Richtungslinien  der  von  den  beiden  Stützflächen  auf  den  Keil 
übertragenen  Kräfte  einander  schneiden  können,  bildet  für  diesen 
Fall  die  in  Fig.  281  schraffirte  Parallelogramm-Fläche  OOx.  Wenn 
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dagegen  der  Keil  aufwärts  geschoben  wird,  so  weichen  jene  Mittel- 
kräfte beständig  an  beiden  Stützflächen  nach  unten  hin  um  den 
Reibungswinkel  von  den  betreffenden  Normalen  ab,  und  die  Paral- 
lelogramm-Fläche OOx  nimmt  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  282 
angegebene  Lage  an. 


Fig.  281. 


Fig.  282 


Wenn  statt  des  Gewichtes  Q  eine  beliebige  andere  Kraft  K 
es  ist,  unter  deren  Einwirkung  der  Keil  seine  fortschreitende  Be- 
wegung ausführen  soll,  so  wird  dadurch  in  keiner  Weise  eine  Ab- 
weichung von  dem  obigen  Constructions- Verfahren  bedingt.  Soll 
die  Bewegung  eine  fortschreitende  bleiben,  so  darf  die  Richtungs- 
linie dieser  Kraft  K  nicht  an  der  (schraffirten)  Fläche  OOx  vor- 
beigehen, sie  muss  vielmehr  mindestens  einen  (Eck-)  Punkt  mit 
derselben  gemeinschaftlich  haben. 

Eine  Vergleichung  der  beiden  Figuren  281,  282  mit  Fig.  280 
zeigt,  dass  bei  fortschreitender  Bewegung  des  Keiles  der  Spielraum 
für  die  Lage  der  Kraft  Ä'  stets  nur  einen  Theil  bildet  von  dem- 
jenigen Spielräume,  welcher  in  Fig.  280  für  den  ruhenden  Keil 
gefunden  wurde.  Wenn  also  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  eine 
solche  Lage  hat,  dass  der  in  fortschreitender  Bewegung  be- 
griffene Keil  durch  sie  nicht  zum  Kippen  gebracht  wird,  so  ge- 
nügt dieselbe  um  so  mehr  für  den  in  gleicher  Lage  ruhenden 
Keil  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  in  Beziehung  auf  das 
Kippen. 

19* 
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Eim  xitiuiv  lit^LHinliuug  erleidet  jedoch  der  Spielraum 
urr  Kraft  K  in  d^m  Falle,  wenn  die  bewegliche  Unterstützungs- 
iLoiir  dt>  Ktiit-f  g]rk-lifdlls  einem  Keile  angehört,  der  ebenso 
wi«-  dt  r  eist«-  an  drr  rine n  Seite  durch  eine  feste ,  an  der  anderen 
Sriie  durvh  t-iue  bewegliche  Fläche  unterstützt  ist.  In  diesem 
Falle  wird  drr  Spie 'räum  der  Kraft  K  nicht  nur  durch  die  zuvor 
erwähnten  l'm>tande.  sondern  ausserdem  auch  noch  durch  die 
Laue  der  den  anderen  Keil  im  Gleichgewicht  haltenden  Kraft  A', 
bedingt.     Bei  der  in  Fig.  283  durch  die  Pfeile  angedeuteten  Ver- 

schiebungs  -  Richtung 
würde  die  betreffende 
Parallelogrammfläche 
für  den  Keil  rectts 
wie  in  Fig.  281,  für 
den  Keil  links  wie  in 
Fig.  282  zu  construiren 
sein.  Wäre  der  Keil 
links  unter  allen  Um- 
ständen an  einer  kip- 
penden Bewegung  ver- 
hindert, so  würde  die 
Parallelogrammfläche  OP  den  Spielraum  für  die  Kraft  A'  be- 
zeichnen. Wenn  dagegen  die  bestimmt  gegebene  Kraft  Ä',  die- 
jenige Kraft  bildet,  welche  den  Keil  links  im  Gleichgewicht  hält, 
so  wird  nunmehr  an  dem  Keile  rechts  der  Spielraum  für  die 
Kraft  K  auf  die  Parallelogrammfläche  MN  reducirt.  Denn  die 
Punkte»  m  und  n  in  der  gemeinschaftlichen  Berührungsfläche  beider 
Keile  bilden  die  Grenzpunkte,  welche  die  Richtungslinie  der  beiden 
von  den  Keilen  gegenseitig  auf  einander  ausgeübten  Druckkräfte 
DD  nicht  überschreiten  darf,  wenn  bei  dem  Keile  links  ein  Zu- 
Huininentreftcn  der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  Z>,  W",  und  A", 
in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  noch  möglich 
hrin  Moll.  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  der  Spielraum  fiir 
die  Kraft  A*t  auf  die  Parallelograminfläche  Mx  Nx  sich  redueirt. 
Noluiltl  die  den  Keil  rechts  im  Gleichgewicht  haltende  Kraft  A' 
die  liCNtiuunte  in  Fig.  283  angegebene  Richtung  und  Lage  hat,  da 
in  dienern  letzteren  Falle  die  Richtungslinie  der  Kräfte  DD  nicht 
ttiihierluilh  der  Grenzpunkte  l  und  m  die  gemeinschaftliche  l!e~ 
» u!inuiK*llmhe  t retten  darf,  wenn  für  den  Keil  rechts  die  l*e- 
dinuutiK  des  Gleichgewichts  in  Bezug  auf  das  Kippen  noch  erfüllt 
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bleiben  soll.  Wenn  also  z.  B.  gleichzeitig  die  beiden  Kräfte  A' 
und  Ä",  die  in  Fig.  283  angegebene  Lage  haben,  so  befindet  sich 
das  Kcil--Systeni  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes,  weil 
der  Punkt  m  in  der  gemeinschaftlichen  Berührungsfläche  der  ein- 
zige Punkt  ist,  welcher  als  Angriffspunkt  der  beiden  Drücke  DD 
für  beide  Keile  zugleich  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügt. 
Die  geringste  Verschiebung  einer  der  beiden  Kräfte  K  oder  AT, 
nach  der  linken  Seite  hinüber  würde  ein  Kippen  des  Keil-Systems 
zur  Folge  haben,  während  die  einseitige  Verschiebung  einer  der 
beiden  Kräfte  nach  rechts  bis  zum  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
der  doppelt  schraffirten  Parallelogrammfläche  hin  den  Gleich- 
gewichtszustand nicht  stören  würde.  . 

Auf  ähnliche  Weise  wird  auch  bei  dem  ruhenden  Keil-System 
die  (im  Uebrigen  wie  in  Fig.  280  zu  construirende)  Spielraum- 
dache an  jedem  der  beiden  Keile  auf  ein  kleineres  Gebiet  re- 
ducirt,  sobald  die  den  jenseitigen  Keil  im  Gleichgewicht  haltende 
Kraft  eine  bestimmt  gegebene  Richtung  und  Lage  hat.  So  z.  B. 
bezeichnet  in  Fig.  284  die  doppelt  schraffirte  Fläche  rechts  den 
Fig  a84  Spielraum,  inner- 

,„  '   u,  halb    dessen    die 

Richtungs  -  Linie 
der  Kraft  K  ver- 
schoben    werden 
'     darf,  so  lange  die 
Richtungs  -  Linie 
der  auf  den  an- 
deren  Keil    wir- 
kenden Kraft  Ky 
die  bestimmte  in 
der   Figur   ange- 
gebene Lage   hat;    und   die   doppelt   schraffirte    Fläche   links  be- 
zeichnet in   gleicher  Weise   den  Spielraum   für  die  Kraft  K,    für 
den  Fall,  dass  die  Richtungs-Linie  der  Kraft  K  die  bestimmte  in 
der  Figur  angegebene  Lage  hat  —  vorausgesetzt  wie  immer,  dass 
der  Grösse  nach  die  beiden  Kräfte  AT  und  AT,  den  Gleichgewichts' 
bedingungen  entsprechen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  darf  überhaupt  das  Gleichgewicht 
des  Keil-Systems  in  Bezug  auf  das  Kippen  allemal  als  gesichert 
betrachtet  werden,  sobald  für  die  Richlungs-Linie  der  von  den 
beiden    Keilen   auf  einander   gegenseitig  ausgeübten   Druckkräfte 
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D,D  irgend  eine  (mit  den  Gesetzen  der  Reibung  vereinbare) 
solche  Lage  aufgefunden  werden  kann,  bei  welcher  an  jeden  der 
beiden  Keile  ein  Zusammentreffen  der  drei  auf  denselben  wirken- 
den Kräfte  in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  nach- 
weisbar ist. 

§  65. 
Gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  des  Keiles. 

(Scheitrechtes  Gewölbe.    Kreisgewölbe.    Keil-Presse.) 

Aus  der  in  Fig.  283  und  Fig.  284  angegebenen  Constrtction 
ist  leicht  zu  erkennen,  wie  mit  zunehmender  Ausdehnung  der 
drei  Stützflächen  audh  die  Ausdehnung  jener  das  Kippen  be- 
treffenden Spielraumflächen  rasch  zunimmt,  und  damit  zugleich 
die  Gefahr  des  Kippens  rasch  sich  vermindert.  Wenn  also  — 
wie  im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  drei 
Stützflächen  und  demzufolge  auch  jene  Spielraumflächen  eine 
solche  Ausdehnung  haben ,  dass  an  jedem  der  beiden  Keile  die 
Richtungslinie  der  betreffenden  Kraft  unter  allen  Umständen 
durch  das  Innere  der  ihr  zugewiesenen  Spielraumfläche  hindurch- 
geht, so  kommt  die  Möglichkeit  des  Kippens  nicht  weiter  in  Frage. 
darf  also  eine  etwaige  Verschiebung  jedes  der  beiden  Keile  unter 
allen  Umständen  als  eine  fortschreitende  Bewegung  betrachtet 
werden.  Es  handelt  sich  alsdann  nur  noch  um  die  Frage:  in 
welchem  Grössen- Verhältniss  die  beiden  ihrer  Richtung  nach  ge- 
gebenen Kräfte  K  und  K{  zu  einander  stehen  müssen,  wenn 
die  geradlinig  fortschreitende  Bewegung  jedes  der  beiden  Keil«* 
zugleich  eine  gleichförmige  Bewegung  sein  soll. 

Die  geradlinig  fortschreitende  gleichförmige  Bewegung  eine* 
Körpers  setzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  An 
jedem  der  beiden  Keile  müssen  also  die  drei  auf  denselben  wir- 
kenden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten  (Fig.  285).  Man 
kann  daher  auf  jeden  dieser  beiden  Körper  den  in  §  37  gefun- 
denen Satz  von  den  drei  Kräften  anwenden,  indem  man  für  jeden 
der  beiden  Durchschnittspunkte  O  und  0,  das  Verhältniss  der 
daselbst  angreifenden  Kräfte  gleich  dem  Verhältniss  der  Sinu* 
der  gegenüberliegenden.  Winkel  setzt.  Hiernach  ergiebt  sich  für 
den  Keil  rechts  aus  Fig.  286  die  Proportion: 

255)  K:  Di  W  =  sin  (a  ~|-  2  <p) :  cos  (a>  -f*  9) :  cos  (a  —  m  -}-  5  ■: 

und  für  den  Keil  links  aus  Fig.  287  die  Proportion: 
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2ö6)Kx  :D:Wt  =sin(a,  — 2  9)  :cos(a»,  —  9):  cos  (a,  — o>,  — <p). 

Sobald  eine  von  den  fünf  Kräften  gegeben  ist,  können  die 
übrigen  vier  aus  diesen  beiden  Proportionen  bestimmt  werden. 

Wenn  man  von  den  beiden  Quotienten: 

g   _   Binte  +  2y)   ^  K^  _  BinK-2?) 

D  COS((u4~?)  -D  COS(tt>,—  <p) 

den  enteren  durch  den  letzteren  dividirt,   so  erhält  man  für  das 
gesuchte  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  K  und  Kx  die  Gleichung: 

257}     &_  _  8in(«  +  8?)      cosfat  -  y) 
'     Kx         sin^,— 2y)      cos(tu  +  cp) 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  die  in  Fig.  285  durch  die 
Pfeile  angedeutete  Art  der  Verschiebung,  also  auf  den   Fall,  in 

welchem  K  die  trei- 
*ig.  285.  bende    Kraft,    und 

K{  den  zu  über- 
windenden Wider- 
stand bildet.  Aus 
dieser  Gleichung 
läset  sich  also  die 
zur  .  gleichförmigen 
Ueberwindung  eines 
gegebenen  Wider- 
standes Kx  erfor- 
derliche treibende 
Kraft  berechnen.  In 
zwei  Fällen  ergiebt 
sich  für  letztere  ein 
unendlich  grosser 
Werth:  nämlich  er- 
stens,  wenn  a1=2<p 
und  zweitens,  wenn 
a>  =  90°  — <p  wird. 
Soll  also  eine  Ueber- 
windung jenes  Widerstandes  oder  eine  gleichförmige  Unterhaltung 
der  Bewegung  mittelst  der  treibenden  Kraft  überhaupt  möglich 
sein,  so  muss  a,  >  2  <p  und  a>  <  90°  —  <p  sein. 

Wenn  man  in  der  obigen  Gleichung  —  <p  statt  •+-  ?  substituirte,  so  er- 
hielte man  die  Gleichung: 
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K    _  jjn  («  —  2f)     cos  ((1^+  ?) 

«eiche  für  den  entgegengesetzten  Fall  gelten  würde ,  in  welchem  der  Keil 
links  der  treibende,  und  der  Keil  rechts  der  zurückweichende  int.  Da  in- 
dessen diese  Gleichung  durch  einfache  Vertauschung  der  auf  die  beiden  Knie 
bezüglichen  Buchstaben  mit  der  vorigen  wiederum  identisch  wird,  so  ist  r» 
überflüssig,  diesen  Fall  als  einen  besonderen  dem  vorigen  gegenüber  zu 
stellen.  Die  Gleichung  257)  kann  vielmehr  für  beide  Falle  zugleich  benout 
werden,  sobald  die  mit  dem  Index  versehenen  Buchstaben  ein  Air  alle  Hai 
■ur  Bezeichnung  der  auf  den  zurückweicht«  den  Keil  bezüglichen  Grossen  ge- 
wählt werden. 

Um  z.  B.  die  Horizontal  kraft  K  su  berechnen,  welche  erforderlich  ist, 
um   mittelst   eines    auf   horizontaler   Grundfläche   verschiebbaren   Keiles  eine 
Säule  vom  Gewichte  K,  längs  einer  vertiealen  Wand  gleichförmig  hinauf  in 
schieben  (Fig.  288),  setzt  man  bi  =  0  =  a,  and 
31=900—  a;  man  erhalt  dann  aus  Gleichung S57i : 
K_  sin(a  +  g?)  co8(-T) 

K,       '   sin  (9ÖU  -  a  —  2>)  cos  T 

oder: 

258)    JT~  K,  m«  +  »«p). 
Diese  Gleichung  seigt,  dass  K  =  »  wird,  wenn 
«=90'— Bf  wird,  d.h.  eine  Wirkung  d:s  Keil« 
in  der  angegebenen  Weise  ist  nur  dann  möglich, 
wenn  a  <  90°  —  2?  ist.     Setzt  man  a  =  5'  and 
den  Reibungscoefficienten  /=O,06,  also  den  Rei- 
bungswinkel ?  =  4"  30",  so  erhält  man: 
K  =  K,  .  lg  14»  =  Kx .  0,249. 
Wenn  also   ein  Gewicht  Kx  =  10TO  Kil.  i» 
der  angegebenen  Weise  gehoben  werden  soll,  so 
rauss  die  auf  den  Keil  wirkende  Horizontal  kraft  K  =  249  Kil.  sein. 

Setzt   man  —  y    statt  +  <p,   so   erhalt  man    statt  Gleichung  2581  dir 
Gleichung : 

259)    JT  =  *,.*(«-*•), 
welche  angiebt,  wie  gross  die  Kraft  K  sein  rnuss,  wenn  der  Keil  gteichförmti 
wrBckMichM  soll.     Diese  Kraft  wird  Null,  wenn  a  =  2if ,   und  negativ,  wrnn 
a  <  2f  wird.     Bei  den  oben  angenommenen  Zanlenwerthon  ergäbe  sich  i.  B. 
für  letzteren  Fall: 

K  =  -  70  Kil., 
d.  h.  um  nach  dem  Eintreiben  des  Keiles  denselben' spater  wieder  lurückzu- 
rieben,  dazu  würde  es  einer  von  links  nach  rechts  wirkenden  Kraft  von 
7it  Kil.  bedürfen.  (Die  Gleichung  259)  gilt  jedoch  für  den  vorliegenden  Fall 
nur  no  lange,  als  a  nicht  kleiner  als  <p  ist,  weil  andernfalls  bei  dem  Zurorl- 
»ilin'bi'ii  des  Keiles  die  Berührung  zwischen  der  Saide  und  der  Terticalen 
Wand  «iiflhtren  wurde.) 
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Für  den  in  Fig.  289  dargestellten  Fall  würde  <u  =  a  und  »1  =  al==90° 
zu  setzen  sein;  man  erhalt  dann  aus  Gleichung  857): 

K    _  jin(a  +  8^  m sin  y 

Fi«.  289.  Kx    ~~  ~~  cos2<p       *  cos(a  +  ?) 

jr 

Wenn  z.  B.  a  =  <p  =  30°  ist,  so  wird  -^-  =  8; 

d.  h.  es  mOsste  bei  der  angenommenen  Grösse 
des  Reibungscoefficienten  /  =  tg  90°  =  0,58  das 
Gewicht  des  parallel  epipedischen  Blocks  minde- 
stens halb  so  gross  sein  als  das  Gbwjcht  des 
Keiles,  wenn  ersterer  von  letzterem  nicht -zur 
Seite  geschoben  werden  soll. 

•  In  den  Gleichgewichtsbedingungen  des 

in  Fig.  285  dargestellten  Keil -Systems 
ändert  sich  Nichts,  wenn  an  der  rechten  Seite  ebenfalls  die  feste 
Unterstützungsfläche  ersetzt  wird  durch  die  Seitenfläche  eines  beweg- 
lichen (auf  fester  Ebene  verschiebbaren)  Keiles.    Wenn  bei  dem  in 

Fig.  290  dargestell- 

Flg.  290. 


ten  Keil-Systeme  der 
Mittelkeil  vorrückt, 
und  die  Seitenkeile 
zurückweichen ,  so 
wirken  die  Reibungs- 
widerstände am  Mit- 
telkeile  und  am  Sei- 
tenkeile links  in  dem- 
selben Sinne  wie  in 
Fig.  285.  Folglich 
bleibt  für  das  Ver- 
hältniss  der  beiden 
Kräfte  K  und  K{ 
die  Gleichnng  257)  auch  in  diesem  Falle  noch  gültig.  Da  ferner 
die  Beziehungen  zwischen  Mittelkeil  und  Seitenkeil  —  abgesehen 
tod  der  Verschiedenheit  der  gleichliegenden  Winkel  —  an  der 
rechten  Seite  genau  dieselben  sind  wie  an  der  linken  Seite,  so 
erhält  man  aus  Gleichung  257)  durch  einfache  Vertauschung  der 
Buchstaben  (d.  h.  durch  Substitution  von  a2  statt  at,  von  co2  statt 

TT 

»,  und  von  a  —  o>  statt  «*)  für  das  Verhältniss  -v-  die  Gleichung : 

260)     -—  =  8in  (a  +  2  *)    _  C08  fa*.-"  *)_  . 
'       Äj  sin  (a2  —  2  y )     cos  (a  —  u>  +  y )" 


^ 
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Ir-  i*>>*  ^.-ty.iT^rfs  ü»7  md  360)  enthalten  die  Be- 
o.- r-'J-r^-  »*l.lit  *rfLI*:  «^ir.  il^^u.  wenn  die  Verschiebungen 
*i*r  -irr.  K>-,.rr  :r.  d-r~  dir:L  die  Pf^iie  angedeuteten  Sinne)  mit 
'«//,*.♦?,*:.*>*.  'i**» '.^'•izpiiSL^n^zi  erfclrm  sollen.  <L  h.  wenn  ein  an- 
far.Z*  iorL*:A*:Zj:T  B^we-z^nz^za^tand  »•  Jeher  Art  unTerändert  sich 
foru^tz^n  *>1L  .^i*:  g»rlvrn  übrigens  für  jede  beliebige  Geschwin- 
delt e:ii*:r  *>kh*rii  Verschiebung,  folglich  auch  noch  für  die 
f/fcvJj»indigkeit*n  NuIL  Ihts  Erfüll t^ein  jener  Gleichungen  be- 
dingt daher  unter  Anderen  auch  die  Fortdauer  eines  anfänglich 
vortiandcnen  Ruhezustandes. 

Scheitrechtes  Gewölbe. 

Setzt  man  f  =  0  in  den  obigen  beiden  Gleichungen ,  so  er- 
hält man  die  Bedingungen,  unter  welchen  das  System  der  drei 
Keile  ganz  ohne  Reibung  im  Gleichgewicht  sich  halten  würde. 
Die  Gleichung  260)  nimmt  alsdann  die  Form  an: 

K     sin  a  cos  oi  a 


K}  sin  a3  cos  (a  —  u>) 

Wenn  zugleich  die  Kräfte  K  und  K2  in  den  Gewichten  der  Keil- 
Stücke  bestehen,  so  ist  a2  =  co2  — o>  zu  setzen,  und  man  erhalt 
die  Hedingungsgleichung: 

K    sin  [(a  —  tu)  -\-  w]  cos  uia     tg  (q      o»)  -f-  ig  — 

/^i  sin(oij  —  o»)  C08(a  — a>)  tgu>s —  tg<o 

1  w  Bei  c"1€in  scheilreob- 

rig'  mim  ten  Gewölbe  (Fig.  2§l , 

dessen  Fugen  nach  ein*  rc 
['      XM         V £  und  demselben  Punkte  " 


.*3 


conrergiren,  ist  diese  Bf- 

V*i4^  dingung  unter  allen  Im- 

!  f$!  ständen    erfüllt    -    *w 

fc  ■                          te,              i  j*  auch  immer  die  liren/- 

•  i                                              i*  Fugen  der  Gewölbstuck«' 

.'**■  Ausgewählt   werden  m>- 

*  g*n.    Denn  die  Gewicht' 


CMK 


Ä*  A'  und  /T,  sind  res«.  H-r. 

Limiten    JL  AT    und    .V  71 

x?  wr      v.v  *-,     k« 

U*    *»<    <\^V  »*^   4«»  K-*.>*'»  +**  Aa-iT^*     «f  dAs  Mittelstork  wA 
>\\m  t  »,<««*,  t  **  ixt  Ariern  v«f  >*:a  *«sx*t*-L**    tiJ-^a**wkhubediD*uitf 
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nachzuweisen  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  bei  einem  solchen  scheitrechten  Ge- 
wölbe der  Einsturz  durch  Gleiten,  auf  die  in  Fig.  291  angedeutete  Weise  selbst 
daon  nicht  eintreten  würde,  wenn  die  Fugen  -  Flächen  absolut  glatt  wären. 
Der  etwaige  Einsturz  eines  solchen  Gewölbes  ist  daher  immer  mit  einem 
Kippen  der  einzelnen  Gewölbstücke  verbunden,  die  Bedingungen  der  Stabilität 
sind  demnach  mittelst  der  in  §  64  erklärten  Methode  zu  bestimmen. 

Betrachtet  man  zunächst  jede  der  beiden  Hälften  als  aus  einem  Stücke 
bestehend,  so  findet  man  durch  Anwendung  jener  Methode,  dass  ein  solches' 

(von  zwei  auf  festen  Ebenen 
Fig.  292.  ruhenden  einander  gegenseitig 

stützenden  Keilen  gebildetes) 
symmetrisches  Keil-System  an 

der  Grenze  des  Gleichgewichts 

sich  befindet,  wenn  die  Schwer- 
punkte der  beiden  Keile  resp. 
mit  den  Eckpunkten  P  und 
Px    der   in  Fig.  292   sehraf- 
firten  Flächen   in    denselben 
Verticalen  liegen.    Um  diese 
Bedingung    in    Form     einer 
Gleichung    darzustellen ,    hat 
man  den  Abstand  x  der  Ver- 
balen des  Schwerpunktes  von  dem  Eckpunkte  A  das  eine  Mal  durch  den 
Reibongswinkel  <p  aaszudrücken,  das  andere  Mal  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte zu  bestimmen,   und  die 

Fig.  293. 


BctomE 


.•Cm    ~. 


,K 


^r 


beiden  auf  solche  Weise  erhal- 
tenen Ausdrücke  einander  gleich 
zu  setzen.  .  Aus  Fig.  292  ergiebt 
sich  für  x  die  Gleichung: 


K 


261)    x  = 


/• 


v 


\'*U 


0 


tg(w  —  <p) 

Die  zweite  Gleichung  erhält 
man  aus  Fig.  293,  indem  man 
(nach  §  44)  das  Moment  der 
ganzen  Trapez  -  Fläche  ABMN 
gleich  der  algebraischen  Summe 
der  Momente  der  beiden  Flächen- 
theile  setzt  (nämlich  des  recht- 
eckigen Theiles  Ft=AMNE 
und  des  dreieckigen  Theiles 
F2  =  AB E).  Es  ergiebt  sich 
hieraus  zunächst  die  Gleichung: 


oder 


(F,  +F2)x  ='  Fxxl  -F2x2 


x 


__   F\xi  —  F*x*_ 
~        Fi  +'Fi'  " 


in  welcher  alsdann  nach  Fig.  293  folgende  Werthe  zu  Bubstitairen  sind: 
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^i=crtga»,  F2  =  — ^~» 

rtgtu  cte« 

woraus  sich  für  x  der  Werth  ergiebt: 

862)    .  -  *  .  (|^-4> 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Gleichungen  261)  und  262)  erhält  nun 
die  Gleichung: 

c  ,       /3r'  —  c»\       .       4    -  w  c(6r  +  3<^ 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  durrh 

c1  dividirt,  und  das  Verhältniss  —  =  n  gesetzt  wird,  die  Form  an : 

c 

268)  tg  (»  -  T)  tg  «d  =  YÜnirr 

Aus  dieser  Gleichung  läset  sich  jede  der  drei  Grossen  *,?,«»  bestimmen, 
sobald  die  zwei  anderen  gegeben  sind.  Bezeichnet  man  abkürzungsweise  den 
numerischen  Werth  der  beiden  in  dieser  Gleichung  einander  gleich  gesetzten 
Grössen  mit  r,  so  lässt  dieselbe  sich  auch  darstellen  durch  folgende  zwei 
Gleichungen: 

264)    tg(<o-?)tgcD=:*    und    265)  ^y   =  i. 
Diese  letztere  Gleichung  nimmt*  für  n  aufgelöst,  die  Form  an: 


266) 


i[1+1/1+..<.±«]. 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  aus  den  gegebenen  Werthen  tob  « 
und  <p  der  Werth  von  n  berechnen,  sobald  darin  für  z  der  aus  Gleichung  :M 
sich  ergebende  Werth  substituirt  wird.    Setzt  man  ferner  in  Gleichung  &4 

* (- - »}  =  i+SrKf   ■■*   **='' 

so  nimmt  dieselbe,  für  /  aufgelöst,  die  Form  an : 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  erforderliche  Werth  des  Reibanr*- 
coefficienten  /  berechnen,  sobald  tu  und  n  (folglich  nach  Gleichung  265  »ob 
/)  gegeben  sind.  Wenn  man  endlich  Gleichung  267)  für  tg  •»  auflöst,  so  er- 
halt man  die  Gleichung: 


aus  welcher  cu  berechnet  werden  kann,  wenn  /  und  n  (folglich  nach  hH- 
chung  265  auch  z)  gegeben  sind. 

Setzt  man  in  der  letztereu  Gleichung  /=0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

261*)    tg  oi  =  \z. 
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ras  weicher  für  einen  gegebenen  Werth  von  n  der  Winkel  o>  berechnet  werden 
kann,  den  die  Fuge  am  Widerlager  höchstens  mit  der  Verticalen  einschliessen 
dar£  weon  bei  absolut  glatten  Fugen-Flächen  noch  Gleichgewicht. möglich  sein 
soll.  Ans  dieser  Gleichung  ergeben  sich  Ar  n  und  «o  z.  B.  folgende  zusammen- 
gehörige Werthe: 


»  =  |  2,5275  |   5   |   50 

100 

oo 

z  =          1     0,446  |  0,0404 

0,0201 

0 

CO 


=  I      45°      I  33°  45'  !  11°  22*  I     8°  5'     I    0° 


Setit  man  (dem  Reibungscoefficienten  für  Mauerwerk  ungefähr  ent- 
sprechend) den  Reibungswinkel  y  =  30°,  also  /=tg  30°  =0,577,  so  ergeben 
sich  ans  den  obigen  Gleichungen  folgende  zusammengehörige  Werthe  für  jene 
drei  Grössen: 


» =    2,5275        5      I      10     I     20     I     30     I     40     I     50     I     100 


z  =  ,      1      ,  0,446  !  0,2107    0,1026    0,0678    0,0506    0,0404    0,0201       0 


•  =60°    |  Ö0°  2Cy  1 42»  50*  |  37°  35J 1 35°  25'  1 34°  15'  1 33a  30*  j  31«  50*  j  30° 

Welche  Grösse  auch  immer  der  Reibungswinkel  ?  haben  möge  —  sobald 

•  =  45'  +  -|-  ist,  wird  stets  (nach  Gleichung 264)  *=1  und  (nach  Gleichung 

2G5)  »  =  2,5275;  d.  h.  wenn  die  Fuge  am  Widerlager  den  Winkel  45°  +  -J- 

mit  der  Verticalen  einschliesst,  so  muss  unter  allen  Umständen  die  (in  ver- 
ticaler  Richtung  gemessene)  Dicke  des  Gewölbes  mindestens  die  Grösse  haben 

' = Ä  =  <V596r- 

Die  Werthe  t  =  1  und  u>  =  45°  +  -^-  bilden  überhaupt  die  Grenzen, 

*ber  welche  hinaus  die  oben  gefundenen  Gleichungen  nicht  mehr  zur  Be- 
rechnung eines  scheitrechten  Gewölbes  benutzt  werden  dürfen.  Denn  wenn 
man  zur  Vervollständigung  der  obigen  Untersuchung  die  Winkel  bestimmt, 
am  welche  bei  den  Übrigen  Fugen  die  Druck-Richtung  von  der  Normalen  ab- 
weicht, so  findet  man,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  o>  grösser  als  45°  -j-  -  J  ist, 

es  nicht  mehr  die  Widerlager -Fuge,  sondern  die  um  den  Winkel  45°  +  —- 

g^neigte  Fuge  ist,  bei  welcher  die  Abweichung  der  Druck  -  Richtung  von  der 
Normalen  und  somit  auch  der  zur  Verhinderung  des  Gleitens  erforderliche 
feibungswinkel  am  grössten  wird.  Die  hierdurch  bedingte  Beschränkung  der 
Gültigkeit  obiger  Gleichungen  kommt  jedoch  in  Bezug  auf  praktische .  Anwen- 
dungen derselben  kaum  in  Betracht,  da  bei  wirklich  ausgeführten  Construc- 
tionen  dieser  Art  solche  Fälle,  in  denen  o>  grösser  als  60°  wäre,  selten  oder 
nie  Torkommen. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  290  dargestellten  Keil-Systeme  die 
Winkel  auf  der  einen  Seite  den  gleichliegenden  Winkeln  auf  der 
inderen  Seite  gleich  sind,    so  ergeben  sieb   aus  den  beiden  Glei- 
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chungen   257)   und   260)    gleiche  Werthe    für  die  beiden  Kraft 


K 


K 


Fig.  294. 


Verhältnisse  -^  und  -^,  und  verschwindet  überhaupt  jeder  Unter- 
schied zwischen,  jenen  beiden  Gleichungen.  Dieser  Fall  tritt 
z.  B.  dann  ein ,  wenn  durch  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  die 
ganze  Figur  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt  wird.  In  solchen 
Fällen  lässt  sich  also  die  Bedingung  des  Gleichgewichte  in  Bezug 
auf   fortschreitende   Verschiebung  durch   eine   einzige  Gleichung 

ausdrücken,  und  ist  es  da- 
bei  gleichgültig,  ob  die  eine 
oder  die  andere  von  jenen 
beiden  Gleichungen  dazu 
benutzt  wird. 

Wenn  ausserdem  die  Kräfte 
K,KX,K%  in  den  Gewichte) 
der  Keile  besteben,  so  ist  in 
jenen  Gleichungen  a  —  2  • 
und  at  =  «t  —  <d  zu  sub- 
stituiren.  Für  den  in  Fig.29* 
dargestellten  Fall  nimmt 
demnach  die  Gleichung  2j7 


Km 


kXk 


[oder  auch  die  Gleichung  260)]  die  Form  an: 


K_  sin  (2  u>  -{-2  y)  cos  (cu  t  —  y)     *_?L^  t?^0^*0»."  ^ 

Kx  sin  (tu,  —  oi  —  2  <p)  cos  (oj+  y)         sin  [(ui,  —  y)  —  (»  +  *)] 


oder 


und,  wenn  hierin  2  Kt  -\-  K=  G  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung: 

270)    #-=2/°H"?V 

in  welcher  K  das  Gewicht  des  mittleren  Keiles  und  G  das  Ge- 
wicht des  ganzen  Keil-Systems  bezeichnet  Aus  dieser  Gleichung 
lässt  sich  also  der  Grenzwerth  K  berechnen,  welchen  das  Gewirbt 
des  Mittelkeiles  nicht  überschreiten  darf,  wenn  durch  das  Gewicht 
desselben  nicht  die  beiden  anderen  Keile  zur  Seite  geschoben 
werden  sollen. 

Für  horizontale  Lage  der  Unterstützung* -Ebenen  ist  «o,  =  90*  zu  *ol» 
stituiren,  und  wird: 

-^  =  t*  («u  +  ?)  tg  <p. 


Kreis -Gewölbe. 
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Wenn  man  ferner  beispielsweise .  cd  ==  15°  und  <f  =  30°  setzt,  so  erhält 
o&d  die  Gleichung: 

G 


=  tg  80°  =  0,58. 


In  diesem  Falle  dürfte  also  das  Gewicht  des  mittleren  keilförmigen 
Blockes  höchstens  58  Procent  vom  Gewichte  des  Ganzen  betragen,  wenn  die 
beiden  anderen  Blöcke  durch  den  Druck  desselben  nicht  fortgeschoben 
verden  sollen. 

Kreis-Gewölbe. 

Wenn  die  drei  Keile  die  Formen  von  Sector-Stücken  eines 
Kreisringes  haben,  so  verhalten  sich  ihre  Gewichte  wie  die  zu- 
gehörigen Centri-Winkel.  Für  diesen  Fall  nimmt  also  die  obige 
Gleichung  die  Form  an: 

_     tg  (o>  +  y) 


271)     -?-  = 


Fig.  296. 


tg(iot  —  y) 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
u»,  ==  90°,  so  erhält  man  für  den 
auf  horizontaler  Grundebene  ruhen- 
den aus  drei  Stücken  symmetrisch 
zusammengesetzten  Halbkreisring 
(Fig.  296)  die  Bedingungsgteichung : 

• 

272)    -^-  =  tg(a*+?)tg?. 

Je  nach  der  Grosse  des  Win- 
kels <0  ergeben  sich  aus  dieser 
Gleichung*)  verschiedene  Werthe 
für  den  Reibungswinkel  y.  Man 
erhält  z.  B.  fiftr: 


»  =  I  0*       15° 


27° 


28°    I  "  29° 


30° 


40°.      90° 


<?  =  |  0°  1 15°  40*  1 17°  10' 1 17°  11'  1 17°  11'  1 17°  W  [  16°  25'  |   0° 

Der  zum  Gleichgewicht  erforderliche  Reibungscoeflioient  /  =  tg  <p  nimmt 
*lw  den  grossesten  Werth : 

/—  =  tg  17°  11'  =  0,309 


»n,  wenn  <o  zwischen  28  und  29  Grad  beträgt.  Hieraus  folgt,  dass  bei  einem 
^belasteten  Halbkreisgew&lbe  mit  radialen  Fugen  nur  dann  Gleichgewicht 
möglich  ist,  wenn  dasselbe  aus  einem  Material  besteht,  dessen  Reibungscoef- 


*)  Durch  Auflösung  derselben  för  tg  <p  lasst  sich  die  obige  Gleichung 
auch  auf  die  Form  bringen : 
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ficient  mindestens  die  Grösse  0,309  hat;  ferner:  dass  bei  einer  Verminderung 
des  Reibangscoeflficienten  anter  diesen  Werth  herab  zunächst  in  den  am  un- 
gefähr 28,5  Grad   gegen  die  Yerticale 


Flg.  296. 


geneigten  Fugen  das  Gleiten  eintreten 
würde,  während  bei  den  anderen  Fugen 
kleinere  Reibungscoeifieienten  schon 
ausreichen,  um  das  Gleiten  zu  ver- 
hindern. 

Die  beiden  Gleichungen  270)  and 
271)  gelten  auch  für  solche  Fälle,  m 
denen  u>t  >  90°  ist.  Setzt  man  z.  H. 
u>,  =120°  in  Gleichung  271),  so  erhalt 
man  für  den  in  Fig.  296  dargestellten 
Fall  die  Bedingungsgleichung: 

J°_  -_     **(«•  +  ?) 
120         tg  (1^0°  -  ?) ' 


273) 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  a>  und  ?  die  zusammengehörigen 
Werthe: 


u> 


=     0°       16« 


23< 


24( 


25° 


26» 


35< 


90" 


<p  =  1 30»  |  35*  49'.  36027'|36028'|36028'|36026',35°48';16«:>3' 

Bei  einem  unbelasteten  Kreisgewölbe,  dessen  halber  Centriwinkel  1S> 
betragt,  müsste  also  der  Reibungscoefficient  mindestens  die  Grösse: 

fmmx  =  tg  36°  28'  =  0,74 

haben,  wenn  ein  Gleiten  nicht  eintreten  soll;  und  die  Fugen,  in  welchen  bei 
kleinerem  Werthe  des  Reibungscoefficienten  das  Gleiten  zunächst  beginnen 
wurde,  bilden  einen  Winkel  von  24°  mit  der  Verticalen. 

Für  ein  Kreisgewölbe,  dessen  halber  Centriwinkel  nur  G0°  betragt,  er- 
halt man  die  Bedingungsgleichung: 

_     tg(»  +  <p) 
tg  «*>•-?) 

au*  welcher  für  «u  und  ?  die  zusammengehörigen  Werthe  sich  ergeben: 


274) 


60 


t»  --     0°       1;V         24«         25°     i    26°     j    30f    ■    60° 
<p  ^     o*     4a  45'     5°  23*    5*  23£'    5°  23'  :  5°  18'  j    0f 
Hei  eiuetu  solchen  Gewölbbogen  reicht  daher  der  Reibungscoefficient 

fmmM  =  tg  5*  23£'  =  0,094 

»dum  aus»  um  das  Gleiten  zu  Terhindern.  Würde  jedoch  der  wirkliche  B«-i 
lmnft;%coetnVietit  kleiner  als  0,094.»  so  wurde  zunächst  in  den  Fugen  von  £> 
\U*  Gleiten  beginnen. 

Hei  einer  Wngleichung  der  für  «i,  =90°  und  der  für  •*,  =  Ö>"  *** 
Hiudeiien  Zahlen*  erthe  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  dem  HaJl'lrti*- 
>ie*vvH»e  au^er  deu  Fu*ra  vom  Äv»*  e*  immer  die  horizontalen  Fugen  »» 
WuUiU^r  xmd,   in  weichen  gleichzeitig  das  Gleiten  stattfindet,   da  für  4<e 


Zirisehenftigen  -  n  B  rar  d*  Fw*  W»  «*  —  afc  mv 
dw  beiden  Seite« -Keile  tut.  Htia» 'et  Mi  i  niä  ■■■  < 
Türds,  nm  das  Gleit*«  I 

<ü«wä  Paragraph*«  «wJfttfc*  fc—nfa  nrne  —  nm*ä<hbe*äbrn  da«  i.bfi- 
triebt  ir.  Bezog  anf  fort*c*näteB«t  Y  i  1 1  im  hm*  1 1  Aer  kili-dnaren  tnrvvlb- 
Stiicke  und  bedingen  den  ■ärtbekt«  Gieieap^ifam'aitaftJ  aar  n  dem  .»er- 
rjcichsneise  seltener  iwtvaaniei  F»3ea.  n  ifiiWi  ätf  \u-*iehmmMg  der 
Fuget  -  Flachen  oder  die  Dicke  4<->  GenvtaWgen*  *o  uvta  et.  da»  eine 
rirehnng  der  GewOlbstncke  akht  m  Fr«c  koaun«.  Bei  Gev^>tb*oa*irnetM*en. 
»it1  sie  in  der  Praxis  Torkonwn.  paWt  db>  IScke  des  Bogen*  ntei^lcas  so 
klein  in  «ein,  das*  der  etwaige  tkün  derselbe«  tut  uwm  mit  einer  Drehung 
der  eiuelnen  Stocke  rerbana^  ia.  Die  eben  gefundenen  Ukur  hangen  bihlen 
diber  nur  einen  Theil  der  Gleichgrvirnub'tlingnngrii,  and  darf  »us  dem  Kriallt- 
s«n  jener  Glekhnngen  ihr  ach  allein  arn-h  keineswegs  ein  Srhluss  auf  die 
Subilitit  der  GevönVonstrnctiM  gezogen  «erden. 

Keil-Presse. 
Für  den  Fall,   dass  die  beiden  Kräfte   A",    rvsp.   den   festen 
l'nterstütznngsebenen  parallel  wirken   —   wie  bei  der  in  Fig.  297 
dargestellten      Keir- 
"«■  *"■  Presse    die    Gegen- 

drücke der  zusam- 
mengepressten  Sub- 
stanzen —  ist  tut  =0 
und  ausserdem  (wo- 
gen symmetrischer 
Anordnung)  a  =  2iu 
zu  substituin'ii  in 
der  allgemeinen*  llai- 
cliung  2.r>7),  welche 
Tür  dienen  Füll  die 
Form  annimmt: 

A' *B«*tlf)JStT_-       »der- 

X~    «-(«  +  f)-a(.,-3?l 

««•.       K   _  2  sin  {«.  +  f)  cos  f 
Z,0>      K,  ~      sin  («,-«•)       " 
Aus  dieser  Gleichung  lägst  sich  für  jeden  Wnrth  des  Winkeln 
dL   die  zum  Hervorbringen   eines  bestimmten  Drucke«   A',    erfor- 
derliche Kraft  K  berechnen. 

Wenn  man  in  obiger  Gleichung  a,=90»  +  r  subitituirt,   ho  erhalt  tiiim 
für  die  in  diesem  Falle  erforderliche  Triebkraft  K  =  P  die  «loirhnnu : 
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ficient  mindestens  die  Grösse  0,309  hat;  ferner:  dass  bei  einer  Verminderung 
des  ReibuDgscoefficienten  unter  diesen  Werth  herab  zunächst  in  den  um  un- 
gefähr 28,5  Grad   gegen  die  Yerticale 


Flg.  296. 


geneigten  Fugen  das  Gleiten  eintreten 
würde,  während  bei  den  anderen  Fugen 
kleinere  Reibungscoefficienten  schon 
ausreichen,  um  das  Gleiten  zu  ver- 
hindern. 

Die  beiden  Gleichungen  270)  und 
271)  gelten  auch  für  solche  Fälle,  in 
denen  tu,  >  90°  ist.  Setzt  man  z.  H. 
u>t  =  120°  in  Gleichung  271),  so  erhalt 
man  für  den  in  Fig.  296  dargestellten 
Fall  die  Bedingungsgleichung: 

_u>_  tg  (»  +  tf) 

120         tgÜ20ft  —  ?f 


273) 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  o>  und  ?  die  zusammengehörigen 
Werthe : 


ü> 


=     0°       15« 


23< 


24° 


25° 


26« 


35 


ro     I 


90° 


cp  =  |30°|35*49'.  36°27'|36028'  36°  28'   36°  26'   35°  48'  j  16f  53' 

Bei  einem  unbelasteten  Kreisgewölbe,  dessen  halber  Centriwinkel  1*»' 
beträgt,  müsste  also  der  Reibungscoefficient  mindestens  die  Grösse: 

/„«  —  tg  36°  28'  =  0,74 

haben,  wenn  ein  Gleiten  nicht  eintreten  soll;  und  die  Fugen,  in  welchen  bei 
kleinerem  Werthe  des  Reibungscoefficienten  das  Gleiten  zunächst  bei» innen 
würde,  bilden  einen  Winkel  von  24°  mit  der  Verticalen. 

Für  ein  Kreisgewölbe,  dessen  halber  Centriwinkel  nur  60°  betragt,  er- 
hält man  die  Bedingungsgleichung: 

2741     _•__  _*(«>  +  ?)   , 
;      60  ~~   tg(60°-<p) 

aus  welcher  für  <o  und  ?  die  zusammengehörigen  Werthe  sich  ergeben: 


u>  = 


0°       15° 


24f 


25° 


|    26°         30f    |    60« 
cp  =  |  0°  J  4°  45'  |  5°  23'  j  5°  23,6'  j  5°  23'  |  5°  18'  |    0* 
Bei  einem  solchen  Gewölbbogen  reicht  daher  der  Reibungscoefficient 

/..,  =  **  r'°  W  =  0,094 
schon  aus,  um  das  Gleiten  zu  verhindern.    Würde  jedoch  der  wirkliche  Rei- 
bungscoefficient kleiner  als  0,064,  so  würde  zunächst  in  den  Fugen  von  £> 
das  Gleiten  beginnen. 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  tu,  =90°  und  der  für  •>,  --  60"  jre- 
fundenen  Zahlenwcrthe  Überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  dem  Halbkmv 
gewölbe  ausser  den  Fugen  von  28,5°  es  immer  die  horizontalen  Fugen  am 
Widerlager  sind,  in  welchen  gleichzeitig  das  Gleiten  stattfindet,  da  für  uV 
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Zvischenfugen  —  z.  B.  für  die  Fugen  von  60°  —  ala  untere  Begrenzungen 
irr  beiden  Seiten-Keile  ein  kleinerer  ReibiingscoefScieut  schon  ausreichen 
würde,  um  das  Gleiten  zti  verhindern. 

Die  hier  gefundenen  Bedingungsgleichungen  betreffen  —  wie  im  Eingange 
dieses  Paragraphen  ausdrücklich  bemerkt  wurde  —  au s schliesslich  das  Gleich- 
gewicht in  Bezug  auf  fortschreitende  Verschiebungen  der  keilförmigen  Gewölb- 
Suteke  und  bedingen  den  wirklichen  Gleichgewichtszustand  nur  in  den  (ver- 
gleichsweise seltener  vorkommenden)  Füllen,  in  welchen  die  Ausdehnung  der 
Fugen -Flächen  oder  die  Dicke  des  Gewölbbogens  so  [iröss  ist,  dass  eine 
I>relinng  der  Gewölbstücke  nicht  in  Frage  kommt.  Bei  Gewölb  «Instructionen, 
wie  de  in  der  Praxis  vorkommen ,  pflegt  die  Dicke  des  Bogens  meistens  so 
klein  zu  sein,  dass  der  etwaige  Einsturz  desselben  fast  immer  mit  einer  Drehung 
der  einzelnen  Stucke  verbunden  ist.  Die  oben  gefundenen  Gleichungen  bilden 
daher  nur  einen  Theil  der  Gleichgewichtsbedingungen,  und  darf  aus  dem  Erfüllt- 
em jener  Gleichungen  für  sich  allein  noch  keinesweges  ein  ScbluBS  auf  die 
Stabilität  der  Gewolbconstruction  gezogen  werden. 

Keil-Presse. 
Für  den  Fall,   dass  die  beiden  Kräfte   Ki    resp.   den   festen 
Unterstützungsebenen  parallel  wirken  —   wie  bei  der  in  Fig.  297 
dargestellten      Kcil- 
P1«-M7-  Presse    die    Gegen- 

drücke der  zusam- 
mengepressten  Sub- 
stanzen —  ist  u»(  =' 
und  ausserdem  (we 
gen  symmetrische 
Anordnung)  a--2< 
zu  subBtituiren  ii 
der  allgemeinen  ülei 
cliung  257),  welch 
für  diesen  Fall  di 
Form  annimmt: 


nder: 


JL rin(*-o»+i<»)ci 

K,~    «•(•+?)■»(«. 
■yiv,\       K   _  2  sin  («  +  ?)  cos  <p 
"°}      K,  ~      sin  («,-«?)       ' 
Aas  dieser  Gleichung  lüsst  sich  für  jeden  Werth  des  Winkel 
i,   die  zum  Hervorbringen   eines   bestimmten  Druckes   Ä",    erfor 
dVrtiche  Kraft  K  berechnen. 

Wenn  man  in  obiger  Gleichung  o,  =  90°  +  <p  substituirt,  so  erhält  ma 
für  die  in  diesem  Falle  erforderliche  Triebkraft  K=  P  die  Gleichung: 
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276)  -~-  =  2sin(w  +  ?),        ^ 

p 
welche  zeigt,  dass  das  Verhältniss  -~-  in  diesem  Falle  genau  übereinstimmt 

mit  dem  in  Gleichung  255)  für  das  Verhältniss  -yr-  gefundenen  Werthe  (so- 
bald auch  dort  b  =  2oj  substituirt  wird).  In  diesem  speciellen  Falle  wird 
also  Kl  =  Dt  d.  h.  es  wird  der  von  dem  Mittelkeile  auf  den  Seitenkeil  über- 
tragene Druck  in  unveränderter  Richtung  und  Grösse  auf  die  zusammenzu- 
pressende Substanz  übertragen,  ohne  dass  durch  Reibung  an  der  festen  Unter- 
stützungsebene Kraft  verloren  ginge.  Die  festen  Unterstützungsebenen  leisten 
in  diesem  Falle  gar  keinen  Gegendruck  und  könnten  daher  ganz  weggenommen 
werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  dadurch  gestört  würde. 

Setzt  man  ein  anderes  Mal  <zt  =90°  — oi  in  der  Gleichung  275),  so  er- 
hält man  für  die  bei  horizontaler  Lage  der  Unterstützungsebene  erforderliche 
Triebkraft  Q  die  Gleichung: 

277)  _Q_  =    2 sin (o>  +  <p)  cos? 


K{  cos(u>  +  2«p) 

welche  durch  Gleichung  276)  dividirt  die  Form  annimmt: 

278)  JL  =         ">"?. 

P         cos(u>  +  2'f) 

Setzt  man  beispielsweise  9  =  5°  45'  (also  tg<p=/=0,l)  und  w=2#30\ 
so  wird: 

-£-  =  0,287,      -J-  =  0,294      und      -^-  =  1,025. 

Die  zum  Hervorbringen  des  Druckes  Kx  erforderliche  Triebkraft  ist  also  bei 
horizontalen  Gleitflächen  um  2,5  Procent  grösser  als  in  dem  Falle,  wenn  dir 
Gleitflächen  um  90°  +  5°  45'  +  2°  30*  gegen  die  Verticale  oder  um  8°  I.V 
gegen  die  Horizontale  geneigt  sind. 

Um  die  beiden  verschiedenen  Anordnungen  ihrem  mechanischen  Werthe 
nach  mit  einander  zu  vergleichen,  darf  jedoch  nicht  lediglich  die  Kleinheit 
der  zum  Ueberwinden  eines  gegebenen  Widerstandes  erforderlichen  Trieb- 
kraft K  als  Maassstab  gewählt  werden  —  denn  eine  Verkleinerung  der  Grösse 
K  liesse  sich  auch  durch  eine  Verkleinerung  des  Winkels  o»  erreichen  — 
sondern  es  müssen  die  mechanischen  Arbeiten  mit  einander  verglichen  werden, 
welche  von  der  Triebkraft  in  jenen  beiden  Fällen  verrichtet  werden,  um  die 
gegebenen  Widerstände  Kx  längs  einer  gegebenen  Strecke  w  zu  überwinden. 

Für  das  Verhältniss  der  Wegeslängen  x  und  10,  welche  der  vordringende 
Mittelkeil  und  die  zurückweichenden  Seitenkeile  gleichzeitig  zurücklegen,  er- 
giebt  sich  aus  dem  Dreieck  ABC  (Fig.  298)  der  Werth : 

279)  *.  =  4"JM. 

W  S1U  üi 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  275)  und  279)  mit  einander  multipli- 
cirt  und  durch  zwei  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2Ö0)        -?-*  —  =  -8in  ^°  "*"  ^  C0S  *  Sin  *f 

2  A",  tö  sin  (a,  —  2 <p)  sin  üi 
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Auf  der  Unken  Seite  steht  im  Zahler  die  von  der  Triebkraft  K  zu 

leistende  Arbeit,,  und  im  Nenner  die  bei  Ueberwindung  der  Widerstäude  A', 

producirte     (Nutz-)     Arbeit. 
Flg.  298.  Wenn   man    dje   letztere   mit 

%.  bezeichnet,  ferner  mit  tL 
die  Arbeit,  welche  die  Trieb- 
kraft zu  verrichten  hat,  wenn 
die  (i leitflächen  um  den  Win- 
kel cd  +  ^p  gegen  die  Hori- 
zontale geneigt  sind  und  mit 
%q  die  bei  horizontalen  Gleit- 
flächen von  der  Triebkraft 
zu  verrichtende  Arbeit,  bo  er- 
hält man  aus.  Gleichung  280) 
nach  Substitution  der  ent- 
sprechenden  Werthe   für  at 

die  Gleichungen: 

\    / 

\  /  ^p    sin  (<o  -f-  y)  cos  y 

»  sin  tu 

^q  sin i  (<o  +  y)  cos  <p  coscu 

%  sin  c*  cos  (tu  -f-  2  y ) 

and  wenn  man  die  letztere  durch  die  erstere  dividirt,  so  erhält  man  für  das 
Verhihniss  der  in  jenen  beideu  Fällen  von  der  Triebkraft  zu  verrichtenden 
Arbeiten  den  Werth: 


281) 


% 


COS  Ol 


«p         cos(in  +  2y)' 


■od  speciell  für  die  oben  angenommenen  Winkel  u>  =  2°  30'  und  y  =  5°  45' 
den  Werth: 

*q   _    0,999^ 

*p  ~~  0,9703        1,W> 

Die  zum  Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Arbeitsgrösse  von  der 
Triebkraft  zu  leistende  Arbeit  beträgt  also  (für  die  hier  angenommenen  Grössen 
<to  Winkel  tu  und  <p)  bei  horizontalen  Gleitflächen  etwa  3  Procent  mehr,  als 
bei  Flächen,  welche  um*  8°  45'  gegen  die  Horizontale  geneigt  sind. 


§  66. 
Druck-  oder  Stütz- Linien. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  Glei- 
chungen 257)  und  260)  geben  in  Bezug  auf  das  ruhende  Keil- 
System  nur  die  Grenzwerthe  an,  über  welche  hinaus  die  Kraft- 
verhältnisse   ~  und  -J^  nicht   wachsen  können ,    ohne    dass   ein 

20* 


308 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XIII.    §  66. 


Vorrücken  des  Mittelkeils  und  ein  Zurückweichen  der  Seitenkeih 
beginnt;  ebenso,  wenn  darin  —  <p  statt  -f-  <p  substituirt  wird,  die 
Grenzen,  unter  welche  hinab  jene  Kraftverhältnisse  nicht  abneh- 
men dürfen,  ohne  dass  ein  Zurückweichen  des  Mittelkeiles  und  ein 
Vorrücken  der  Seitenkeile  eintritt.  Die  Gleichgewichtsbedingunpen 
des  ruhenden  Keil-Systems  erfordern  also  nur,  dass  jene  Kraft- 
verhältnisse  zwischen  den  Grenzen  liegen,  welche  in  dem  einen 
und  dem  anderen  Falle  aus  den  obigen  Gleichungen  sich  ergeben. 
und  innerhalb  dieser  Grenzen  giebt  es  unendlich  viele  verschie- 
dene Werthe  derselben,  welche  den  Gleichgewichtsbedingungeii 
genügen. 

Dasselbe  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  von  jenen  Kräften  her- 
vorgerufenen Gegendrücke,  welche  von  den  festen  Ebenen  auf  die 
Keile,  und  von  den  letzteren  auf  einander  gegenseitig  übertragen 
werden.  Nur  in  den  beiden  Grenzfällen  ergeben  sich  bestimmte 
Richtungen  und  Grössen  für  diese  Druckkräfte,  insofern  dieselben 
alsdann  immer  um  den  Reibungswinkel  von  den  Normalen  der 
Druck-Flächen  abweichen  müssen  —  in  dem  einen  Grenzfalle  nie 
in  Fig.  299,    in  dem  anderen  Falle    wie  in   Fig.  300.     In  jedem 


Fig.  299. 


Fig.  300. 


/$    *v 


dieser  beiden  Fälle  lässt  sich  zwischen  den  beiden  Punkten  .1 
und  B  als  Endpunkten  nur  auf  eine  Weise  eine  gebrochene  Linie 
so  legen,  dass  die  Seiten  derselben  die  Richtungslinien  der  ein- 
zelnen Druckkräfte  darstellen.  (Diese  gebrochene  Linie  stellt  zu- 
gleich die  labile  Gleichgewichtsform  einer  in  den  Punkten  A  und  /' 
unterstützten  Stangenverbindung  dar,  deren  drei  Gelenkpunkte  die 
Angriffspunkte  der  Kräfte  A",  A',  und  K2  bilden;  und  die  beiden 
allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  können  daher  aurli 
als  Gleichgewichtsbedingungen  einer  solchen  Verbindung  von  vi»! 
Stangen  benutzt  werden.  Vergl.  Fig.  212).  In  jedem  Zwischenfall« 
dagegen  —  d,  h.  sobald  die  Grössen  der  beiden  Kraftverhältni^ 
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K  IC 

jt  und  -^r  innerhalb  der  oben  angegebenen  Grenzwerthe  liegen  — 

Iisst  sich  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  B  bei  genügender 
Länge  der  Fugen  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  eine  ge- 
brochene Linie  so  legen,  dass  die  Seiten  derselben  als  Richtungs- 
linien der  einzelnen  Druckkräfte  gelten  können.  Die  wirkliche 
Form  dieser  Druck-  oder  Stütz-Linie  wird  in  jedem  bestimmten 
Falle  bedingt  durch  die  Richtungen  und  Grossen  der  von  den 
beiden  festen  Ebenen  auf  das  Keil-System  übertragenen  Druck- 
kräfte, hängt  also  ab  von  der  Art  und  Weise,  in  welcher  das  Keil- 
System  zwischen  die  beiden  festen  Ebenen  hineingezwängt  wurde. 

Diese  Unbestimmtheit  wird  um  so  grösser,  je  kleiner  die 
Summe  der  Coiivergenzwinkel  der  drei  Keile  wird,  und  wenn  die 
letztere  kleiner  ist  als  der  doppelte  Reibungswinkel,  so  können 
die  Drücke  Z>,  D  der  festen  Ebenen  gegen  das  Keil- System  un- 
endlich gross  werden,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichts 
eintritt  Denn  der  Winkel  a,  um  welchen  die  rechtwinkelig  zur 
Halbirungslinie  des  Convergenzwinkels  der  beiden  festen  Ebenen 
gezogene  Linie  AB  von  den  Normalen  derselben  abweicht,  ist  in 
diesem  Falle  kleiner  als  der  Reibungswinkel  (Fig.  301)  und  wenn 

die    Drücke   Z>,    D    in    die 


Fig.  301. 

/Sfcfc. 


Richtungslinie  A  B  fallen, 
so  halten  dieselben  für  sich 
allein  wirkend  bei  jeder  be- 
liebigen Grösse  einander  im 
Gleichgewicht ,  in  welchem 
Falle  die  gerade  Linie  A  B 
selbst  die  Druck-Linie  bildet. 
Je  grösser  aber  diese  Drücke 
sind,  d.  h.  je  fester  das  Keil- 
System  zwischen  den  beiden 
Wänden  eingeklemmt  sich 
befindet,  um  so  mehr  wird 
-auch  den  sonstigen  auf  die 
Keile  etwa  wirkenden  Kräften 
A',  KtJ  K2  jede  beliebige  Grösse  und  Richtung  gegeben  werden 
können,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichts  durch  sie 
hervorgebracht  würde  (vergl.  Fig.  275). 

Wenn  z.  B.  der  mittlere  von  den  drei  (gewichtlos  gedachten) 
Keilen  mit  einem  Gewichte  Q  belastet  wird,  so  nimmt  zwar  die 
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Drucklinie  eine  von  der  horizontalen  AB  abweichende  Form 
ACB  an,  insofern  nunmehr  zu  dem  horizontalen  Gegendruck  D 
noch  eine  verticale  Seitenkraft  V  =  £  Q  an  jeder  von  beiden 
Unterstützungsstellen    hinzutritt    (Fig.    302).      Diese    Abweichung 

ist  aber  um  so  kleiner,  je  kleiner  das  Yerhältniss  tg  s  —   n  =i 

ist,  oder  je  grösser  der  Druck  D  im  Verhältniss  zur  Grösse  des 
angellängten  Gewichtes  war.  Es  ist  also  nur  nöthig,  beim  Hin- 
einzwängen des  Keil-Systems  zwischen  die  Wände  einen  hin- 
reichend grossen  Druck  hervorzubringen  —  bevor  noch  das  Ge- 
wicht Q  zur  Wirkung  gelangte  —  um  zu  erreichen,  dass  die 
nachherige  Abweichung  der  Drucklinie  von  der  Horizontalen  be- 
liebig klein  und  innerhalb  der  durch  den  Reibungswinkel  be- 
dingten Grenzen  bleibt.     Bei   diesem   sowohl  als   bei  dem  umge- 


Flg.  302. 


Fig.  303. 


gekehrten  in  Fig.  303  dargestellten  Falle  ist  demnach  die  Möglich- 
keit des  Gleichgewichts  nur  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  dif 
Winkel  zwischen  den  äusseren  Fugen  und  der  Verticalen  kleiner 
sein  müssen  als  der  Reibungswinkel. 

Die  Möglichkeit  des  Gleichgewichts  eines  solchen  zwischen 
zwei  festen  Wänden  eingeklemmten  mit  Gewichten  belasteten 
Keil-Systems  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig  von  der  AnzaM 
der  Keilstücke  oder  von  der  Anzahl  der  Fugen.  Wenn  eine  ge- 
rade Linie  durch  sämmtliche  Fugen  so  hindurchgelegt  werden 
kann,  dass  die  Abweichung  dieser  Linie  von  den  Normalen  der 
einzelnen  Fugen  überall  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel,  m» 
ist  hinreichender  Druck  die  einzige  Bedingung,  von  welcher  d»r 
Gleichgewichtszustand  abhängt. 


Druck-  oder  Stütz-Linien. 
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Der  kleinste  zur  Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtszustan- 
des noch  ausreichende  Druck  wird  in  diesem  Falle  entweder 
durch  die  Grösse  des  Reibungswinkels  oder  durch  die  Länge  der 
Fugen  —  durch  die  Lage  von  deren  Endpunkten  —  bedingt. 
Denkt  man  sich  die  Horizontal-Driicke  der  Wände  gegen  das  be- 
lastete Keil-System  anfänglich  unendlich  gross  —  in  welchem 
Falle  die  Drucklinie  unter  allen  Umständen  eine  gerade  Linie 
bildet  —  und  nachher  allmälig  abnehmend  so  lange  bis  schliess- 
lich eine  Störung  des  Gleichgewichts  eintritt,  so  findet  man,  dass 
auf  zweierlei  Weise  die  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  er- 
reicht werden  kann;  entweder  dadurch,  dass  an  einzelnen  Stellen 
die  Abweichung  der  Druck-Richtung  von  der  Normalen  der  Fuge 
die  Grösse  des  Reibungswinkels  erreicht,  oder  auch  dadurch: 
dass  in  einzelnen  Fugen  die  Druck-Punkte  bis  an  die  oberen  oder 
unteren  Endpunkte  der  Fugen  hinanrücken.  Jedem  dieser  beiden 
Grenzfälle  entspricht  eine  bestimmte  Grösse  des  Horizontaldrucks, 
and  der  grössere  von  diesen  beiden  Werthen  ist  als  das  Mi- 
nimum des  zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Horizontaldrucks 
anzusehen. 


Parabolische  Stützlinie. 

Um  den  kleinsten  Horizontaldruck  zu  bestimmen,  bei  welchem 
ein  zwischen  verticalen  Wänden  eingeklemmtes  System  von 
Parallel-Platten    noch    im    Gleichgewichtszustande    sich    befindet, 

hat   man    sich   die 
*1*.304.  beiden  Hälften   zu- 

V  v        nächst    auf   die   in 

Fig.  304  angedeu- 
tete Art  unterstützt 
zu  denken,  nämlich 
in  dem  oberen  End- 
punkte C  der  Mittel- 
Fuge  einander  ge- 
genseitig stützend 
und  in  den  unteren 
Endpunkten  A  und  B  der  Aussen -Fugen  von  den  verticalen 
Wänden  gestützt 

Bei  dieser  Art  der  Unterstützung  ist  jedenfalls  der  Druck  in 
der  Mittel-Fuge  horizontal  gerichtet.  Denn  wenn  man  für  das 
Ganze  die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 


»i! 
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Punkt  B  als  Drehpunkt  aufstellt,  so  erhält  man  für  die  verticale 
Seitenkraft  des  von  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendrucks 
die  Gleichung  0  =  V .  21  —  2GI  oder  V  =  <?,  und  da  die 
Summe  der  auf  die  Hälfte  A  C  wirkenden  Verticalkräfte  Null 
sein  muss,  so  folgt  hieraus,  dass  der  in  dem  Punkte  C  wirkende 
Druck  keine  verticale  Seitenkraft  enthalten  kann.  Dieser  Druck 
ist  also  horizontal  gerichtet  und  gleich  der  horizontalen  Seiten- 
kraft H  des  von  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendruckes. 

Wenn  man  ferner  für  die 
Hälfte  AC  (Fig.  305)  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Punkt  A  als 
Drehpunkt  aufstellt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

l 


Fig.  305. 


C  H 


H 


A 


A[ 


r    i 


W«jf 


282)    0  =  G  . 
Gl 


2 


—  H.h 


oder       H  = 


2h' 


Wenn  die  Gewichte  der  einzelnen  Platten  =  wie  vorausge- 
setzt werden  soll  —  den  Dicken  derselben  proportional  sind,  uud 
das  Gewicht  einer  Platte,  deren  Dicke  gleich  der  Längeneinheit 
ist,  mit  p  bezeichnet  wird,  so  ist  G=pl  zu  setzen  und  man  er- 
hält die  Gleichung: 

.283)    tf=|£. 

Um   die   Stelle  P  zu  finden,    in  welcher  irgend  eine  andere 

Fuge  von  der  Stützlinie  getroffen 
wird,  hat  man  sich  die  beiden 
Platten -Gruppen  AP  und  CP  in 
dem  Punkte  P  einander  gegen- 
seitig stützend  zu  denken  und  für 
das  Stück  CP  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  aufzustellen  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  Dreh- 
punkt;    man     erhält    dann    nach 


Fig.  306  die  Gleichung: 

284)     0  =  px^  —  H.y 


% 


oder    H  =  *x-9 

2y 


Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  den  Gleichungen  283)  und 
284)  gefundenen  Werthe  von  H  führt  alsdann  zu  der  Gleichung: 


Druck-  oder  Stütz -Linien. 


313 


285) 


y_  _  _?* 

h   —  P  ' 


welche  ihrer  Form  nach  genau  übereinstimmt  mit  der  für  die 
parabolische  Kettenlinie  gefundenen  Gleichung  189)  und  zeigt, 
dass  die  Punkte,  in  welchen  die  einzelnen  Fugen  von  der  Druck- 
linie  geschnitten  werden,  in  einer  Parabel  liegen,  deren  Scheitel- 
punkt mit  dem  Punkte  C  zusammenfällt. 

Die  Abweichungen  der  Druckrichtungen  von  den  Normalen 
der  Fugen  (also  hier  von  der  Horizontalen)  sind  am  grössten  bei 
den  Stützpunkten  A  und  ß.  Der  Winkel  e,  welchen  die  Mittel- 
kraft W  der  Seitenkräfte  V  und  H  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst,  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

^e         H  H  ' 

welche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  283)  für  H  gefundenen 
Werthes  die  Form  annimmt: 


286)     tg  e  = 


2Ä 


Dieser  Werth  ist  zu  vergleichen  mit  der  Grösse  des  Reibungs- 
coefficienten  /  =  tg  <p.  Wenn  der  Winkel  s  kleiner  ist  (oder 
wenigstens  nicht  grösser)  als  der  Reibungswinkel  <p,  so  ist  die 
in  Gleichung  283)  gefundene  Grösse  des  Horizontaldrucks  aus- 
reichend. Wenn  dagegen  e  grösser  ist  als  <p,  so  wird  das  Mini- 
mum des  Horizontaldrucks  durch  die  Grösse  des  Reibungswinkels 

bedingt.       Die    der 

Fig.  307. 


Grenze  des  Gleich- 
gewichts -  Zustandes 
entsprechende  Stütz- 
linie AiL\Bl  (Fig. 
307)  hat  alsdann 
eine  kleinere  Pfeil- 
höhe At,  welche  aus 
Gleichung    286)    zu 

bestimmen  ist,  nachdem  darin  s  mit  9  vertauscht  wurde.      Es 

ist  also  für  diesen  Fall  zu  setzen: 


_  2Ät 


_  Jtg?p 


287)    tg  <p  =  -p     oder     ht  —    %  - 

Dieser  kleineren  Pfeilhöhe  entspricht  ein  grösserer  Horizontal- 
druck  #,,  für  welchen  nach  Gleichung  283)  der  Werth  sich 
ergiebt: 
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288)     Hx  = 


_  pl1    _    Pl 


2h{ 


tg? 


Wenn  also  das  zwischen  den  beiden  verticalen  Wänden  einge- 
klemmte Platten-System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist 
der    wirkliche    Horizontaldruck    jedenfalls    nicht    kleiner    als  der 

grössere  von  den  beiden  Werthen  £-,-  und  ~~ . 

9  2h  tg9 

Die  parabolische  Form  der  Stützlinie,  wird  ausschliesslich 
durch  die  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte 
Belastung  bedingt  und  ist  im  Uebrigen  unabhängig  von  der  Form 
der  Linien,  in  welchen  die  Endpunkte  der  Fugen  liegen.  I>ie 
Durchschnittspunkte  der  Stützlinie  mit  den  einzelnen  Fugen  bilden 
daher  auch  in  dem  Falle  noch  eine  Parabel,  wenn  das  Platten- 
System  oben  und  unten  krummlinig  abgegrenzt  ist,  vorausgesetzt: 
dass  die  Fugen  vertical  gerichtet  sind,  und  dass  die  Gewichte 
der  Platten  den  Dicken  derselben  proportional  sind  (oder:  da» 
die  Fugen  sämmtlich  gleiche  Länge  haben).  Wenn  jedoch  die 
Pfeilhöhen  jener  krummen  Begrenzungslinien  so  gross  (oder  die 
Längen  der  Fugen  so  klein)  sind,  dass  der  tiefste  Punkt  der 
Mittelfuge  höher  liegt  als  die  höchsten  Punkte  der  Aussenfugen. 
so  tritt  hier  der  von  dem  vorigen  abweichende  Fall  ein,  daxs 
nicht  nur  eine  Verminderung,  sondern  auch  eine  Vergrösserung 
des  Horizontaldrucks  über  eine  gewisse  Grenze  hinaus  eine 
Störung  des  Gleichgewichts  zur  Folge  hat 

Denkt  man  sich  die  beiden  Hälften  des  Systems  das  eine 
Mal   —  wie  in  Fig.  308  angedeutet   —   in  den  tiefsten  Punkten 


Flg.  308. 


Fig.  309. 


*::■"*  h.^m 


*  r 


■** 


TT--.. 


'% 


-  --  * 


*-« 


^S© 


A  und  B  der  Aussenfugen  an  die  festen  Wände,  und  in  dem 
höchsten  Punkte  S  der  Mittelfuge  an  einander  gegenseitig  sich  an- 
lehnend ,    so  erhält  man  nach  Gleichung  283)  für  die  Grösse  de> 


Druck-  oder  Stütz -Linien. 
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Horizontaldrucks  entsprechend  dieser  Art  der  Unterstützung  den 
Werth: 

289)  Ät  -  -*<&-• 

Wenn  man  dagegen  ein  anderes  Mal " —  wie  in  Fig.  309  an- 
gedeutet —  den  tiefsten  Punkt  T  der  Mittelfuge  und  die  -höchsten 
Punkte  C  und  D  der  Aussen  fugen  als  Stützpunkte  betrachtet, 
so  erhält  man  für  den  Horizontaldruck  die  Gleichung : 

Es  ist  ferner  derjenige  Horizontaldruck,  bei  welchem  die 
Stützlinie  an  den  Endpunkten  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der 
Horizontalen  abweichen  würde,  nach  Gleichung  288): 

291)  H.  =  ^-. 

'       3       tg? 

•  Wenn  also  das  Platten -System  im  Gleichgewichtszustande 
sich  befindet,  so  ist  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls  nicht 
grösser  als  H2  und  nicht  kleiner  als  der  grössere  von  den  beiden 
Werthen  Hx  und  2f3.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  daher  nur 
dann  überhaupt  möglich,  wenn  H2  ;>  Zf3  ist,  oder  wenn  die  Be- 
dingung erfüllt  ist: 

292)  tg?^-^p^. 


Stützlinie  für  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection 

vertheilte  Belastung. 

Wenn   die  Länge  der  Fugen    von  der  Mitte  aus  nach  den 

Seiten  hin  gleichförmig  zunimmt,  so 
kann  das  Gewicht  der  einen  Hälfte 
AECD  (Fig.  310)  als  aus  zwei  Thei- 
len  bestehend  angesehen  werden,  deren 
Gewichte  sich  verhalten  wie  die 
Flächeninhalte  des  Rechtecks  FE  CD 
und  des  Dreiecks  AFD.  Wenn  also 
pl  das  Gewicht  des  ersteren  ist,  so 
ergiebt    sich    für    das    Gewicht   des 


letzteren  die  Grösse: 
293)    Q  = 


2 


8 


T?1' 
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das  statische  Moment   des  Gewichtes   der  ganzen  Hälfte  in  Bezug 
auf  den  l'ünkt  A  ist  also: 

294)     <H  =  ff-  +  i   .  **-  =  Jf-  (3+  J  \ 

Die  Grösse  dieses  Momentes  bleibt  genau  dieselbe,  wenn  ila- 
Platten-System  —  wie  bei  den  in  Fig.  311  und  Fig.  312  dargestell- 

Plg.  311.  Fig.  312. 


ten  Fällen  —  oben  und  unten  krummlinig  (statt  geradlinig)  ab- 
gegrenzt ist  —  vorausgesetzt,  dass  die  Längen  der  Fugen  dieselben 
Grössen  behalten  (folglich  auch  das  Gesetz  der  Las  tverthei  hing 
dasselbe  bleibt).  Hiernach  ergiebt  sich  für  den  kleinsten  Hori/mi- 
taldruck  —  entsprechend  der  in  Fig.  311  dargestellten  Form  und 
Lage  der  Stützlinie  —  die  Gleichung: 

295)  Ht   (s  +  a-|-2c)  =  3R 

und  für  den  grössten  Horizontaldruck  —  entsprechend  der  in 
Fig.  312  dargestellten  Lage  der  Stützlinie  —  die  Gleichung: 

296)  Äja  =  SH, 

endlich  für  denjenigen  Horizontaldruck,  bei  welchem  die  Richtuni: 
des  von  der  festen  Wand  ausgehenden  totalen  Gegendrucks 
um  den  Iteibungswinkel  tp  von  der  Horizontalen  abweicht,  die 
Gleichung : 

297)  S+f-'=t,,. 

Bei  vorhandenem  Gleichgewichtszustände  liegt  also  der  wirt- 
liche Horizontal  druck  jedenfalls  zwischen  folgenden  zwei  Grenz- 
werthen:  den  oberen  bildet  der  aus  Gleichung  2lKi)  zu  bestim- 
mende Werth: 


*»)  h,-*  (»+ ;). 


Druck-  oder  Stütz -Linien. 
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den  unteren  Grenzwerth  bildet  der  grössere  von  den  beiden  resp. 
aus  den  Gleichungen  295)  und  297)   zu  bestimmenden  Wertben: 

*»)  *«=  6i,&(3H)  ™d 

300)    2?,=^  (,+  £). 

Vorausgesetzt  sind  bei  diesem,  so  wie  auch  bei  dem  vorigen 
Falle,  solche  Formen  der  Begrenzungscurven ,  bei  welchen  die 
verschiedenen  Stützlinien  überall  in  das  Innere  der  von  jenen 
beiden  Curven  eingeschlossenen  Fläche  hineinfallen.  Wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  so  hat  im  Uebrigen  die  Form  jener  Curven 
keinen  Einfluss  auf  die  Grenzwerthe  des  Horizontaldrucks. 

Wenn  irgend  eine  den  Gleichgewichtsbedingungen  ent- 
sprechende —  also  zwischen  den  obigen  Grenzen  liegende  — 
Grösse  des  tf  orizontaldrucks  mit  H  bezeichnet  und  als  eine  ge- 
gebene Grösse  angenommen  wird,  so  lässt  sich  alsdann  die  Form 
derjenigen  Stützlinie,  welche  dieser  Grösse  des  Horizontaldrucks 
entspricht,  auf  folgende  Weise  ermitteln.  Es  kann  zunächst  die 
Pfeühöhe  h  dieser  Stützlinie  bestimmt  werden  aus  der  Gleichung: 


301)    JffA  =  a»  =  -^!(3+-l). 


Fig.  313. 


Um  ferner  die  Lage  des  Punktes  P  zu  finden,  in  welchem  die 

in  der  Entfernung  x  von  der  Mitte 
liegende  Fuge  von  der  Stützlinie 
geschnitten  wird,  bildet  man  für 
das  Stück  PS  (Fig.  313)  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P.  Das  Ge- 
wicht dieses  Stückes  setzt  sich  zu- 
sammen aus  den  beiden  Theilen 
px  und  Cr,  welcher  letztere  zu 
der  ganzen  ungleichförmig  ver- 
teilten Last  Q  sich  verhält  wie  x2  zu  Z2;  es  ist  also  nach 
Gleichung  293): 


G=  Q   —  =  -ü 

**—**•    p  2cl 


x 


Die  Gleichung  der  statischen   Momente    für  das   Stück   PS  ist 
demnach: 


px' 


302)    Hy  =  *-?-  + 


PI 
cl 


jr* 
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Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  dividirt  durch  Gleichung  301), 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Stützlinie: 


ona\      y    @  c  l  +  s  x)  x1 


'  Eine  Vergleichung  derselben  mit  der  früher  gefundenen 
Gleichung  201)  zeigt,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Form  der 
Stützlinie  genau  übereinstimmt  mit  der  Gleichgewichtsform  einer 
Kette,  deren  Belastung  nach  demselben  Gesetze  über  die  Hori- 
zontalprojection  vertheilt  ist. 

§  67. 
Stützlinien  in  Gewölben. 

Auch  bei  nicht  verticaler  Fugen -Stellung  kann  das  an  den 
vorigen  Beispielen  erklärte  Verfahren  angewendet  werden,  um  die 
einem  bestimmt  gegebenen  Horizontaldrucke  entsprechende  Stütz- 
.  linie  ihrer  Form  und  Lage  nach  zu  bestimmen ,  und  damit  zu- 
gleich die  Bedingungen  der  Möglichkeit  des  Gleichgewichtszustandes 
aufzufinden. 

Der  Gleichgewichtszustand  eines  von  festen  Widerlagern  unter- 
stützten, aus  keilförmigen  Stücken  zusammengesetzten  (auf  beliebige 
Weise  belasteten)  Gewölbbogens  ist  an  folgende  zwei  Bedingungen 
geknüpft: 

Erstens:  Es  muss  für  den  Horizontaldruck  in  der  Scheitel- 
fuge irgend  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachweisbar  sein,  bei 
welcher  die  diesem  Horizontaldruck  entsprechende  Stützlinie 
weder  die  äussere  noch  die  innere  Wölblinie  irgendwo  über- 
schreitet. 

Zweitens:  Von  den  Winkeln,  welche  die  bei  Annahme  dieser 
Stützlinie  sich  ergebenden  Druckkräfte  in  den  einzelnen  Fugen 
mit  den  Normalen  derselben  einschliessen,  darf  zugleich  keiner 
grösser  sein  als  der  Reibungswinkel. 

Die  letztere  Bedingung  betrifft  die  Sicherheit  gegen  Störung 
des  Gleichgewichts  durch  Gleiten,  der  einzelnen  Gewölbtheile,  und 
da  im  §  65  bereits  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde,  auf 
welche  Weise  die  zum  Gleichgewichte  erforderliche  Grösse  des 
lleibungswinkels  bestimmt  werden  kann,  so  ist  es  hier  —  unter 
Voraussetzung  einer  genügenden  Grösse  des  Reibungswinkels  — 
nur  noch  nöthig,  zu  untersuchen,  von  welchen  Umständen  <la& 
Erfüfltsein    der    ersteren    Bedingung  —  betreffend    Störung   de> 


Sttttzlittien  in  Gewölben. 
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Gleichgewichts  durch  Umkippen   der  einzelnen   Gewölbstücke  — 
abhängt 

Um  für  den  Horizontaldruck  zunächst  zwei  vorläufige  Grenz- 
werthe  zu  finden,  zwischen  denen  der  wirkliche  Horizontaldruck 
des  im  Gleichgewichtszustände  befindlichen  Gewölbbogens  jeden- 
falls liegen  muss,  hat  man  das.  eine  Mal,  wie  in  Fig.  314  ange- 
deutet, den  höchsten  Punkt  E  der  Scheitelfuge  und  die  inneren 
Endpunkte  A,  B  der  Widerlagerfugen  —  das  andere  Mal,  wie  in 
Fig.  815  angedeutet,   den  tiefsten  Punkt  F  der  Scheitelfuge  und 


Fig.  315. 


die  äusseren  Endpunkte  C7  D  der  Widerlagerfugen  als  Stützpunkte 
der  beiden  (symmetrisch  vorausgesetzten)  Gewölbhälften  anzu- 
sehen, und  beide  Male'  für  eine  der  beiden  Gewölbhälften  die 
Gleichung  der  statischen  Momente  aufzustellen  in  Bezug  auf  den 
Stützpunkt  der  Widerlagerfüge. 

Für  den  unteren  Grenzwerth  1/,,  entsprechend  der  Stützlinie 
AEB  in  Fig.  314,  erhält  man  die  Gleichung: 


304)    O^Q.AN—Ht.EM    oder    Ht=Q. 


em" 


und  für  den  oberen  Grenzwerth  H2,  entsprechend  der  Stützlinie 
CFD  in  Fig.  315,  erhält  man  die  Gleichung: 


305)    0  =  Q  .  CL  -  H-  .  FR    oder    #2  =  Q  .  -: 


CL 


FB 

Der  wirkliche  Horizontaldruck  muss  mindestens  so  gross  sein 
als  ZT,,  um  zu  verhindern,  dass  die  beiden  Gewölbhälften,  nach 
innen  hin  umkippen,  und  darf  htfchstens  so  gross  sein  als  /72, 
wenn  dieselben  nicht  nach  aussen  hin  umkippen  sollen.  Wenn 
jede  der  beiden  Gewölbhälften  aus  einem  ungeteilten  Stücke  be- 
stände ,  so  *  würden  die  beiden  Grössen  üT,  und  Ht  zugleich  die 
Grenzwerthe  bilden,  welche  der  Horizontaldruck  wirklieh  erreichen 
dürfte,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören.*   Für  den  durch  Fugen 


320 


Dritter  Abschnitt    Cap.  XIIT.    §  67. 


getheilten  Gewölbbogen  sind  jedoch  jene  beiden  Grössen  nnr  in 
dem  Falle  als  wirkliche  Grenzwerthe  des  Horizontaldrucks  zu  be- 
trachten, wenn  die  Stützlinien,  welche  diesen  Horizontaldrik  kwt 
entsprechen,  beide  ganz  in  den  zwischen  der  inneren  und  äusseren 
Wölblinie  liegenden  Flächenraum  hineinfallen,  was  im  Allgemeinen 
nicht  der  Fall  sein  wird.  Bs  ist  daher  ferner  zu  untersuchen, 
um  wie  viel  die  Grenzwerthe  des  Horizontaidrucks  einander 
näher  rücken  —  oder  welche  andere  Grenzwerthe  an  die  Stellen 
der  oben  gefundenen  treten  —  wena  die  Bedingung  hinzugefügt 
wird,  dass  die  entsprechenden  Stützlinien  zugleich  in  das  Innere 
jener  Fläche  hineinfallen  sollen. 

Um  zunächst  die  Aenderung  (Vergrösserung)  zu  bestimmen, 
welche  der  untere  Grenzwerth  H{  durch  Hinzufügung  dieser  Be- 
dingung erleidet,  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  der  im  Scheitel 
wirkende  Horizontaldruck  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Wider- 
lagerfuge, sondern  auch  in  Bezug  auf  jede  andere  Fuge  gru** 
genug  sein  muss,  um  das  Umkippen  des  oberhalb  dieser  Fuiic 
liegenden  Gewölbstückes  nach  innen  zu  verhindern.  Für  deij 
kleinsten  Werth,  welcher  in  Bezug  auf  das  Stück  JE  dieser  Be- 
dingung genügt,  ergiebt  sich  aus  Fig.  316  die  Gleichung: 

306)    Ä  =  G.4_V. 
'  EM 

Wenn  es  sich  zeigt,  da?* 
der  auf  solche  Art  zu  bestim- 
mende Werth  von  H  in  Beziu: 
auf  irgend  eine  der  Zwischen- 
fugen  grosser  wird  als  Hv 
so  erkennt  man  daraus,  da» 
die  dem  Horizontaldruck  #, 
entsprechende  Stützlinie  AE 
(Fig.  314)  stellenweise  die  innert 
Wölblinie  überschritt  Damit 
dieses  Ueberechreiten  an  keiner 
Stelle  mehr  stattfinde,  hat  man  jenen  Horizontaldruck  zu  ver- 
grössern  und  zwar  so  lange,  bis  derselbe  dem  grts$6Stan  aller 
Werthe  gleich  geworden  ist,  welche  für  die  Grösse  H  in  Beiuc 
auf  die  einzelnen  Zwischenfugen  nach  Gleichung  306)  sich  er- 
geben würden. 

Diesem  grossesten  Werthe  HmMX  entspricht  eine  Stutzlinit-. 
welche  die  innere  Wölblinie  nicht  mehr  schneidet,   sondern  hf» 


Fig.  316. 


'/"///< 
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ittrt  und  zwar  eben  bei  derjenigen  Zwischen  fuge .    für  welche  die 
Grösse  //  ihren  grossesten  Werth  annimmt. 

Die  Grösse  HmtI  bildet  den  unteren  (kleinsten)  Gren/wertli 
des  wirklichen  HorizontaldruekB ,  und  jene  /wischenfuge .  Air 
»eiche  dieser  Werth  sich  ergab,  wird  die  Bruchfuge  genannt 
(insofern  bei  abnehmendem  Horizontaldrucke  zuerst  an  dieser 
Stelle  eine  Störung  des  Gleichgewichts  d.  h.  eine  Drehung  des 
oberen  Gewölbtheils  um  den  inneren  Endpunkt  der  Fuge  erfolgen 
würde). 

Soll  der  Gleichgewichtszustand  überhaupt  möglich  sein .  so 
darf  ebendieselbe  Stutzlinie,  welche  die  innere  Wölblinie  bei  der 
Urach  fuge  berührt,  in  ihrem  weiteren  Verlaufe  zugleich  nirg'-nd 
die  äussere  Wölblinie  überschreiten.  Es  darf  also  der  zur  Ver- 
hinderung des  Umkippens  nach  innen  erforderliche  Horizont.il- 
druck  nicht  grösser  sein  als  der  kleinste  Horizontal  druck,  we'chrr 
in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  Fuge  schon  eta  Umkippen  na*-h 
aussen  hin  bewirken  würde.  In  der  Regel  wird  es  die  Wid-r- 
lagerfuge  Bein,  in  Bezug  auf  welche  das  Fmkipp-n  it*,;,  ai— «n 
hin  am  leichtesten  möglich  ist.  .  Diesen  Fall  Torao^-Tetzt.  wirde 
das  Gewölbe  also  an  der  Grenze  der  Stabilität  vi--»  \n~:.-Uri. 
wenn  der  in  Bezug  auf  die  Bruchfuge  als  erforderlich  ^--- ..j,^, 
Horizontaldruck  gerade  gross  genug  wäre,  um  die  ganz«:  't-w,^ 
hälfte  um  den  äusseren  Endpunkt  der  Widerlagerfuge  nach  *■..„.. 
hin  umzukippen,  in  welchem  Falle  die  jenem  HorizoDtaidrwi* 
entsprechende  Stützlinic  die  Form  CJEJX  D  (Fig.  317'  ao;<rÄ»ML 
und  der  «*ta>v  £3, 
Tig.  317.  stürz  10  <fer  T^l«.  «.. 
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es  mehr  als  eine  Stützlinie  für  den  Gewölbbogen,  und  unter 
allen  diesen  möglichen  Stützlinien  wird  es  eine  geben,  deren 
kleinster  Abstand  von  den .  beiden  Wölblinien  grösser  ist  als  l**i 
den  übrigen.  Die  Grösse  dieses  kleinsten  Abstandes  kann  als 
Maass  der  Stabilität  des  Gewölbbogens  gelten. 

Um  z.  B.  die  Stabilität  eines  unbelasteten  concentrischen  H  albkreis - 
gewölb-Bogens  zu  prüfen,  hat  man  zunächst  nach  Gleichung  306)  den  unteren 
•Grenzwerth  des  Horizontaldrucks  zu  bestimmen. 

Der  Hebelarm  des  Horizontaldruckes  H  in  Bezug  auf  den  Punkt  J  ist 

nach  Fig.  318 : 

307)    EM  =  R  —  r  cos  a 

und  der  Hebelarm  des  Gewichtes  41 
in  Bezug  auf  denselben  Punkt  ist: 

JN  =  JM-  NM 


Fig.  318. 


E    H 
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/^  J/ 
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M 


OL 


0 


=  r  sin  a  —  OS  sin  \  i. 

Für  die  Grösse  OS  (als  Schwer- 
punktsabstand der  Fläche  JE  vom 
Kreismittelpunkte  0)  findet  man  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  —  in- 
dem man  jene  Fläche  als  Differenz 
zweier  Sectorflächen  behandelt  (s. 
Fig.  146  und  Gleichung  160)  —  die 
Gleichung: 

08  ~    3   U*-rV     4* 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an 

'3--3\    (sin Ja)2 


4   /R3  —  r3\ 
308)     JN  =  r  sin  a  -    3   (^2  -  f7) 


Wenn  ferner  mit  p  das  Gewicht  des  Gewölbbogens  pro  Flächeneinheit 
der  Ringfiäche  bezeichnet  wird,  so  ist: 


309) 


n-  pW-r*)* 

Cr    —     —       .„    — 


2 


Die  Gleichung  306)  nimmt  nach  Substitution  der  drei  Werthe  307),  »*  . 
309)  die  Form  an: 

[3  (fla— ra)rasin  a  —  4  (R*  -  r3)  (sin  |*)?  1 
R  —  r  cos  a  J' 


// 


_.    P 


oder,  wenn  darin -  -    statt  (sin  {  a)5   substituirt,  und.  das  Verbal tni 


nj» 


R 


mit  n  bezeichnet  wird,  die  Form: 


310) 


pr*  p(fi*-_l)o8in_a-2(n8— 1)(1  -  cos  «VI 
6     I  n  —  cos  a  J 
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In  dieser  Gleichung  sind  (nach  Substitution  des  gegebenen  Werthes  der 
Zahl  n)  für  den  Winkel  a  probeweise  die  verschiedenen  Werthe  von  0°  bis 
90*  zu  Substituten:  derjenige  Werth  von  a,  für  welchen  H  am  gröSBten 
wird,  ist  der  Bruchwinkel,  und  der  zugehörige  Werth  von  H  ist  der  untere 
Grenzwerth  des  Horizontaldruckes.  Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet 
man  beispielsweise  folgende  zusammengehörige  Werthe  der  drei  Grössen 
»,  «,  H: 

»=       1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

i  =    62°  14'  61°  15'  59°  411  57°  1'  53°  151 

ff=  0,1433p  r2      0,1286p  r*      0,1114p  r2      0,09176p  r*      0,06754p  rJ. 

Um  den  kleinsten  Werth  des  Verhältnisses  n  zu  finden,  bei  welchem 
noch  Gleichgewicht  möglich  ist,  hat  man  die  auf  solche  Weise  ermittelten 
Werthe  von  H  zu  vergleichen  mit  derjenigen  Horizontalkraft  /T,  welche  in 
dem  Punkte  E  angreifend  dem  Gewichte  der  ganzen  Gewölbhälfte  das  Gleich- 
gewicht halten  würde  in  Bezug  auf  Drehung  um  den  äusseren  Endpunkt  C 
der  Widerlagerrage. 

Das  statische  Moment  des  Gewichtes  der  Gewölbhälfte  in  Bezug  auf  den 
Punkt  C  ist: 

311)    8R=pr3[^-n(n»-l)--|-(n2-l)J, 

md  wenn  man  diese  Grösse  dem  Producte  KR  =  Knr  (als  dem  statischen 
Momente  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  denselben  Punkt)  gleichsetzt,  so  erhält 
man  rar  K  die  Gleichung :  * 

318)    *_,H[£0..-l)--j-(5^)} 

«w  welcher  für  die  beiden  Grössen  n  und  K  z.  B.  folgende  zusammengehörige 
Werthe  sich  ergeben: 

n=      1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

£  =  0,236prJ      0,1876pr*      0,14335pr*      0,1023prs      0,06463pr'. 

Die  Vergleichung  der  für  H  und  K  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  der 
gesachte  Werth  von  n  zwischen  1,15  und  1,10  liegt,  und  bei  weiterer  Aus- 
führung der  Rechnung  findet  man,  dass  die  Werthe  von  H  und  K  einander 
gleich  werden,  wenn  n  =  1,114  ist,  d.  h.  wenn: 

2r 
JB  =  1,114  r,    oder    R  —  r  =  -yfTn    i8t* 

Das  Gleichgewicht  ist  daher  nur  dann  möglich,  wenn  die  Dicke  des  Ge- 
wolbbogens  mindestens  den  17,544ten  Theil  von  dem  inneren  Durchmesser 
desselben  betragt 

§  68. 
Prlctions  •Verbindungen. 

Die  Druckkräfte,  welche  auf  die  Seitenflächen  eines  zwischen 
zwei  anderen  Körpern   eingeklemmt«!  Keils  von  diesen   Körpern 
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übertragen  werden,  können  höchstens  um  den  Reibungswinkel 
von  den  Normalen  der  Seitenflächen  abweichen.  Die  Winkel,  um 
welche  eine  rechtwinkelig  zur  Halbirungsliirie  des  Convergenz- 
winkels  der  Seitenflächen  gelegte  gerade  Linie  NN  von  der  Nor- 
malen der  letzteren  abweicht,  sind  dem  halben  Convergenzwinkel 

des  Keiles  gleich  (Fig.  319).     Wenn  dieser 

Fig.  319.  ,  halbe  Convergenzwinkel  ot  gerade  gleich  dem 

k  Reibungswinkel  <p  wäre,  so  würde  alo  jene 

Normale  NN  die  einzige  mögliche  Richtung 
\  für  die  Drucklinie  bilden.   Wenn  dagegen  a 

;q^  kleiner  ist  als   <p,  so  ergiebt   sich  ein  ge- 

wisser Spielraum   für   die   möglichen   Rich- 
tungen der  Drucklinie,  insofern  dieselbe  als- 
i     V/<  dann  nach  beiden  Seiten  hin  um  eine  gewisse 

j  _  Y^  Grösse  von  der  Richtung  NN  abweichen  kann, 

[^'jSt^X^''  ohne  die  durch  den  Reibungswinkel  bedingten 


Grenzen  zu  überschreiten.     Man  findet  den 
geometrischen  Ort  für  alle  Richtungen,  welche 
(bei  hinreichender  Ausdehnung   der  Berüh- 
rungsflächen) die  Drucklinie  möglicherweise  annehmen  kann,  indem 
man  den  Winkel: 

313)  s  =  rp  —  a 
von  der  Normalen  NN  aus  nach  beiden  Seiten  hin  abträgt  Die 
beiden  auf  solche  Art  gefundenen.  Richtungen  A  C  und  B 1) 
weichen  resp.  bei  A  und  D  um  den  Reibungswiukel  <p  von  den 
Normalen  der  betreffenden  Seitenflächen  ab,  und  bilden  die  (ireuz- 
Richtungen,  bis  zu  welchen  die  Drucklinie  von  der  Richtung  AW 
sich  entfernen  kann. 

Es  soll  der  Einfachheit  wegen  in  Bezug  auf  den  Punkt  J/. 
als  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinie  mit  ihrer  Normalen, 
eine  solche  Form  und  Lage  des  Keiles  vorausgesetzt  werden,  bei 
welcher  die  in  dem  Punkte  Jl/ .einander  durchkreuzenden  Linien 
der  grössten  Abweichung  die  Berührungsflächen  in  ihren  Grenz- 
punkten  A,  By  C,  D  treffen,  der  Kreuzungspunkt  M  kann  alsdann 
abkürzungsweise  der  Mittelpunkt  des  Keiles  genannt  werden. 

Die  Construction  des  nach  Gleichung  313)  zu  bestimmenden 
Winkels  e  kann  —  in  analoger  Weise  wie  im  §  G2  die  Constnn- 
tion  des  Reibungswinkels  y  —  benutzt  werden  zur  geometrischen 
Veranschaulichung  der  Gleichgewichtsbedingnngen  für  ein  be- 
lastetes Stangen-Paar,  welche«  auf  die  in   Fig.  320  (als  Aufriß 
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Fig.  320. 


Fig.  321. 


und  Fig.  321  (als  Grundriss)  angedeutete  Art  an  zwei  neben  ein- 
ander stehenden  Verticalständern  aufgehängt  ist  mittelst  keil- 
förmiger zu  beiden  Seiten  .der 
Kreuzungsstellen  eingeschobener 
Querstangen.  Wenn  man  auf  der 
Halbirungslinie  des  Kreuzungs- 
winkels in  den  Mittelpunkten  M 
und  Mx  der  Keil -Querschnitte 
Normalen  errichtet  und  von  diesen 
Normalen  aus  die  Winkel  e  ab- 
trägt, so  bilden  die  auf  solche 
Weise  gefundenen  Linien  M  O 
und  M  j  0  die  Grenz-Richtungen, 
bis  zu  welchen  die  Druck -Rich- 
tungen W  und  Wx  von  jenen 
Normalen  abweichen  können.  Der 
Durchschnittspunkt  O  bildet  da- 
her den  Grenzpunkt,  bis  zu  wel- 
chem die  Verticalebene  der  Be- 
lastungen Q  den  Verticalständern 
genähert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  des  Stangenpaares 
eintritt.  (Die  Stangen  selbst  sind 
hier  wie  früher  als  gewichtlos  be- 
trachtet.) 
Wenn  an  dem  ersten  beweglichen  Stangfen-Paare  ein  zweites, 
und  an  diesem  wiederum  ein  drittes  Stangen-Paar  in  gleicher  Weise 
aufgehängt  ist,  so  können  die  Gleichgewichts bedingungen  durch 
Wiederholung  des  obigen  Constructionsverfahrens  auf  die  in 
Fig.  322  angedeutete  Art  geometrisch  dargestellt  werden.  Von 
den  Durchschnittspunkten  O,  On  02  bildet  der  am  weitesten 
rechts  liegende  den  Grenzpunkt,  bis  zu  welchem  die  Verticäl- 
Ebene  der  Belastung  den  Verticalständern  höchstens  genähert 
werden  darf,  wenn  an. keiner  Kreuzungsstelle  ein  Gleiten  ein- 
treten soll. 

Das  gleiche  Constructionsverfahren  lässt  sich  auch  auf  den 
in  Fig.  323  dargestellten  Fall  anwenden.  Wenn  von  den  ver- 
kniffenen —  wie  in  dem  vorigen  Falle  zu  construirenden  — 
Ihirchschnittspunkteri  O,  O  {  .  .  .  die  am  weitesten  von  der  Mitte 
entfernt  liegenden  gerade  in  die  Verticalen  der  Stützpunkte  A,  B 
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hineinfallen  —  wie  in  der 
Fizur  angegeben  —  so  befin- 
det sich  das  Stangen- SYstem 
an  der  Grenze  des  Gleich- 
gewichtszustandes. Je  grü^HT 
die  Langen  der  unteren  Stangen- 
Paare  und  je  grosser  in  FoL'*- 
dessen  die  Entfernungen  dir 
Stutzpunkte  von  der  Mitte  sind. 
um  so  grosser  wird  die  Sicher- 
heit der  Stabilität  Wenn  da- 
gegen die  unteren  Stangru- 
Paare  kurzer  wären  als  in  der 
Figur  angegeben,  so  würde 
das  Gleichgewicht  nicht  mehr 
möglich  sein. 
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Capitel  XIT. 

Wirkung  der  Reibnngswiderstände  bei  rotirenden 

Körpern. 

§69. 
Bedingungen  der  gleichförmigen  Drehbewegung. 

Nach  der  im  §  36  gegebenen  Erklärung  befindet  sich  ein 
System  von  materiellen  Punkten  im  Gleichgewichtszustande,  wenn 
jeder  einzelne  materielle  Punkt  desselben  im  Gleichgewichts- 
zustände sich  befindet,  d.  h.  wenn  an  jedem  einzelnen  materiellen 
Punkte  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  denselben  wirkenden 
Kräfte  Null  ist.  Jeder  materielle  Punkt  eines  gleichförmig  um 
eine  feste  Achse  sich  drehenden  Körpers  bewegt  sich  gleichförmig 
längs  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  gleich  der 
Entfernung  des  Punktes  von  der  Drehachse  ist. '  Bei  einem  in 
gleichförmiger  Kreisbewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  ist 
nach  §  24  die  Mittelkraft  sämmtlicher  wirkenden  Kräfte  unter 
allen  Umständen  gleich  der  Centripetalkraft  (Gleichung  64),  folg- 
lich von  Null  verschieden.  Es  befindet  sieh  also  in  dem  gleich- 
förmig rotirenden  Körper  keiner  von  den  ausserhalb  der  Dreh- 
achse liegenden  materiellen  Punkten  im  Gleichgewichtszustande, 
und  darf  daher  nach  der  gegebenen  Definition  auch  der  ganze 
Körper  nicht  als  ein  im  Gleichgewichtszustande  befindliches  System 
betrachtet  werden  —  wenn  auch  die  Drehbewegung  eine  gleich- 
förmige ist. 

Der  Bewegungszustand  des  gleichförmig  rotirenden  Körpers 
kann  indessen  auch  aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezustand  in 
Bezug  auf  einen  Raum,  welcher  die  gleiche  Drehbewegung  aus- 
führt. Es  ist  daher  nur  nöthig,  nach  der  im  §  35  gefundenen 
Regel  an  jedem  einzelnen  materiellen  Punkte  die  Centrifugalkraft 
den  sonstigen  wirkenden  Kräften  noch  hinzuzufügen,  um  zu  er- 
reichen, dass  nunmehr  auf  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt, 
folglich  auch  auf  den  ganzen  Körper,  die  Bedingungen  des  abso- 
luten Gleichgewichts  angewendet  werden  dürfen. 

Bei  einem  gleichförmig  um  eine  bestimmte  Achse  sich  drehenden 
Körper  bilden  die  wtrkliph  vorhandenen  Kräfte  mit  den  Centrifugal- 
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kräften  der  einzelnen  materiellen.  Punkte  zusammen  ein  Kräfte-System, 
welches  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  entspricht. 

Die  Centrifugalkräfte  sind  nach  §  35  anzusehen  als  Kräfte, 
welche  in  den  Richtungen  der' Drehungshalbmesser  nach  aussen 
wirken,  ihre  Richtungslinien  schneiden  die  Drehachse,  ihre  stati- 
schen Momente  in  Bezug  auf  die  Drehachse  sind  daher  sämmtlich 
gleich  Null.  Denkt  man  sich  die  Drehachse  des  Körpers  durch 
Widerstände  fester  Punkte  —  etwa  durch  Gegendrücke  fester 
Zapfenlager  —  derartig  festgehalten,  dass  nur  von  einer  Art  der 
Veränderung  des  Bewegungszustandes,  nämlich  von  Aenderungen 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit,  die  Rede  sein  kann,  fco  reducirt 
sich  die  Zahl  der  in  Betracht  kommenden  Gleichgewichtsbe- 
dingungen auf  eine  einzige,  nämlich  diejenige,  welche  ausdrückt, 
dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  Null  sein  muss.  Da 
nun  die  Centrifugalkräfte  zu  dieser  Momenten-Summe  keine  Bei- 
träge liefern,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Bedingung  der  Gleich- 
förmigkeit der  Drehbewegung  ideutisch  mit  der  Bedingung  für 
die  Fortdauer  des  absoluten  Ruhezustandes,  also  ganz  unabhängig 
von  der  Geschwindigkeit  der  Drehbewegung. 

Was  dagegen  die  von  den  festen  Zapfenlagern  geleisteten 
Gegendrücke  betrifft,  durch  welche  die  Drehachse  in  unveränder- 
licher Lage  erhalten  w^rd,  so  wird  deren  Grösse  im  Allgemeinen 
durch  die  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit  wesentlich  beeinflusst 
insofern  die  zur  Bestimmung  jener  Drücke  anzuwendenden  Gleich- 
gewichts-Bedingungsgleichungen  auch  die  Centrifugalkräfte  ent- 
halten, und  diese  letzteren  von  der  Drehgeschwindigkeit  abhängen. 
Denkt  man  sich  jedoch  die  Masse  des  Körpers  um  die  Drehachse 
herum  vollkommen  symmetrisch  vertheilt,  in  der  Weise  also,  da*s 
jedem  einzelnen  materiellen  Punkte  ein  anderer  von  gleicher 
Masse  in  gleichem  Abstände  von  der  Drehachse  gegenüberliegt 
dessen  Centrifugalkraft  die  des  ersteren  aufhebt,  so  bilden  in 
diesem  Falle  die  (je  paarweise  einander  aufhebenden)  sXmmtlicken 
Centrifugalkräfte  ein  Kräfte-System,  welches  für  sich  allein  schon 
den  Gleichgewichtsbedingungen  genügt,  und  müssen  daher  die 
wirklich  vorhandenen  Kräfte  für  sich  allein  ebenfalls  ein  den 
Gleichgewichtsbedingungen  entsprechendes  Kräfte -System  bilden. 
Bei  solcher  Massenvertheilung  sind  demnach  die  Bedingungen  des 
relativen  Gleichgewichts  in  jeder  Beziehung  identisch  mit  denen 
des   absoluten   Gleichgewichts,    folglich    auch   jene   Gegendrücke 
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vollkommen  unabhängig  von   der  Drehgeschwindigkeit  und  ganz 
wie  bei  dem  ruhenden  Körper  zu  bestimmen. 

Die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Centrifugalkräfte  bei 
unsymmetrischer  Massenvertheilung  bleibt  einem  späteren  Ab- 
schnitte vorbehalten.  Bei  den  hier  folgenden  Untersuchungen 
werden  ausschliesslich  solche  Fälle  vorausgesetzt,  in  denen  wegen 
Gleichgewichts  der  Centrifugalkräfte  es  überhaupt  nicht  erforder- 
lich ist,  auf  das  Vorhandensein  der  Drehbewegung  irgend  Rück- 
sicht zu  nehmen. 

§70. 
Zapfenreibung. 

Zwei  auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräfte-Paare  halten 
einander  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Momente  gleich,  und  ihre 
Drehungsrichtungen  entgegengesetzt  sind.  Nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Erklärung  wird  also  die  Drehbewegung 
des  rotirenden  Körpers  eine  gleichförmige  sein,  wenn  sämmtliche 
auf  denselben  wirkende  Kräfte  zwei  Kräfte -Paare  bilden  von 
gleichen  Momenten  und  entgegengesetzten  Drehungsrichtungen. 
Umgekehrt:  wenn  ausser  einem  bestimmten  Kräfte-Paare  K,  ÜT noch 
andere  Kräfte  auf  den  rotirenden  Körper  wirken,  so  erfordert  die 
Bedingung  der  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  dass  diese 
übrigen  Kräfte  zusammen  ebenfalls  ein  Kräftepaar  bilden  von 
gleichem  Momente  und  entgegengesetzter  Drehungsrichtung. 

Hiernach  lässt  sich  das  Moment  2R  =  K  l  des  treibenden 
Kräfte-Paares  bestimmen,  welches  gerade  ausreicht,  um  die  Dreh- 
bewegung einer  horizontalen  Welle  vom  Gewichte  G  trotz  der 
Zapfenreibungswiderstände  gleichförmig  zu  erhalten.  Es  soll  an- 
genommen werden,  dass  ausser  den  drei  Kräften  ÜT,  K,  G  nur 
noch  diejenigen  Kräfte  wirken,  welche  von  den  cylindrischen 
Zapfenlagern  auf  die  cylindrischen  Oberflächen  der  Zapfen  über- 
tragen werden,  und  dass  die  letzteren  ohne  geklemmt  zu  sein 
(also  mit  einem  gewissen  beliebig  klein  zu  denkenden  Spielräume) 
in  den  Lagern  sich  drehen. .  Die  Mittelkraft  W  der  von  den 
Zapfenlagern  auf  die  Welle  übertragenen  Kräfte  bildet  eine  zu 
jenen  drei  Kräften  noch  hinzukommende  vierte  wirkende  Kraft 
und  muss  mit  der  Kraft  G  zusammen  ein  Kräfte-Paar  bilden, 
folglich  eben  so  gross  sein  als  G  und  vertical  aufwärts  wirken.^ 

Die  Kraft  W  kann  angesehen  werden  als  die  Mittelkraft  aus 
dem  normal   gegen   die   Zapfenoberfläche,   also   in   der  Richtung 
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des  Zapfenhalbmessers  wirkenden  Gegendrücke  N  und  dem  in 
tangentialer  Richtung  wirkenden  Reibungswiderstande  fN.  Nach 
Cap.  XIII  weicht  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Reibungs- 
widerstand stets  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Richtung  der 
Normalen  ab,  sobald  —  wie  hier  —  ein  wirkliches  Gleiten  stattr 
findet.  Die  Mittelkraft  W  wird  also  nur  dann  vertical  aufwärts 
gerichtet  sein,  wenn  die  Berührung  zwischen  dem  Zapfenlager 
und  der  Zapfenoberfläche  an  derjenigen  Stelle  P  des  Zapfen- 
umfangs  stattfindet,  deren  Halbmesser  OP  um  den  Reibungswinkel 
cp   von  der  Verticalen   abweicht  (Fig.  324).    Der  Hebelarm  des 

•    aus  den  beiden  Kräften  G  und 
Fig.  324.    .  W  (=  G)  bestehenden  Kräfte- 

paares ist  also  OP.  sin ^p,  und 
es  ergiebt  sich  für  das  Moment 
3R  =  K l  des  treibenden  Kräfte- 
Paares  die  Gleichung: 

314)    3R  =  G  .  p  .  sin  <p. 

Das  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  stehende  Pro- 
duct  wird  das  Moment  des 
Zapfenreibungswiderstandes  ge- 
nannt. In  der  Regel  ist  der 
Reibungswinkel  <p  so  klein,  dass  man  den  Unterschied  zwischen 
sin  <p  und  tg  <p  vernachlässigen,  und  ohne  Bedenken  sin  <p  mit  dem 
Reibungscoefficienten  /  vertauschen  darf.  Da  der  genaue  Wertk 
des  Reibungscoefficienten  ohnehin  nicht  zu  ermitteln  ist  (§  5vs», 
so  kann  das  Moment  des  Zapfenreibungswiderstandes  für  die 
Praxis  hinreichend  genau  bestimmt  werden  nach  der  Gleichung: 

315)  2K=/Gp. 

Dieser  Vertauschung  entspricht  die  Vernachlässigung  de* 
Unterschiedes  zwischen  den  Grössen  der  Kräfte  N  und  (?,  ü1m> 
die  Annahme,  dass  der  normale  Gegendruck  N  der  Zapfenlager 
nur  wenig  verschieden  ist  von  dem  Gewichte  der  Welle.  Wenn 
also  dieser  normale  Gegendruck  N  —  anstatt  von  dem  Gewicht** 
der  Welle  —  von  irgend  einer  anderen  in  gleicher  Weise  wir- 
kenden Kraft  D,  welche  der  Zapfendruck  genannt  werden  s»uh\ 
hervorgerufen  wird,  so  ergiebt  sich  in  analoger  Weise  für  da* 
Moment  des.  Zapfenreibungswiderstandes  die  Gleichung: 

316)  3K=/Z)p. 
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Fig.  325. 


Das  Moment  des  Zapfenreibungswiderstandes  ist  gleich  dem  Prc- 
ducte  der  drei  Faderen:   Reibungscoef ficient ,  Zapfendruck,  Zapfen- 

Man  kann  sich  die  Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes 
veranschaulichen  durch  ein  Gewicht  fD,  welches  an  einem  um 
den  Zapfen  gewickelten  Faden  hängend  von  dem  drehenden  Kräfte- 
Paare  hinaufgewunden  wird  (Fig.  325).     Die  Geschwindigkeit  u, 

mit  welcher  dieses  Gewicht  steigt,  ist 
gleich  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  Faden  sich  aufwickelt,  also  gleich  der 
Umfangsgeschwindigkeit  des  Zapfens.  Die 
K  zum  gleichförmigen  Heben  dieses  Gewichtes 
in  jeder  Zeiteinheit  erforderliche  mecha- 
nische Arbeit  ist  also: 

317)   a=/z?v. 

Ebenso  gross  ist  auch  die  mechanische 
Arbeit,  welche  die  zum  Ueberwinden  des 
Zapfenreibungswiderstandes  erforderliche 
Drehkraft  in  jeder  Zeiteinheit  zu  ver- 
richten hat,  oder  die  mechanische  Arbeit, 
welche  durch  den  Zapfenreibungswider- 
stand in  jeder  Zeiteinheit  consumirt  wird.  Wenn  die  Geschwin- 
digkeit v  in  Metern  pro  Secunde,  und  der  Zapfendruck  D  in 
Kilogrammen  ausgedrückt  wird,  so  erhält  man  aus  Gleichung  317) 
den  Arbeitsverlust  91  in  „ Meterkilogrammen  pro  Secunde".  Bei 
Berechnung  der  Arbeitsleistungen  der  Maschinen  pflegt  man  eine 
in  jeder  Secunde  geleistete  Arbeit  von  75  Meterkilogrammen  eine 
Pferdekraft  zu  nennen: 

318)    1  Pferdekraft  =  75  Meterkilogramm  pro  Secunde. 

Um  also  den  Arbeitsverlust  in  Pferdekräften  ausgedrückt  zu  er- 
halten, würde  man  die  aus  Gleichung  317)  gefundene  Zahl  noch 
durch  75  zu  dividiren  haben. 

Wenn  z.  B  der  Zapfendruck  D  =  10000  Kil.  und  der  Reibungscoefficient 
/  =  0,08  wäre ,  so  würde  jenes  in  Fig.  325  den  Zapfenreibungswiderstand 
reprasentirende  Gewicht  die  Grösse  haben: 

fD  =  0,08  .  10000  =  800  KU. 

Wenn  ferner  der  Zapfenhalbmesser  p  =  0m,075,  und  die  Zahl  der  Um- 
drehungen pro  Minute  n  =  6  betragt,  so  ist  die  Umfangsgeschwindigkeit  des 
Zapfens  pro  Secunde: 
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Fig.  326. 


v  =  2  p  ic .  —-  =  2  . 0,076  .  3,14  .  -J^  =  0»,0471. 

Die  zum  Ueberwinden  des  Zapfenreibungswiderstandes  in  jeder  ßecunde 
erforderliche  mechanische  Arbeit  beträgt  daher  gerade  so  viel  als  diejenige 
mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Gewicht  von  800  Kil.  in 
jeder  Secunde  um  0m,0471  zu  heben;  es  ist  also: 

*  =  800  .  0,0471  =  37mk,68  =  0,502  Pferdekräfter 

Bei  keilnuthen- 
förmigem  Zapfenlager 
(Fig.  326)  büdet  die 
Mittelkraft  R  der  an 
beiden  Berührungsstel- 
len A  und  B  wirken- 
den Gegendrücke  W 
und  Wx  mit  dem  Zapfen- 
drucke D  zusammen 
dasjenige  Kräfte-Paar, 
welches  dem  treiben- 
den Kräfte -Paare  als 
Widerstand  entgegen-  • 
wirkt  Man  erhält  al>o 
nach  Fig.  326  Tür  das 
Moment  des  Zapfen- 
reibungs  -Widerstandes 
die  Gleichung: 
319)    m=D*. 

Die  beiden  Gegendrücke  W  und  W{  weichen  um  den 
Reibungswinkel  von  den  Halbmessern  der  Berührungsstellen  ab: 
die  Lage  des  Durchschnittspunktes  P  kann  daher  auf  ähnliche 
Weise  wie  in  Fig.  262  die  des  Punktes  O  bestimmt  werden.  Aus 
der  in  Fig.  327  angegebenen  Construction  erhält  man  die  Glei- 
chungen : 

M  E  =  x  —  r  sin  2  <p, 


■:.r*i\:  ' 


i--,!i'^:ii,w' 


4 


-J—  =  sin  6. 

2r 


und  wenn  man  den  hieraus  für  x  sich  ergebenden  Werth: 

«ion\  ßin  $  9 

620)     x  =  p  .     0  -.-  I 

J  r       2  sin  h 

in  Gleichung  319)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
321)    STO  =  i>P    ™2\   . 

/  r       2  SU1  O 
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Wenn  der  Reibungswinkel  <p  sehr  klein  ist,    so  kann  man 
statt  sin  2 <p  auch  2  sin  cp  oder  2tg<p  setzen,  und  für  praktische 

Anwendungen  hinreichend  genau  das 
Moment    des    Zapfenreibungswider- ' 
Standes  bestimmen  nach  der  Glei- 
chung:    - 

welche  nach  der  in  Gleichung  234) 
eingeführten  Bezeichnungsweise  die 
Form  annimmt: 

323)    m=fxD?. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die 
für  cylindrische  Zapfenlager  gefun- 
denen Gleichungen  316)  und  317) 
auch  für  keilnuthenförmige  Zapfen- 
lager gelten,  sobald  in  jenen  Gleichungen  statt  des  gewöhn- 
lichen Reibungscoefficienten  /  der  in  §  61  für  Bewegung  in 
Keilnuthen  gefundene  Reibungscoefficient  fx  sulp tituirt  wird.  Da 
/,  immer  grösser  ist  als  /,  so  sind  bei  keilnuthenförmigen  Zapfen- 
lagern sowohl  Moment  als  mechanische  Arbeit  der  Zapfenreibung 
stets  grösser  als  bei  cylindrischen  Lagern. 

Wenn  z.  B.  der  Convergenzwinkel  2  fi  =  60°,  also  sin  8  =  y  wäre,   so 
•würde  /,  =  2/,  folglich  sowohl  Moment  als  mechanische  Arbeit  der  Zapfen- 
reibnng gerade  doppelt  so  gross  als  beim  cylindrischen  Zapfenlager  sein.   Für 
die  im  vorigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Werthe  /=0,08,  Z>= 10000  Kil., 
?  =  0-,075,  n  =  B  erhielte  man  z.  B.  /,  D  =  1600  Kil.  und 

*  =,  75"k,36  =  1,006  Pferdekräfte. 

Wenn  der  Zapfendruck  D  in  der  Richtung  der  Achse  wirkt 
—  statt  rechtwinkelig  zu  derselben  —  und  die  ebene  ringförmige' 
Endfläche  des  Zapfens  die  Reibungsfläche  bildet,  so  entwickelt  sich 
an  jedem  einzelnen  Theile  dieser  Fläche  ein  Reibungswiderstand 
ron  bestimmter  Grösse,  und  das  von  dem  treibenden  KräfterPaare 
zu  überwindende  Moment  der  Zapfenreibung  ist  gleich  der  Summe 
der  Momente  aller  dieser  einzelnen  Widerstände  zu  setzen 
(Fig.  328  und  Fig.  329).  Der  Halbmesser  R  der  äusseren 
Peripherie  ist  der  grösste,  und  der  Halbmesser  r  der  inneren 
Peripherie  ist  der  kleinste  von  den  verschiedenen  Hebelarmen,  an 
welchen  diese  Reibungswiderstände  wirken.  Das  gesuchte  Moment 
3R  mos«  also  zwischen   den  Grenzwerthen  fDR  und  für  liegen, 
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welche   man   erhalten   würde,   wenn   man   als   gemeinschaftlichen 
Hebelarm   aller   Heibungs widerstände   das  eine   Mal  den  grosstc» 
Hebelarm  It.   das  andere  Mal 
Fig.  328.  den  kleinsten  Hebelarm  r  an- 

nähme; es  kann  daher  be- 
stimmt werden  nach  der  Glei- 
chung: 

324)  9K=/Z>p, 
worin  p  eine  noch  näher  zu 
bestimmende  zwischen  It  und 
r  liegende  Grösse  bezeichnet, 
welche  von  der  Art  der  Drnck- 
vertheilung  abhängt. 

Wäre  der  Druck  gleichflfrmig 
Flg.  329.  über  die  ganze  Kingfläche  ver- 

theilt,  so  würde  die  Abnutznug 
der  reibenden  Flächen  eine  un- 
gleichförmige sein,  weil  die  Ge- 
schwindigkeit des   Gleitens  an 
•    der  äusseren  Peripherie  grosser 
ist  als  an  der  inneren.  In  Folge 
dieser     ungleichförmigen    Ab- 
nutzung würde  der  Druck  an 
der  äusseren  Peripherie  allmälig* 
abnehmen,  an  der  inneren  Peri- 
pherie zunehmen,  und  diese  Aenderung  in  der  Druckvertheilung  würde 
sich  so  lange  fortsetzen,   bis   der  Einfluss  des  Unterschiedes  der 
Geschwindigkeiten  durch   den  Einfluss   des   entstandenen    Druck- 
unterschiedes  ausgeglichen  wird.     Sobald  diese  Ausgleichung  ein- 
getreten  ist,    wird    die    fernere   Abnutzung    überall    gleichmäßig 
stattfinden,  und  in  der  Druckvertheilung  keine  weitere  Aenderung 
mehr  erfolgen.     Man  darf  annehmen ,   dass   bei  solcher  Druckver- 
theilung die  pro  Flächeneinheit  wirkenden  Drücke  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  stehen,  dass  also  zwei  Flachen- 
theilchen  a  und  A  gleichen  Druck  empfangen,   wenn  ihr  Grus-eit- 
verhältniss  dem  umgekehrten  Verhaltniss  ihrer  Entfernungen  von 
der  Drehachse  gleich  ist. 

Denkt  man  sich  die  ganze  Hingfläche  auf  die  in  Fig.  328 
angedeutete  Art  zerlegt  in  unendlich  schmale  concentrischc  Kinne 
von  gleichen  Breiten,   und  aus  diesem  lüngsystem  den  unendlich 
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kleinen  Sector  Fig.  330  herausgeschnitten,  so  findet  man,    dass 
die  Mittelkraft  von  den  beiden  gleich  grossen   in  den  Flächen- 

theilchen  a  und  A  wirkenden  Reibungs- 
widerständen den  Abstand  derselben 
halbirt,  dass  also  diese  beiden  Reibungs- 
widerstände  gerade  so  wirken,  wie  wenn: 

R  +  r 


Fig.  330. 


325)     p  = 


2 


Q-H+r 

x 


ihr  gemeinschaftlicher  Hebelarm  wäre. 
Das  Gleiche  lässt  sich  in  Bezug  auf 
die  übrigen  Paare  von  Flächen -Ele- 
menten nicht  nur  dieses  einen,  sondern 
auch  aller  übrigen  Sectoren  nachweisen. 
Es  wirken  daher  bei  einem  ringförmigen  Stützzapfen  die  Reibungs- 
widerstände gerade  so,  wie  wenn  der  ganze  Zapfendruck  D  auf 
eine  Kreislinie  sich  concentrirte ,  deren  Halbmesser  dem  arith- 
metischen Mittel  des  äusseren  und  inneren  Halbmessers  gleich  ist 
Das  Moment  des  Zapfeareibungswiderstandes  für  einen  solchen 
Stützzapfen  ist  also: 

326)    3»  =  /ö(^±^). 

Für  den  Fall,  dass  die  Reibungsfläche  eine  volle  Kreisfläche 
bildet,  hat  man  r  =  0  zu  setzen,  und  erhält: 

R 


Fig.  331. 


\6\6Z 


327)  2»=/D 

Wären  die  Reibungsflächen  — 
wie  in  Fig.  331  angedeutet  —  mit 
concentrischen  Keilnuthen  vom 
Convergenzwinkel  25  versehen,  so 
würde  statt  des  Reibungscoef- 
ficienten  /  der  Reibungscoefficieut 

für  Keilnuthen-Flächen  /,  =  -J-  - 

zu  setzen  sein,  und  man  erhielte 
die  Gleichung: 

328)  m^f^D^^y 


Da    nach    §  61    die    Grösse 
des   Reibungswiderstandes   unab- 
hängig ist  von  der  Anzahl  der  neben  einander  liegenden  Keil- 
nuthen, so  würde  diese  Gleichung  auch  dann  noch  gültig  bleiben, 
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wenn  die  ganze  Lagerflache  durch  eine  einzige  Kellnuth  gebildet 
würde.  Denkt  man  sich  alsdann 
Fig.  332.  die   innere  Wand  dieser  Kcil- 

nuth  hinweggcnommen ,  so  er- 
halt man  die  Form  des  koni- 
schen StUtzzapfens,  für  «eichen 
ebenfall»  die  obige  Gleichung 
noch  richtig  bleibt. 

Um  auf  directem  Wege  jene 
Gleichung  abzuleiten,  würde 
man  in  Fig.  332  die  algebraische 
■  Summe  der  in  der  Aclisen- 
richtung  wirkenden  Kräfte,  und 
in  Fig.  333  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente 
Flg- 333"  in    Bezug    auf  die    Drehachse 

gleich  Null  zu  setzen  haben. 
woraus  sich  die  beiden  Glei- 
chungen ergebeu: 

329)  Z)=2(Jvsm8)=sinS^lA*). 

330)  W  -  1  (fN9)  =/p  v  (.\ ) 

Durch  Elimination  der  GroVe 
2E(Ar)  erliiilt  man  hieraus  die 
Gleichung : 

H  +  r 


W  =  -J-r  Dp=f.D  (^4-r). 
sin  8        r       '  ■       V     2     ) 


Dass  auch  hier  die  Reibungswiderstände  gerade  so  wirken,  wie 
wenn  der  Zapfendruck  auf  die  mittlere  Kreislinie  vom  Malbmes>er 
-- ~—  sich  concentrirte,  lässt  sich  auf  dieselbe  Art,  wie  oben  in 
Bezug  auf  den  ebenflächig  begrenzten  Stützzapfen  geschehen, 
nachweisen. 


§71. 
Frlctiousr  ollen. 

Die  Mittelkraft    W  der   beiden    von   den    Frictionsrollen  ge- 
leisteten Gegendrücke    H', ,     W.t    bildet    mit  dein  Zapfen  drucke  V 


Frictionsröllen. 
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zasammen  dasjenige  Kräfte- Paar,  welches  dem  treibenden  Kräfte- 
Paare  SR  entgegenwirkt;  es  ist  also  nach  Fig.  334  zu  setzen: 

332)  2R=  W.~ÖN. 

Statt  des 
statischen  Mo- 
mentes der 
Mittelkraft  W 
kann  die  Sum- 
me der  stati- 
schen Momen- 
te ihrer  bei- 
den Seiten- 
kräfte Wt,W7 
gesetzt  wer- 
den, deren  je- 
de an  dem  He- 
belarme psins 
wirkt ,  also 
ist  * 

333)  m  =  (Wt  +Wi)  psins. 

Aus  der  in  Fig.  334  angedeuteten  Parallelogramm-Construc- 
tinn  ergeben  sich  die  Werthe  Wx  =  D  cos  e  und  W2  =  D  sin  z 
und  nach  Substitution  derselben  erhält  man  die  Gleichung: 

334)  3Ä  =  D  p  sin  s  (cos  e  -f-  sin  e). 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  e  dient  die  aus  dem  Dreieck 
ABC  %\o\i  ergebende  Gleichung: 

335)  4r  =  -?5-L    oder 


'''i'W 


sine  = 


sincp, 


22  sin  ^  R 

Da  e  kleiner  ist  als  yy  so  kann  bei  kleinen  Reibungswinkeln 
der  Factor  (cos  s  -j-  sin  e),  als  wenig  von  Eins  verschieden,  ver- 
nachlässigt   werden,    und    wenn    man    ausserdem  /   statt    sin  <p 

(also  annähernd  sin  z  =/  -~  j  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
336)    a»=/^-2>p. 

Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem  in  Gleichung  316) 
gefundenen  zeigt,  dass  durch  die  Frictionsröllen  die  Wirkung  der 
Zapfenreibungswiderstände  vermindert  wird  im  Verhältniss: 

r    Frictionsrollen-Zapfen-Halbmesser 

R  Frictionsrollen-Ilalbmesser. 


»Hlrr,  Mechanik. 


22 
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Fig.  336. 


Bei  der  in  Fig.  335  dargestellten  Lage  der  beiden  Frictions- 
rollen  ergiebt  sich  für  das  Moment  des  treibenden  Kräfte-Paares 

die  Gleichung: 

337)    W  =  D*. 

Der  Hebelarm  w 
ist  auf  dieselbe  WtMM* 
wie  in  Fig.  327  zu 
bestimmeu.  Aus 
Gleichung  320)  er- 
giebt sich  —  wenn 
darin  «p  mit  e  ver- 
tauscht wird  —  d<T 
Werth :  • 


sin  2  - 


'  ^*'W>-:%$&'' 


"•*>•/,#,,  ,s£/. » ' 


338)    x  —  p  ' 

'  r  2  sin  o 

und  nach  Substitu- 
tion   desselben    er- 


hält man  die  Gleichung: 

339)   a»  =  />p^4, 

'  r  2  sm  o* 

worin   der  Winkel    e   wiederum   nach    Gleichung  335)    bestimmt 
werden  kann. 

Die  beiden  Gleichungen  321)  und  339)  unterscheiden  sich 
nur  dadurch  von  einander,  dass  in  ersterer  ^p,  in  letzterer  s  steht. 
Um  also  eine  für  praktische  Anwendungen  hinreichend  genaue 
Gleichung  zu  erhalten,   hat  man  nur  in  Gleichung  322)  statt/ 

den  WcrtR/ -=-  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Gleichung: 


w  *«(i£«)(-i-)"p. 


welche  zeigt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  335  dargestellten  Art  der 
Anwendung  von  Frictionsrollcn  die  Wirkung  der  Reibungswider- 

stände  vermindert  wird,   sobald  — . -, - -=r  kleiner  ist  als  Eins. 


Wäre  z.  B.  28  —  60°  (also  sin  o  =  -   I  und   u  —  -     ,  so  würde  dunh 

die  Frictionsrollen  sowohl  das  Moment  als  auch  die  niechaniache  Arbeit  d^ 
Zapfenreibungswiderstandes  auf  den  fünften  Theil  redueirt. 
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.§  72. 

Hirn'sche  Reibungswage. 

Wenn  der  Gegendruck  W  des  rotirenden  Zapfens  dem  Total- 
gewichte G  des  belasteten  Wagebalkens  das  Gleichgewicht  halten 
soll,  60  muss  die  Richtungslinie  der  Kraft  G  durch  die  Be- 
röhrungsstelle  der  beiden  Körper  hindurchgehen,  also  nach  §  70 
in  der  Entfernung  p  sin  <p  am  Mittelpunkte  des  Zapfenkreises  vor- 
bei gehen  (Fig.  336).     Bei   symmetrischer   Lastvertheilung  würde 


V 


0 


LJ 


der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  der  Verticalen  des  Zapfenmittel- 
punktes  liegen,  und  die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente sämmtücher  Gewichte  in  Bezug  auf  den  Zapfenmittelpunkt 
gleich  Null  sein.  Durch  Hinzufügen  eines  Uebergewichts  p  an 
der  linken  Seite  lässt  sich  erreichen,  dass  der  Schwerpunkt  um 
die  Grösse  p  sin  y  seitwärts  rückt  Das  statische  Moment  der 
Mittelkraft  G  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen 
Momente  aller  einzelnen  Gewichte,  und  die  letztere  reducirt  sich 
auf  das  statische  Moment  des  Uebergewichts  p.  Es  ergiebt  sieh 
also  nach  Fig.  336  die  Gleichung: 

341)    pZ==r6rpsincp    oder    sin  <p  —  (-£-)  (— J , 

aus  welcher  der  Zapfenreibungscoefficient  berechnet  werden  kann, 
wenn  die  Gewichte  p  und  6?  durch  directe  Beobachtung  bestimmt 
wurden.  Wegen  Kleinheit  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus  und 
Tangente  des  Reibungswinkels  kann  übrigens  —  wie  schon  im 
§  70  bemerkt  —  die  Grösse  sin  <p  ohne  Bedenken  mit  dem 
Keibungscoefficienten  selbst  verwechselt  werden. 

22* 
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Wäre    z.  B.    p  =  0"\05,    l  =  1™   und   G  =  1000  Kil.,  p  =  0,5  Kil.   ge- 
funden, so  ergäbe  sich  für  den  Reibungscoefficienten  der  Werth: 

__    0,5         1  m 


§  73. 

Bewegung  eines  von  rotirenden  Cy lindern  unterstützten 

<  Körpers. 

* 

Gleichförmige  Bewegung. 

Um  einen  auf  ruhender  horizontaler  Unterlage  ruhenden  Kör- 
per vom  Gewichte  G  in  Bewegung  zu  versetzen,  dazu  bedarf  es 
einer  Kraft,  welche  mindestens  so  gross  als  der  dem  Drucke  G 
entsprechende  Reibungswiderstand  fG  sein  muss.  Um  dagegen 
einen  auf  bewegter  Unterlage  ruhenden  Körper  in  Bewegung  zu 
versetzen,  dazu  ist  die  kleinste  Kraft  schon  ausreichend.  Denn 
der  ruhende  Körper  ist  im  letzteren  Falle  bereits  in  relativer 
gleitender  Bewegung  in  Bezug  auf  seine  Unterlage  begriffen;  die 
mit  dem  Gleiten  verbundenen  Reibungswiderstände  sind  also  schon 
in  voller  Wirksamkeit  und  werden  aufgehoben  durch  diejenigen 
Kräfte,  welche  den  Körper  ruhend  erhalten.  Wenn  also  die 
letzteren  unverändert  bleiben,  so  wird  die  geringste  neu  hinzu- 
kommende Kraft  diesen  Gleichgewichtszustand  stören,  folglich  Be- 
wegung hervorbringen  müssen. 

In  solcher  Situation  befindet  sich  z.  B.  eine  horizontale  ton 
zwei  entgegengesetzt  rotirenden  horizontalen  Cylindern  uuter*tüt/te 
Stange,  deren  Schwerpunkt  mitten  zwischen  den  beiden  Unter- 
stützungsstellen liegt  (Fig.  337).  So  lange  die  Stange  im  Ruhe- 
zustände sich  befindet,  halten  die  beiden  Reibungswiderstände  /  ^ 

einander  gegenseitig  im  Gleichgewicht;  es  bedarf  also  in  diesem 
Falle  gar  keiner  äusseren  Kräfte,  um  diesen  Ruhezustand  n\ 
unterhalten.  Wenn  dagegen  durch  eine  Horizontalkraft  A'  üV 
Stange  parallel  zur  Richtung  der  Drehachsen  mit  der  Geschwin- 
digkeit v  gleichförmig  fortbewegt  wird ,  so  beschreiben  die  He* 
rührungsstellen  Schraubenlinien  auf  den  rotirenden  Cylindertia«  In » 
(Fig.  338).  Die  relative  Geschwindigkeit  w  der  Berührungs>teil» 
in  liezug  auf  die  cylindrische  Unterstützungsfläche  setzt  >i<*li 
(nach  §  33)  zusammen  aus  der  wirklichen  Geschwindigkeit  r  <i.  r 


i  ronrenden  Cyliudcin  unterstützten  Körpers. 


Stange  und  der  in 


Richtung  genomme- 
nen Umfangsge- 
schwindigkeit c  des 
Cylinders.  Die  Rei- 
bungswiderstände 
f-s-  wirken  den  re- 
lativen Bewegungs- 
richtungen  entge- 
gen, und  für  den 
Winkel  e ,  den  die- 
selben mit  der  Stan- 
genrichtung bilden, 
ergiebt  sich  aus  den 
in  Fig.  338  ange- 
deuteten Parallelo- 
grammen der  Ge- 
schwindigkeiten die 
Gleichung : 


342)     ein  e  =  -?-  , 


Die  beiden  parallel  zu  den  Drehachsen  gerichteten  Seiten- 
kräfte f-ä" 8m  *  bilden  zusammengenommen  den  von  der  Kraft 
K  zu  überwindenden  Widerstand.  Die  Bedingung  der  Gleich- 
förmigkeit der  fortschreitenden  Bewegung  der  Stange  ist  also: 

343)    K  =  fGsmt,=fG- 


V  •>'  +  c*  " 

I>ie  Gleichung  neigt,  dass  K  gleich  Null  wird,  wenn  v  =  0 
ist.  und  umgekehrt:  dass  v  um  so  mehr  der  Grenze  Null  sich 
nähert,  je  kleiner  die  Kraft  K  ist.  Wie  klein  aber  auch  die  Kraft 
Ästin  möge:  es  wird  immer  eine  Geschwindigkeit  v  geben,  bei 
welcher  diese  Kraft  ausreicht,  um  die  Bewegung  bei  solcher  Ge- 
schwindigkeit gleichförmig  zu  unterhalten. 

Wenn  die  Kraft  K  —  folglich  auch  das  Verhältniss  A=-  =n 
—  gegeben  ist,  und  diejenige  Geschwindigkeit  v  gesucht  wird, 
welche  die  Stange   haben   muss,   wenn  die  Bedingung  des  gleich- 
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förmigen. Fortschreitens  erfüllt  sein  soll,   so  ergiebt  sich   für  die- 
selbe aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

344)    v  =  -T7J=^. 

Aus   dieser  Gleichung   &*hält   man   z.   B.    die   nachfolgenden 
zusammengehörigen  Werthe  nir  n  und  v: 

1 


n=l 


V2 


v 


oo 


0,6 
3 


oo. 


0. 


Wcosajjing 


cosa 


Wie  bei  horizontaler  Lag<* 
der  Drehachsen  die  Hori- 
zontalkraft K,  so  wirkt  bei 
geneigter  Lage  der  Dreh- 
achsen die  denselben  paral- 
lele Seitenkraft  G  sin  a  des 
Gewichtes  (Fig.  339).  Die 
Bedingung  der  gleichförnii 
fortschreitenden  Beweguu 
ist  für  diesen  Fall: 


ir 


G  sin  a  =fG  cos  a  .  sin  e    oder 


345)    tg  a  — /  sin  e  — /  - 


v 


Setzt  man  hierin  das  Verhältniss  *,,  c.os  -  ~  --  —  =  n,   >o 

Cr  sin  *  tg  a 

erhält  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  für  v  den  Werth: 


v 


also  wiederum  denselben  Werth,  welcher  für  den  vorigen  Fall  be- 
reits gefunden  wurde. 

Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dass  jedem  Neigungs- 
winkel a  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  v  entspricht  Die  ge- 
ringste Neigung  der  Drehachsen  wird  sich  also  durch  eine  fort- 
schreitende Bewegung  der  Stange  kund  geben.  Ebenso  wird  em 
mit  unten  angehängtem  Gewichte  belasteter  King  an  einer  ein- 
zelnen rotirenden  Welle  aufgehängt  längs  derselben  allmälig  fort- 
rücken, wenn  auch  die  Abweichung  der  Drehachse  von  der  Hori- 
zontalen so  klein  ist,  dass  dieselbe  der  directen  Beobachtung  such 
entzieht. 
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Schwingende  Bewegung. 

Wenn  der  Schwerpunkt  der  Stange  dem  einen  Unterstützungs- 
punkte  näher  liegt  als  dem  anderen,   so  entstehen   in  Folge  un- 

gleichmässiger  Druck- 
Pig.  340.  vertheilung    ungleiche 

V*  G\^f)  VrG  (— )  Reibungs  widerstände 

an  den  beiden  Unter- 
stützungsstellen ,     und 
i      der    Ueberschuss    des 
grösseren     treibt     die 
Stange      nach      ihrer 
Gleichgewichtslage  zu- 
rück.     Bei    der    Ent- 
fernung x  von  der  Gleichgewichtslage  hat  dieser  Ueberschuss  nach 
Fig.  340  die  Grösse: 

346)    K=fVl—fV=^-x. 

Die  zurücktreibende  Kraft  ist  also  proportional  der.  Ent- 
fernung von  der  Gleichgewichtslage,  folglich  (nach  §  25)  die  Be- 
wegung der  Stange  eine  hin  und  her  schwingende. 

Um  die  Dauer  einer  Schwingung  zu  berechnen ,  hat  man 
(nach  §  25)  zunächst  die  Beschleunigung  q  bei  der  Entfernung 
*  =  1  zu  bestimmen.  Wenn  mit  M  die  Masse  dqr  Stange  be- 
zeichnet wird,  so  ist: 


M7>  f—ffi--1-^- 


Wenn   man   diesen  Werth   in   Gleichung   70)   substituirt,   so 
erhält  man : 


t 


=ih==z«V-k-> 


348)     .=  V¥_..  f    fg 

Die  Schwingungsdauer  ist  also  gleich  der  eines  einfachen 
Pendels  von  der  Länge  ^-,  (z.  B.  gleioh  der  eines  Pendels  von 

der  Länge  100  . 1,  wenn  /=  0,0f  ist). 

Vorausgesetzt  ist  bei  dieser  Berechnung,  dass  der  Reibungs- 
roefficient  /  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  Gleitens, 
**b  (wie  schon  im  §  58  erwähnt)  der  Wirkliclikeit  nicht  ganz 
entspricht. 
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§  74. 
Prony'scher  Zaum. 

Die  beiden  gleichförmig  umlaufenden  Wellen  A  und  B  in 
Fig.  341  stehen  durch  ein  Zahnräder-Paar  mit  einander  in  Ver- 
bindung; die  Welle  A  ist  die 
treibende,  die  Welle  B  die  getrie- 
bene. Die  beiden  Zahnräder 
übertragen  an  der  Eingriffssteile 
auf  einander  wechselseitig  eine 
Druckkraft  D,  welche  treibend 
auf  die  Welle  B,  dagegen  als 
Widerstand  auf  die  Welle  A  wirkt. 
Dieser  Widerstand  wirkt  auf  die 
Welle  A  wie  ein  Gewicht  ZX 
welches  an  einem  um  den  Rad- 
kreis gewickelten  Faden  hängend  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit 
c  hinaufgewunden  wird.  Die  zum  Aufwinden  eines  solchen  Ge- 
wichtes pro  Secunde  erforderliche  mechanische  Arbeit  ist: 

349)    91  =  De. 

Ebenso  gross  ist  die  zum  Treiben  der  Welle  B  erforderliche 
—  d.  h.  die  von  der  Welle  A  auf  die  Welle  B  pro  Secunde  über- 
tragene mechanische  Arbeit.  —  Die  Grösse  dieser  Arbeit  kann 
mittelst  des    in    Fig.   342    dargestellten   Prony'schen   Zaums  auf 

folgende  Weise  jze- 
Pig.  342.  messen  werden.  Man 

setzt  zunächst  die 
beiden  Zahnräder 
ausser  Eingriff.  Die 
von  dem  Wider- 
stände D  nunmehr 
befreiete  Welle  A 
wird  alsdann  (Hei 
#  gleich     bleibendem 

Kraftzuflusse)  rascher  umlaufen  als  vorher.  Die  Zahl  der  Umdrehun- 
gen pro  Minute  wird  von  n  bis  auf  n,  zunehmen.  Es  wird  an 
die  Welle  A  dann  der  Zaum  angelegt,  und  mittelst  Anziehens  der 
Schrauben  bewirkt ,  dass  die  Umdrehungszahl  wieder  bis  auf  die 
Zahl  n  herabsinkt.     Sobald  die  frühere  Umdrehungsgeschwindig- 


C 


C\ 


A 


t\ 


tw 
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keit  wieder  hergestellt  ist,  beträgt  die  jetzt  durch  Reibung  pro 
Secunde  verzehrte  mechanische  Arbeit  gerade  so  viel  wie  früher 
die  mittelst  der  Zahnräder  auf  die  Welle  B  übertragene  mecha- 
nische Arbeit. 

Der  mittelst  des  Zaumes  hervorgebrachte  Reibungswiderstand 
wirkt  auf  die  Welle  A  wie  ein  Gewicht  W,  welches  an  einem 
am  die  Welle  gewickelten  Faden  hängend  mit  der  Umfangs- 
geschwindigkeit v  an  der  linken  Seite  hinaufgewunden  wird.  Die 
hierzu  erforderliche  mechanische  Arbeit  ist: 

350)  »  =  Wv. 

Auf  den  Zaum  wirkt  der  Reibungswiderstand  rephts  herum 
drehend  wie  ein  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  aufge- 
hängtes Gewicht  W.  Dieses  Gewicht  kann  dadurch  gemessen 
werden,  dass  man  auf  der  linken  Seite  bei  C  so  viel  Gewicht  P 
unilängt,  als  nöthig  ist,  um  dem  Gewichte  W  das  Gleichgewicht 
and  den  Balken  wagerecht  schwebend  zu  halten.  Nach  der 
Gleichung  des  Hebels  ist  alsdann: 

351)  Pl=Wr    oder     W=P.—. 

r 

Wenn  man  diesen  Werth  für  W  in  Gleichung  350)  substituirt, 
*o  erhält  man: 

352)  %  =  P(-L'v). 

Der  eingeklammerte  Factor  bezeichnet  die  Peripherie-Geschwindig- 
keit, welche  ein  Kreis  vom  Halbmesser  l  besitzen  würde,  wenn 
derselbe  an  der  Drehbewegung  theilnähme.  Wenn  man  diese 
Geschwindigkeit  mit  V  bezeichnet,  so  erhält  man  die  einfachere 
Gleichung: 

353)  ä  =  P.  V. 

Die  gesuchte  mechanische  Arbeit  ist  also  gleich  dem  gefun- 
denen Gewichte  P  multiplicirt  mit  der  Geschwindigkeit,  welche 
der  Aufhängepunkt  besitzen  würde,  wenn  der  Zaum  an  der  Dreh- 
bewegung theilnähme. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  der  Schwerpunkt  des  unbe- 
lasteten Zaumes  in  der  Verticalen  des  Drehpunktes  liegt.  Wäre 
dies  nicht  der  Fall ,  läge  der  Schwerpunkt  z.  B.  links  von.  der 
Drehachse,  so  würde  in  Gleichung  353)  statt  des  Gewichtes  P 
ein  entsprechend  grösseres  Gewicht  in  Rechnung  zu  bringen  sein. 
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Wenn  z.  B.  die  UralaufszeR  n  =  75  (Umdrehungen  pro  Minute)  wäre, 
und  das  an  dem  Hebelarme  l  =  2"\5  wirkende  Gewicht  P  =  160  Kil.  g»>- 
runden  wäre,  so  ergäbe  sich  zunächst  für  die  Geschwindigkeit  V  der  Werth: 

K=  2/it~  =  2  .  2,5  .  3,14  -^-  =  19»,635, 

und  für  die  pro  Secunde  übertragene  mechanische  Arbeit  nach  Gleichung  3Tv5> 
die  Grösse: 

%  =  100  .  19,685  =  1963»k,5  =  26,18  Pferdekräfte. 


§  75. 

Frictionsräder. 

Von  den  beiden  Wellen  A  und  B  in  Fig.  342   soll  A  die 
treibende,    B  die  getriebene  sein;    die  Uebertragung   der  Dreh- 
bewegung soll  durch  die  bei- 
Fig.  343.  den  auf  den  Wellen  befestigten 

einander  berührenden  Scheiben 
vermittelt  werden. 

Den  Gesammtwiderstand. 
welcher  bei  Umdrehung  der 
getriebenen  Welle  B  zu  über- 
winden ist,  kann  man  sich 
durch  ein  Gewicht  W  veran- 
schaulichen, welches  an  einem 
um  die  Welle  —  oder  eine  mit 
der  Welle  umlaufende  Trommel  —  gewickelten  Faden  hängend, 
bei  Umdrehung  derselben  hinaufgewunden  wird.  Eine  Kraft  A*, 
welche  am  Umfange  der  Scheibe  vom  Halbmesser  R  in  tangen- 
tialer Richtung  wirkend  den  am  Hebelarme  r  wirkenden  Wider- 
stand W  überwinden  und  die  Welle  B  gleichförmig  treiben  soll. 
mußs  der  Bedingung  genügen: 

354)    KR=Wr   oder   K=W±. 

Wenn  durch  Kräfte,  welche  auf  die  Zapfenlager  der  beiden 
Wellen  wirken,  zwischen  den  beiden  Scheiben  an  der  Berührung- 
steile  ein  Druck  D  hervorgebracht  wird  von  solcher  Grösse,  da** 
der  diesem  Drucke  entsprechende  Reibungswiderstand  fD  die 
Grösse  K  erreicht  oder  überschreitet,  so  wird  die  Reibung  zwi- 
schen den  beiden  Scheiben  schon  ausreichen,  um  zu  bewirken, 
dass  die  Bewegung  von  der  Wrelle  A  auf  die  Welle  B  übertraf» 
wird,   und  dass  die  getriebene  Scheibe  mit  derselben  Peripherie- 
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geschwindigkeit  sich  bewegt  wie  die  treibende  Scheibe.  Für  den 
unteren  Grenzwerth  des  erforderlichen  Druckes  D  ergiebt  sich 
hiernach  die  Bedingung: 

355)  fD  =  K  oder   D=~, 

oder  nach  Substitution  des  in  Gleichung  354)  für  K  gefundenen 
Werthes: 

356)  D=   Wr 


fB  ' 


Wenn  z.  B.  W  =  100  Kü.,  r  ==  0,15»-,  R  =  0,5m  ist,  und  als  Reibungs- 
eoeffident  für  die  beiden  (gusseisernen) ,  Frictionsscheiben  /  =  0,20  gesetzt 
*ird,  so  erhalt  man: 

^  =  _^i*         150KÜ. 
0,20.0,5 

Bei  einem  Drucke,  der  weniger  als  150  Kil.  beträgt,  würde  ein  Gleiten 
eintreten;  bei  grösserem  Drucke  aber  würde  ein  Theil  des  Reibungswider- 
sundes  schon  ausreichen,  um  die  erforderliche  Triebkraft  K  auf  die  getrie- 
bene Scheibe  zu  übertragen. 

Je  kleiner  der  Reibungscoefficient  /  ist,  um  so  grösser  muss 
der  Druck  D  sein,  und  um  so  grösser  wird  auch  die  durch  diesen 
Druck  entstehende  Vennehrung  der  Zapfenreibung  an  den  beiden 
Wellen.  Nach  §  61  hat  das  Anbringen  von  Keilnuthen  an  den 
Berührungsflächen  dieselbe  Wirkung  wie  eine  Vergrösserung  des 
Reibungscoefficienten  im  Verhältniss  von/  zu/t  (Gleichung  234). 
Es  ist  also  vorteilhaft ,  die  Umfange  der  Frictionsscheiben  auf 
die  in  Fig.  344  angedeutete  Weise  mit  Keilnuthen  zu  versehen. 

für     welchen     Fall 
Fig.  344.  statt    /     der    Rei- 

,-"''■    bungscoefficient  für 
::*A  Keilnuthen: 

J  i         sin  & 
in  Gleichung  356)  zu  substituiren  sein  würde,  welche  alsdann  die 
Form  annimmt: 

357)    Z>  =  sin8-?J. 

Wenn  z.  B.  der  Convergenzwinkel  der  Keilnuthen  25  =  60°  also  sin5=y 
**e,  so  würde  bei  den  im  obigen  Zahlcnbeispiele  angenommenen  Werthen 
«Q  Druck  von  75  Kil.  (Btatt  150  Kil.)  zur  Uebertragung  der  Triebkraft  schon 
«weichen. 
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.        §  76. 

Reibung  eines  Fadens  am  Umfange  eines  Cy linders. 

Der  Gleichgewichtszustand  des  durch  die  spannenden  Kräfte 
K  und  P  ruhend  gehaltenen  vollkommen  biegsamen  Fadriis 
(Fig.  345)   würde  keine   Störung  erleiden,   wenn   auf  irgend  eine 

Weise  die  Biegsamkeit  desselben 
aufgehoben,  und  der  Faden  in 
eine  feste  Stange  verwandelt  würde. 
Es  müssen  daher  die  auf  den  Faden 
wirkenden  Kräfte  den  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  in  der- 
selben Weise  genügen,  wie  wenn 
der  Faden  ein  fester  Körper  wäre. 
Auf  den  Faden  wirken  ausser 
den  Kräften  K  und  P  noch  die 
radial  gerichteten  normalen  Ge- 
gendrücke des  rotirenden  Cyliuders 
nebst  den  ihnen  entsprechenden 
tangential  gerichteten  Reibung>- 
widerständen.  Nach  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungeii 
muss  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  siimmt- 
licher  auf  den  Faden  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Ach** 
0  gleich  Null  sein.    Es  ist  also  nach  Fig.  345: 

358)    0  =  /V  —  ATr-f  2(fNr)   oder    K—P=*2(fX). 

Um  die  an  den  einzelnen  Berüh- 
rungsstellen wirkenden  Normaldrücke 
N  und  die  zugehörigen  Reibung^- 
widerstände  fN  zu.  bestimmen,  zerlegt 
man  den  ganzen  vom  Faden  um- 
spannten Bogen  in  n  gleiche  Theile, 
denkt  sich  an  den  Endpunkten  eiut* 
solchen  Bogentheiles  den  Faden  durch- 
schnitten und  durch  die  an  den 
Schnittstellen  augebrachten  Kräfte  tf 
und  S%  den  Gleichgewichtszustand 
dieses  Fadentheiles  wieder  hergestellt 

(Fig.  346).    Wenn  keine  Reibung  an  diesem  Fadentheile  stattfände 

so  würde  S=^S{  und: 
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gesetzt  werden  können.  Je  grösser  die  Zahl  n  angenommen  wird, 
um  so  kleiner  würde  der  Fehler  sein,  den  man  begeht,  indem 
man  (die  Sinus-Zahl  mit  der  Winkel-Zahl  vertauschend): 

n 
<etzt,  und  indem  man  annimmt,   dass  der   Kraft  St    ausser  der 
Kraft  S  noch  der  jenem  Normaldrucke  entsprechende  Reibungs- 
widerstand: 

entgegenwirkt.  Hiemach  würde  man  für  die  Spannung  S,  die 
Gleichung  erhalten: 

Der  eingeklammerte  Factor  bezeichnet,  die  Zahl,  mit  welcher 
man  die  an  irgend  einem  Theilpunkte  stattfindende  Spannung 
/n  multipliciren  hat,  um  die  Spannung  in  dem  nächstfolgenden 
Theilpunkte  zu  erhalten. 

Um  also,  von  der  Spannung  P  an  der  Stelle  A  ausgehend, 
die  Spannung  K  an  der  Stelle  B  zu  finden,  hat  man  nmal  nach 
einander  die  Zahl  P  mit  jenem  Factor  zu  multipliciren,  und  er- 
hält demnach  für  K  die  Gleichung: 

359)  jr=p(i+£)'. 

Je  grösser  die  Zahl  n  angenommen  wird,  um  so  mehr  wird 
diese  Gleichung  das  wirkliche  Verhältniss  zwischen  den  Kräften 
A' und  p  darstellen.     Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist: 


(i  +  £-)n  =  i+/«  +  JÜ-JL  <M1 


,    n(n-1)(n-2)   if^x 
"+■  n3""  1.2.3  """""" 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise   der  Diiferenzialrechnung  würde  diese 
Gleichung  die  Form  annehmen: 

St-  S=  dS  =  fSd*    oder    -/-  =  /da, 

&nd  darch  Integration  derselben  erhält  man: 

|     ^-=/J    **      »&**      lg!T-lgP=/«=:lg(5)    also: 

K  f* 

P   =  e 
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und  wenn  man  in  dieser  Reihe  »  =  oo  setzt,  so  erhält  man  al> 
Grenzwerth: 

worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen -Systems  Im- 
zeichnet  (e  =  2,71828  .  .  .).  Hiernach  erhält  man  für  K  die 
Gleichung: 

360)  #=P/°\ 

welche  zeigt,  dass  das  dem  Gleichgewichtszustande  entsprechende 
Verhältniss  der  Kräfte  K  und  P  nur  von  den  Grossen  a  und  / 
abhängt,  dagegen  unabhängig  ist  von  dem  Halbmesser  des  Cy- 
linders. 

Auf  den  rotirenden  Cylinder  wirken  die  Rcibungswiderstämle 
fN  in  entgegengesetztem  Sinne,  also  der  Drehbewegung  desselben 
entgegen.  Als  statisches  Moment  der  zum  gleichförmigen  Drehen 
des  Cylinders  erforderlichen  Kraft  in  Bezug  auf  die  Drehach«1 
erhält  man  demnach: 

oder   nach  Gleichung   358),    wenn   darin    für  K  der  gefundene 
Werth  substituirt  wird: 

361)  %l=r(K—  P)r  =  Pr(/"-l). 

Die  beiden  Gleichungen  360)  und  361)  gelten  für  jede  be- 
liebige Geschwindigkeit  der  Drehbewegung,  folglich  auch  noeli 
für  die  Geschwindigkeit  Null,  oder  für  den  Ruhezustand  des  Cy- 
linders. Für  letzteren  Fall  bezeichnet  die  Gleichung  360)  den 
Grenzwerth ,  welchen  die  Kraft  K  nicht  überschreiten  darf,  wenn 
der  durch  den  Widerstand  »P  zurückgehaltene  Faden  nicht  hin::* 
der  ruhenden  Cylinderfläche  gleiten  soll;  und  die  Gleichung  3*il 
bezeichnet  für  diesen  Fall  den  Grenzwerth,  welchen  eine  auf  den 
Cylinder  wirkende  Drehkraft*  nicht  überschreiten  darf,  wenn  der- 
selbe niejit  in  Drehbewegung  versetzt  werden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  Drehbewegung  des  Cylinders  in  tlt-r 
entgegengesetzten  Richtung  stattfindet,  würde  in  den  obig«" 
Gleichungen  entweder  K  mit  P  zu  vertauschen ,  oder  —  /  >|atl 
-{-/  zu  substituiren  sein,  insofern  alsdann  die  Reibung*«  «da- 
stände auf  jeden  der  beiden  Körper  in  einer  der  vorigen  «-nt- 
gegengesetzten  Richtung  wirken.  Es  kann  daher  der  Gleichung  .'W» 
auch  die  allgemeinere  Form  gegeben  werden: 
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362)  K  =??**, 

in  welcher  das  Plus-Zeichen  gilt,  wenn  die  Reibung  der  Kraft  K 
entgegen,  das  Minus -Zeichen,  wenn  die  Reibung  im  Sinne  der 
Kraft  K  wirkt 

Wenn  z.  B.  als  Beibungscoefficient  für  einen  hänfenen  Faden  auf  hölzer- 
nem Cylinder  /  —  0,4  gesetzt  wird,  $o  erhält  man  für  den  in  Fig.  347  darge- 
stellten Fall,  in  welchem«— 7i  ist,  nach  Gleichung  360) 

ü*  M7m  K  =  100  .  c043»14  =  100  .  3,51  =  351  KU. 

Denkt  man  sich  den  Cylinder  unbeweglich  fest- 
gehalten und  die  Zugkraft  K  allmälig  zunehmend,  so 
wird  das  Gleiten  des  Fadens  und  das  Hinaufziehen 
des  Gewichtes  P  beginnen  in  dem  Augenblicke,  wo 
die  Zugkraft  K  die  Grösse  von  351  Kil.  überschreitet» 
Ebenso   gross  würde   auch   die    zum    gleichförmigen 
lOOKfl.     Hinaufziehen  des  Gewichtes  P  erforderliche  Zugkraft 
K  während  der  Bewegung  sein  müssen.  Soll  dagegen 
die  Kraft  K  nur  das  Gleiten  des  Fadens  oder  dtfs  Hinabsinken  des  Gewichtes 
P  verhindern,   so  würde  der  untere  Grenzwerth  der  hierzu  erforderlichen 
Kraft  zu  bestimmen  sein  nach  der  Gleichung: 

K  =  100  .  «-<*•**  =  Jg-  =  28,5  KU. 

Ebenso  gross  würde  die  Kraft  K  auch  während  des  Hinabsinkens  des 
Gewichtes  P  sein  müssen,  wenn  dieses  Hinabsinken  gleichförmig  erfolgen  soll. 
Für  den  ruhenden  Faden  ist  also  die  Fortdauer  des  Ruhezustandes  an  die 
Düngung  geknüpft:  dass  die  Kraft  K  nicht  grösser  als  351  Kil.  und  nicht 
Weiner  als  28,5  Kil.  sein  darf. 

Setzt  man  in  Gleichung  360)  —  statt  der  Grössen  selbst  — 
die  natürlichen  Logarithmen  derselben  einander  gleich,  so  erhält 
Bau  die  Gleichung: 

363)  ]gJT=lgP+/«    oder    «  =  jlg(f). 

aus  welcher  der  Winkel  a  bestimmt  werden  kann,  wenn  die 
Kräfte  K  und  P  gegeben  sind. 

Wenn  z.  B.  K  =  500  KU.,  P  =  1  KU.,  /  =  0,4  gegeben  ist,  so  erhält 
nun  aus  dieser  Gleichung: 

*  =  -L  .lg500  =  -^  =  15,5365, 

d-  b.  wenn  bei  dem  in  Fig.  348  dargestellten  Falle  die  an  dem  einen  Ende 
des  um  einen  unbeweglichen  Cylinder  gewickelten  Fadens  wirkende  Kraft 
*=  1  Kil.  ausreichen  soll,  um  das  Hinabsinken  des  an  dem  anderen  Ende 
hängenden  Gewichtes  K  =  500  KU.  zu  verhindern,  so  muss  der  zu  dem  vom 
Faden  umspannten  Bogen  gehörige  Winkel  mindestens  die  Grösse  15,5365 
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Fig.  348. 


haben.     Wenn  statt  dessen  die  Anzahl  n   der  erforderlichen  Umwindunnen 
berechnet  werden  sollte,  so  würde  man  zu  setzen  haben: 

*    _   15,53G5 
W  -  2*  -   ~6#J      -  *'474* 

Die  gefundenen  Gleichungen 
können  auch  auf  den  Fall  ange- 
wendet werden,  in  welchem  die 
Cylinderfläche  mit  einer  Keilnuth 
versehen  ist,  an  deren  Seiten- 
P=lKil.  wände  die  runde  Schnur  sich  an- 
legt (Fig.  349).  Es  ist  nur  nrithit:. 
für  diesen* Fall  statt  /  den  Rei- 
bungscoefficienten  für  Keilnuthen  (§  61  Gleichung  234): 

f  =-£- 

J  *         sin  8 
in  Gleichung  302)   zu  substituiren,  welche  alsdann   die  Form  an- 
nimmt: 


=  500  Kil. 


+ 


/« 


<tv 


\"2Ü7 


364)    K=P.e    »i»*. 

Nach   §  61    macht   es   hierbei   keinen   Unterschied,   ob  ein«1 

Keilnuth ,     oder    mehrere 
Fig.  349.  Flg.  350.         neben     einander    liegende 

Keilnuthen  die  Reibuni:>- 
flächen  bildeten.  Die  (ilei- 
chung  364)  gilt  daher  auch 
für  den  (in  Fig.  350  dar- 
gestellten) Fall,  wenn  du- 
Schnur  aus  mehrfach  ne- 
ben einander  in  Keilnuthen 
liegenden  Theilen  besteht. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  347  dargestellten  Falle   die  Cylinderfläche  mit 
Keilnuthen   vom    Convergenzwinkel    2&  =  60°    versehen    wäre,    so    »ftnl» 

_/_  =  M  s 
sin  8         0,5 

werthe  der  Kraft  K  statt  der  gefundenen  Werthe: 


''?:<  /<,;•///,'  f//ytf\ 


A 


0,8  statt  /  zu  substituiren  sein,  und  mau  erhielte  als  Greii/ 


K  =  100  .  e 


+  0,8 . 3,14 


1230  Kil. 

8,13  Kil. 

Unter  gleicher  Voraussetzung  würde  man  bei  dem  in  Bezug  auf  Yvi-  341 
berechneten  Zahlenbeispiele  für  a  einen  Werth  erhalten: 

der  nur  halb  so  gross  ist  als  der  oben  gefundene. 


Brems -Band. 
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§77. 
Brems- Band. 

(Differenzial-Bremse.) 

Das  Umlegen  eines  gespannten  Bandes  um  eine  Triebwelle 
(oder  eine  auf  derselben  befestigte  Scheibe)  erzeugt  einen  Rei- 
bangswiderstand,  welcher  die  Drehbewegung  derselben  in  ähn- 
licher Weise  verzögert,  wie  das  Anlegen  des  in  §  74  beschriebe- 
nen Prony'schen  Zaums.  Es  kann  daher  bei  der  Messung  der 
mechanischen  Arbeit,  welche  von  einer  treibenden  Welle  A  auf 
die  getriebene  Welle  B  übertragen  wird,  statt  des  Prony'schen 
Taams  auch  ein  einfaches  Bremsband  benutzt  werden,  um  die  Be- 
**png  der  Triebwelle  durch  Reibung  zu  verzögern,  wobei  im 
übrigen  dasselbe  Verfahren  anzuwenden  ist,  welches  in  §  74 
ait  Bezug  auf  Fig.  341  bereits  beschrieben  wurde. 

Um  die  erforderliche  Spannung  hervorzubringen,  befestigt  man 
<b*  eine  Ende  des  Bremsbandes  an  einem  festen  Punkte  und  be- 
lastet das  andere  Ende  mit  Gewichten  so  lange,  bis  durch  die 
erzeugte  Reibung  die  normale  Drehgeschwindigkeit  der  Triebwelle 
wieder  hergestellt  ist.  Diesen  Versuch  hat  man  zwei  Male  auf 
verschiedene  Arten  auszuführen:  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  351 
dargestellte  Art,  indem  man  dasjenige  Ende  direct  belastet,  bei 
welchem  die  Reibung  und  das  angehängte  Gewicht  in  gleichem 
Sinne  auf  das   Bremsband   wirken,   das   andere  Mal   auf  die  in 
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%  352  dargestellte  Art,   bei   welcher  Reibung  und   Gewicht  in 
entgegengesetztem  Sinne  wirken.     Jede  von   den  beiden  Spannen- 
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verhindert,    alsu    ent^t-dtrr  -• 
gl«-ic!j förmiges  ^iIlkt-^  d^-r  Lj^' 
ryl»'r  —  bei  einmal  vorh  tudr  • 
Ruhezustände  —  eine  F«»rt*l-  -' 
des  Ruhezustandes  bewirkt  »• 
den.    so  muss  das  Moui*-»'  ",% 
am  Umfange  der  Brems-S^ ^ 
wirkenden  Reibungswiderst-W-  * 
K  -  P  dem  Momente  der  U* 
G   gleich   sein.     Nach  &£  & 
ist  also  die  Gleichgewicht^'1"* 


guug  für  diu  Wolle  A: 


Brau -Band.  365 

Wenn  man  hierin  für  K  den  in  Gleichung  360)  gefundenen 
*th  substitnirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

367)  G  =  P^{e*  —  1). 

Als  Gleichgewichtsbedingung  des  Hebels,  durch  welchen  die 
•ft  P  auf  das  Bremsband  übertragen  wird«  erhält  man  nach 
f.  354  die  Gleichung  Pl  =  QL  oder: 

368)  Q  =  P-L 

i  wenn  man    diese  letztere  durch  Gleichung  367)  dividirt,   so 
fcält  man  die  Gleichung: 


->  *-"(*=t} 


*enn  z.  B.  der  von  dem  Bremsbande  umspannte  Bogen  zwei  Drittel  des 
pBra  Umfanges  betragt,  so  würde  «=     -.2^  =  4,19  *n  setzen  sein;  und 

*■»  ferner  /=  0,2,    -y  =  -&r,    -=  =  -j-  gesetzt  wird,  so  erhalt  man: 

Q_  =  _I_  _L  /_ J \  =  JL 

<7  20  '  4  "  V  ^.^  _  j  ;        104,8* 

Um  also  einer  Last  £  =  1048  Kil.  das  Gleichgewicht  zn  halten,  würde 
*» Ende  des  Bremshebels  eine  Kraft  Q  =  10  Kil.  angebracht  werden  müssen. 

Die  grossere  von  den  beiden  spannenden  Kräften  K  und  P  ist  allemal 
^jfTiige,  welche  der  Umfangsgeschwindigkeit  der  Brems  -  Scheibe  entgegen 
^-  Es  ist  also  hinsichtlich  der  Wirkung  einer  solchen  BremsTorrichtung 
Q  vorteilhaftesten »  nüt  dem  Bremshebel  dasjenige  Ende  des  Bremsbandes 

*  directe  Verbindung  zu  setzen,  an  welchem  die  hervorgebrachte  Zugkraft  in 
**'  Richtung  der  Umfangsgeschwindigkeit  wirkt.    Nach  Gleichung  360)  würde 

*  B.  im  vorliegenden  Falle  für  das  Yerhältniss  der  beiden  Spannungen  der 
*mh  och  ergeben: 

^  »  •«  =  2,31. 

Wenn  also  statt  der  in  Fig.  354  dargestellten  Anordnung  die  entgegen- 

*****  gewählt  wäre  (nämlich  diejenige ,  bei  welcher  das  stärker  gespannte 

£*4*  des  Bandes  mit  dem  Bremshebel  verbunden  wäre),  so  würde  unter  sonst 

pichen  Umständen  eine  2,31  mal  grössere  Kraft  Q  =  23,1  Kil.  am  Endpunkte 

fremshebels  angebracht  werden  müssen. 

Differenzial-  Bremse. 

Bei  der  in  Fig.  354  dargestellten  Anordnung  ist  es  der 
"iderstand  eines  festen  Punktes,  welcher  zum  Hervorbringen 
^r  grösseren    von   den   beiden   Spannungen  K  und  P  benutzt 

23* 
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ffiiifi<'/n  *j"  j?ro»*  au<Ji  iium-r  d.**  M'.i^iit   d-r  auf  ■!•  *■ 
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würijf    z.  15.    für   <ia.k   V<rii«jJtiji^^   <iVr   Heh^larme    dif   lin"»>>e         -    -•'• 

a 

Wühlen  ►•'in,  um  di-n  f/«'iiafjfit«'n  Zweck  zu  erreichen. 

§  7*. 

Riemen-Scheiben. 

Von   den    beiden    Wellen    A   und   £J  in    Fig.  357  M  J  ( 
(treibende,    B  die   getriebene;    mittelst  eines   die  beiden  Sit  ' 


jgpannnd«  FricäniT  Biiti    Riemens    wird  die  ^I«ek-l:"5imke 

der  tma.  aaf  <be  aadere  Welie  übertragen  — 

zugleich    aber    auch 


eine  gewisse  meehaai- 


sehe  Arbeit,  insofern 
ein   der  Umdrehung 
der  getriebenen  Welle 
BQ  *  am  Heb*  lärme  p  ent- 

gegen wirkender  Wi- 
derstand  W  dabei 
IT  am  überwinden  ist. 
Es  sollen  die  Span- 
bä*-h  K  Mnd  P  bestimmt  werden,  welche  in  den  beiden  Theilen 
»  Bandes  mindr^tens  Torfaanden  sein  müssen,  wenn  das- 
*&•  ohne  an  den  Seheiben-Umfangen  zu  gleiten,  die  Dreh- 
ffc^ng  mit  gfcricLer  Umfangsgeschwindigkeit  rem  der  einen  auf 
»  andere  Scheibe  übertragen  soll.  Vorausgesetzt  wird  vorläufig, 
**  ä*r  Scheiben -Durchmesser  —  folglich  auch  der  Winkel  des 
'*  km  Bande  umspannten  Bogens  —  an  der  getriebenen  Welle 
Witr  ist  als  an  der  treibenden,  woraus  folgt,  dass  bei  gleicher 
tt->w  jer  Reibungäcoetficienten  ein  etwaiges  Gleiten  immer  nur 
&  l  mfange  der  getriebenen  Scheibe  stattfinden  wird. 

I>ie    Wirkung    des    Widerstandes     M*    kann    man    sich    ver- 

^'baulichen  durch  ein  gleich  grosses  Gewicht,  welches  an  einem 

fc  die  Trommel   vom  Halbmesser  p  gewickelten   Faden  hängend 

n  l  mdrehung  der  Welle   B  hinaufgezogen   wird.     Denkt   man 

_.    Ä  Ä  sich  dieses  Gewicht  einstweilen  von  einer 

*  it  368 

festen  Unterlage  unterstützt  und  die  Span- 
nungen anfanglich  so  klein,  dass  das  mit 
der  treibenden  Scheibe  umlaufende  Hand 
längs  des  Umfanges  der  getriebenen  Scheibe 
gleitet,  ohne  die  Welle  B  zu  drehen  und 
das  Gewicht  W  dabei  zu  heben  (Fig.  356), 
so  findet  man  (nach  §  76  Gleichung  360), 
dass  während  dieses  Gleitens  die  Kräfte  K 
|  und  P  beständig  der  Bedingung  entsprechen 

,  w         müssen : 
m*  ■'"    '  -  JT=  fV*. 

Üenkt  man  sich  alsdann  die  Spannung  in  dem  Bande  all- 
^H  vergrÖBsert  —  etwa  durch  Druckkräfte,  welche  die  Zapfen- 
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lager  der  beiden  Wellen  von  einander  abwärts  nach  aus* 
drängen  —  so  wird  die  Differenz  der  beiden  Spannungen: 

371)  K— P=P(efa—  1) 

ebenfalls  zunehmen,  weil  von  den  beiden  Factoren  auf  der  rechi 
Seite  der  orstere  zunimmt,  während  der  andere  unverändi 
bleibt.  So  lange  das  statische  Moment  dieser  Spannungsdiffere 
noch  kleiner  ist  als  das  Widerstandsmoment  Wp,  wird  der  Ruh 
zustand  der  Welle  B  fortdauern  (nach  Gleichung  361),  und  ei 
in  dem  Augenblicke,  wenn: 

372)  (K—  P)r=Wp 

wird,  beginnt  die  Welle  sich  zu  drehen,  wobei  das  Gewicht  I 
gehoben  wird. 

Sobald  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Scheih 
der  Geschwindigkeit   des   Bandes   gleich   geworden   ist,   hört  A* 
Gleiten  desselben  auf,   und  die  Drehung  der  Welle  B  wird  emj 
gleichförmige.     Während  vorher  mit  dem  Wachsen  der  Spannungt-1 
auch  die  Differenz  derselben  zunahm,  würde  nunmehr  bei  etwais») 
fernerer  Zunahme  der  Spannungen  ihre  Differenz  nicht  weiter  m 
nehmen,    weil   die  Bedingung    der  gleichförmigen    Drehbewegung 
erfordert,   dass  das  Moment  der  Spannungsdifferenz   stets  glc/j 
dem   Widerstandsmomente   bleibt;    die   Zunahme  würde  vielra^' 
zu  gleichen  Theilen   auf  die  beiden  Spannungen  K  und  P  ^ : 
vertheilen.     Während    der    gleichförmigen   Bewegung    der  beid : 
Wellen  sind  also   in  den  beiden  Riemen -Theilen  die  Spannu.';-'' 
K  -(-  A    und    P  -+-  A    vorhanden ,    worin    K  und    P  die   in  1 
Gleichungen  371)  und  372)  angegebenen  Bedeutungen  haben,  :'•' 
A  die  in  Folge  jener  Spannungsvermehrung  noch  hinzugekomm-' 
Spannungsgrösse  bezeichnet. 

Die  aus  der  Verbindung  obiger  beiden  Gleichungen  &k'h  *** 
gebenden  Werthe: 

373)    P=|PP./_SLTJ>       374)    K-W'r-(£t) 

bilden  demnach  die  unteren  Grenzwerthe  für  die  Spannung 
welche  in  den  beiden  Riemen-Theilen  während  der  Bewegung  ^,r 
handen  sein  müssen.  Wenn  bei  eintretendem  Ruhezustände  &> 
beiden  Wellen  die  Spannungsunterschiede  sich  ausgleichen,  so  *"" 
die  alsdann  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  des  Riemen  ^r* 
theilte  Spannung   wenig  verschieden  sein   von  dem  aritbwetK'i'1- 


Riemen -Scheiben.  369 

Kittel  der  grössten  und  kleinsten  Spannungen,  welche  während 
der  Bewegung  eingetreten  waren.     Es  kann  daher  die  Grösse: 

375)     S  =  -*±i  =  J  ±  (£±J ) 

angesehen  werden  als  der  untere  Grenzwerth  für  diejenige  Span- 
nung, welche  vor  Eintritt  der  Bewegung  dem  Riemen  beim  Auf- 
legen ertheilt  werden  musste. 

Wäre  der  Scheibendurchmesser  —  folglich  auch  der  Winkel 
des  ?om  Riemen  umspannten  Bogens  —  an  der  treibenden  Welle 
kleiner  als   an    der  getriebenen ,    so    würde    die   oben  gefundene 
Spannung  noch  nicht  ausreichen,  um  das  Gleiten  des  Riemens  an 
4er  treibenden   Scheibe  zu  verhindern.     In  diesem  Falle  müsste 
TfcUfiehr  die  Spannung  P  des  schwächer  gespannten  Theiles  noch 
»  feit  vergrössert  werden,  bis  die  nach  Substitution  des  kleineren 
Kinkels  a%  (statt  a)   aus  Gleichung  371)  zu  berechnende  Span- 
nangsdifferenz   die  in  Gleichung  372)   als   erforderlich  gefundene 
blosse  erreicht.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  nur  nöthig  ist,  mit 
fem  Buchstaben  a  in  den  Gleichungen  373),  374),  375)  stets  den 
Weineren    yon    den  beiden  Winkeln    zu  bezeichnen,    um    zu    er- 
ziehen, dass  die  Gleichungen  für  beide  Fälle  gültig  sind. 

Wenn  der  Widerstand  W  nicht  direct  gegeben  wäre,  sondern 
tott  dessen  die  pro  Secunde  übertragene  mechanische  Arbeit  und 
fo  Umlaufsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Welle ,  so  würde 
forch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  für  die  mechanische 
Arbeit : 

ro  denen  n  die  Umdrehungszahl  pro  Minute,  und  N  die  An- 
zahl der  übertragenen  Pferdekräfte  bezeichnet,  das  Widerstands- 
moment: 

376)     H^p  =  .--.__ 

ro  bestimmen,  und  der  gefundene  Werth  alsdann  in  Gleichung  375) 
zu  substituiren  sein. 

Wenn  z.  B.  N  =  2,  n  =  80,  r  =  0m,4,  *  =  n  und  (ab  Reibungscoef- 
öcient  für  lederne  Riemen  auf  gusseisernen  Riemenscheiben)  /  =  0,28  gesetzt 
^d,  so  ergiebt  sich  zunächst  für  das  Widerstandsmoment  der  Werth: 

Wp        80.2.3,14         17'31' 
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und  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Gleichung  375)  erhält  man  als  unteren 
Grenzwerth  der  erforderlichen  mittleren  Spannung; 


S 


17,91 
2.0,4 


/     0,28.3,14    ,    -\ 

^0,28.3,*!  tJ  =  W*  ^ 


Bei  dieser  mittleren  Spannung  würden  während  der  Bewegung  in  den 

beiden  Riementheilen   die   Spannungen  entstehen  (nach  Gleichung  373  und 

Gleichung  374): 

17,91 


P  = 


K  = 


0,4  (2,41  - 1) 
17,91  .  2,41 


=  31,8  Kfl. 


=  76,5  Kil. 


0,4  .  (2,41  -  1) 

Je  grösser  der  Reibungscoefficient  /  ist ,  um  so  kleiner  wird 
die  erforderliche  Spannung  des  Riemens,  und  da  .durch  den  ge- 
spannten Riemen  die  beiden  Wellen  gegen  ihre  Zapfenlager  ge- 
drängt, folglich  die  Zapfenreibungswiderstände  dadurch  vermehrt 
werden,  so  ist  das  Princip  der  Keilnuthen  auch  hier  mit  Vortheil 
anzuwenden  (vergl.  §  75).  Wenn  die  cylindrischen  Scheiben  durch 
Keilnuthen -Räder,  und  die  flachen  Riemen  durch  runde  Schnüre 
ersetzt  werden  (s.  Fig.  349  und  350),  so  ergeben  sich  für  die 
erforderlichen  Spannungen  kleinere  Werthe,  welche  man  erhält, 
indem  man  statt  des  Reibungscoefficienten/den  Reibungscoefficien- 
ten  für  Keilnuthen: 

f  =-f- 

J  i         sin  5 
in    den    oben    gefundenen    Gleichungen    substituirt.     Für    diesen 
Fall   würden   also   die   erforderlichen   Spannungen  aus  folgenden 
Gleichungen  zu  berechnen  sein: 


/« 


377)     P  = 


W9 


1? 
r\e         -  1  ; 


378)    JT  = 


»in 


h 


(**'*-    l) 


/ 


379) 


2r 


sin  0    ■    , 
e         +  l 

-  *  _  t 


I 


Wenn  z.  B.  der  Convergenzwinkel  2  5  der  Keilnuthen  60  Grad  betrüge, 

/     _   0,28   _ 
sin  o  0,3 


so  wurde  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen 


(ßtatt  /  —  0,28)  zu  setzen  sein ,  und  es  würden  für  die  erforderlichen  Span- 
nungsgrössen  statt  der  oben  gefundenen  die  folgenden  kleineren  Werthe  st.h 
ergeben : 


Ketten-  and  Seii-BiegungswiderstilDde. 
17,91  „  „  „,,  „  17,91  ,  5,8 


Flg.  359. 


fS 


\- 


§79. 
Ketf«D-  and  Sell-BiegnngswiderstÄnde. 

Auf  den  in  Fig.  359  dargestellten  an  einem  rotirenden  Zapfen 
in  seiltet'  Gleichgewichtslage  hangenden  belasteten  Ring  wirken 
zwei  Kräfte,  nämlich  erstens:  das  an  dem 
Punkte  B  (einer  mit  dem  Ringe  zu  einem 
Körper  vereinigten  Stange)  angehängte  Ge- 
wicht G,  zweitens  der  von  dem  rotirenden 
Zapfen  geleistete  Gegendruck  D.  Diese  letz- 
tere Kraft  ist  anzusehen  als  die  Mittelkraft 
von  dem  rechtwinkelig  zur  Zapfenoberfläche 
gerichteten  Gegendrucke  N  und  dem  tangen- 
tial gerichteten  Reibungswiderstand c/ A7,  weicht 
also  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Rich- 
tung des  radial  wirkenden  Normaldruckes 
ab.  Hieraus  folgt,  dass  die  Berührung  zwi- 
schen Zapfen  und  Ring  an  derjenigen  Stelle 
C  des  Zapfen umf an ges  stattfinden  muss,  deren 
Halbmesser  A  C  um  den  Winkel  cp  von  der 
Verticalen  abweicht.  Die  Horizontal  -  Entfer- 
nung dieses  Punktes  vom  Zapfenmittelpunkte 
hat  nach  Fig.  359  die  Grösse: 


ür 


Die  Gleicbgewicbtebedingung  des  Ringes  erfordert,  dass  die 
V'erticale  des  Melastungspnnktes  ebenfalls  um  die  Grösse  e  von 
der  Verticalen  des  Zapfenmittelpunktes  abweicht.  Diese  Grösse 
'«t  unabhängig  von  der  Drehgeschwindigkeit  des  Zapfens;  es  wird 
also  die  in  Fig.  359  dargestellte  Lage  des  Ringes  auch  dann 
noch  eine  Gleichgewichtslage  sein,  wenn  die  Drehgeschwindigkeit 
sehr  klein  oder  auch  Null  ist. 

Denkt  man  sich  an  den  beiden  Enden  A  und  At  eines  gleich- 
'innigen  horizontalen  Hebels  Zapfen  befestigt,  und  an  jedem 
dieser  Zapfen  auf  die  eben  beschriebene  Art  einen  belasteten 
Ring  in   seiner  Gleichgewichtslage  aufgehängt    — 
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nämlich,  welche  einer  Drehung  des  Zapfen  nach  links  herum  ent- 
sprechen   würde    —    so   findet  man   als  Gleichgewichtsbedingung 

des    Hebels    AOAt     nach 


Fig.  360. 


^0 


.a-i. 


7L+S 


Fig.  360  die  Gleichung  : 
oder 


K 

W 


Seite  Zähler  und  Nenner  mit  1  -f- 


a 


Wenn  man  in  der  letzt" 
Gleichung  auf  der  rechte 

multiplicirt,  so  erhält  mar.: 


W 


•  -  ( v)' 


Fig.  361. 


In  dieser  Gleichung  würde  für  e  der  gefundene  Werth  p  sin  s 
zu  substituiren  sein.  Für  den  hier  vorauszusetzenden  Fall  in- 
dessen,  wenn  die  Grössen  p  und  <p   beide  sehr  klein  sind,   kann 

im  Zähler  und  Nenner  das  Glied  (—  )  weggelassen,  und  annähern  i 

gesetzt  werden: 

£  =  1  +  2r- 

Ausserdem  kann  für  diesen  Fall  tg  <p  statt  sin  <p  also  e  =/* 

gesetzt  werden :  man  erhält  also  die  Gl*-*- 
chung: 

381)    -£-  =  1  +  2/ -P-. 

Annähernd  kann  diese  Gleichung  au ■.*. 
als  gültig  angesehen  werden  für  das  Ver- 
hältniss  von  Kraft  zu  Widerstand  bei  dnr 
in  Fig.  361  dargestellten  Kette,  welche  um 
eine  in  gleichförmiger  Drehung  begrifft!^ 
Rolle  umlaufend  an  dem  einen  Ende  nr.t 
dem  Gewichte  W  belastet  ist  und  dun  i 
eine  am  anderen  Ende  vertieal  ab*;tr;^ 
wirkende  Zugkraft  K  in  gleichförmiger  I**- 
wegung  erhalten  wird.  Diese  Kette  ist  aus  einzelnen  Stangen  zusun- 
mengesetzt,  welche  durch  Gelenkbolzen  mit  einander  verbunden  >nnl. 
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An  den  Stellen  A  und  -4,,  wo  die  Kette  resp.  aus  der  geradlinig 
ausgestreckten  in  die  gekrümmte  Form  und  aus  der  gekrümmten 
wiederum  in  die  geradlinige  Form  übergeht,  findet  eine  Reibung 
der  Bolzen  in  den  Gelenken  statt,  und  diese  Reibung  wirkt  an 
beiden  Stellen  einer  Krümmungsveränderung  der  Kette  entgegen. 
In  Folge  dessen  wird  der  Hebelarm  der  Last  W  stets  etwas 
grösser,  der  Hebelarm  der  Kraft  K  stets  etwas  kleiner  sein  als 
ohne  diesen  Widerstand  der  Fall  sein  würde,  und  wenn  die  Dreh- 
geschwindigkeit der  Rolle  so  klein  ist,  dass  die  Wirkung  der 
Centrifugalkräfte  vernachlässigt  werden  darf,  so  können  diese 
Aenderungen  der  Hebelarme  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  360 
bestimmt  werden.  Wenn  also  mit  a  der  um  die  halbe  Dicke  der 
Kette  vermehrte  Rollen-Halbmesser,  mit  8  die  Dicke  der  Gelenk- 
bolzen bezeichnet  (also  2p  =  8  gesetzt)  wird,  und  der  bei  Um- 
drehung der  Rolle  zu  überwindende  Zapfenreibungswiderstand 
vorläufig  unberücksichtigt  gelassen  wird,,  so  ergiebt  sich  nach 
Gleichung  381)  für  die  zum  gleichförmigen  Hinaufziehen  der  Last 
erforderliche  Kraft  die  Gleichung: 

382)  K  =  JF+/-J-  W. 

Wären  die  Reibungswiderstände  in  den  Gelenken  nicht  vor- 
handen ,  so  würde  K  =  W  sein  müssen.  Es  bezeichnet  also  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  diejenige  Grösse,  um  welche 
die  Zugkraft  vermehrt  werden  muss,  um  ausser  dem  Widerstände 
V  noch  den  Biegungs widerstand  der  Kette  zu  überwinden.  Dieser 
Biegungswiderstand  hat  demnach  die  Grösse: 

383)  ®=/4"  W. 

Wenn  z.  B.  das  Verhältniss  —  =  0,1  und  als  Reibongscoefficient  der 

Gelenkbolzen  /  =  0,15  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Biegungswider* 
stand  die  Grösse: 

»  =  0,15  .  0,1  .  W  =  0,015  W. 

Es  würde  also  der  Biegungswiderstand  in  diesem  Falle  dieselbe  Wirkung 
haben  wie  eine  Vergrösserung  der  angehängten  Last  um  1,5  Procent. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  der  Kette  die  Reibung  in  den 
Gelenken  —  so  erzeugt  bei  geflochtenen  Seilen  die  Reibung 
zwischen  den  einzelnen  Litzen  oder  Drähten  einen  Biegungswider- 
sUnd,  durch  welchen  auf  die  in  Fig.  361  angedeutete  Art  das 
Verhältniss  der  Hebelarme  von  Kraft  und  Last  modificirt  wird. 
Die  Grösse  des  Seilbiegungswiderstandes  kann  jedoch  nicht  durch 
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Rechnung,  sondern  nur  durch  directe  Versuche  ermittelt  werdei 
und  hängt  natürlich  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  des  Seile 
ab.  Annäherungsweise  ist  der  Seilbiegungswiderstand  dem  Qua 
drate  der  Seildicke  proportional  zu  setzen  und  (nach  Redten 
bacher)  zu  bestimmen  nach  der  Formel: 

384)    «  =  13-^- TT, 

in  welcher  8  die  Seildicke  und  a  den  Rollenhalbmesser  (in  Meten 
ausgedrückt)  bezeichnen. 

Hiernach  würde  z.  B.  bei  einer  Seildicke  h  =  0m,02  und  einem  RoJi-s- 
halbmesser  a  =  0n,l  der  Reibungswiderstand  die  Grösse  haben : 

«  =  13  .  ^yW  =  0,0521^, 

also  wie  eine  Lastvermehrung  um  5,2  Procent  wirken41). 

§  80. 
WiderstandseoefRcienteii  für  Ketten-  und  Seil-Rollen. 

Wie  die  Wirkung  des  Biegungswiderstandes  aufgefasst  werden 
kann  als  eine  Vermehrung  der  hinaufzuziehenden  Last  um  rm* 
Grösse  33,  deren  Bestimmung  im  vorigen  Paragraphen  erklärt 
wurde:  so  kann  auch  die  Wirkung  des  bei  Umdrehung  der  RJ-- 
zu  überwindenden  Zapfenreibungswiderstandes  aufgefasst  wenlt-n 
als  eine  Vennehrung  der  Last  um  eine  gewisse  Grösse  3»  we'1  K 
auf  folgende  Weise  zu  bestimmen  ist. 


*)  Nach  Weisbach's  Versuchen  ist  für  getheerte  Hanfseile  von  \filli 
Dicke  bei  Rollenhalbmessern  von  2  bis  3  Fuss  zu  setzen  (auf  Meterm*»^ 
reducirt) : 

»  =--  1,5  KU.  +  -0»00566    .  jy, 

a 

für  neue  ungetheerte  Hanfseile  von  J  Zoll  Dicke  bei  einem  Rollenhalbme>^r 
von  10,5  Zoll: 

g  =-■  0,086  Kil.  f    miei    .TT, 

a 

für  Drahtseile  von  |  Zoll  Dicke  (bestehend  aus  16  Drahten  von  je  1  Zoll 
Dicke)  bei  Rollenhalbmessern  von  2  bis  3  Fuss : 

*  =  0,49  Kil.  +    °'00238    .  H; 

a 

für  frisch  getheerte  Drahtseile  (mit  Hanf-  Seelen  in  den  Litzen  und  im  >™* 
von,  7  Linien  Dicke  (bestehend  aus  4  mal  4  Drähten  von  je  1,2  Linien  Ttic*" 

$  -  0,57  Kil.  -f   °'000694   .  w. 

a 
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Wäre   die  Kette  vollkommen  biegsam,  so  hätte  die  Kraft  K 
neben  dem  Widerstände  W  nur  den  Zapfenreibungswiderstand  zu 

überwinden,    und    würde    für    die    zum 
Fig.  362.  gleichförmigen  Hinaufziehen  der  Last  W 

erforderliche   Zugkraft  K  die  Gleichung 
sich  ergeben  (nach  Fig.  362): 

/      1  \  Ka  =  Wa  +f(K+  W)  r    oder 


K 
W 


1+/ 
1-/ 


a 

r 


W+w) 


Da   die   Grösse  /—in  der  Regel  sehr 

'      klein  sein  wird,   so  kann  —  wie  in  dem 
analogen  Falle  des  vorigen  Paragraphen 
mit   Bezug    auf   Gleichung  381)    erklärt 
*urde  —  statt  dessen  annähernd  gesetzt  werden: 

-§  =  1+2/-^ 

"der  wenn    der   Durchmesser   des   Rollenzapfen   2r  =  d  gesetzt 

wird : 

385)    K=W+f~rW. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  das  zweite  Glied  auf  der 
rechten  Seite  die  gesuchte  Grösse  3*  um  welche  die  Last  ver- 
mehrt werden  müsste,  wenn  die  Wirkung 
dieses  hinzugefügten  Lasttheiles  mit  der  Wir- 
kung des  Zapfenreibungswiderstandes  über- 
einstimmen sollte.    Es  ist  also  zu  setzen:  • 


Pig.  363. 


386)    $=f±-W. 

Hiernach  kann  man  sich  die  vereinigte 
Wirkung  der  Biegungs-  und  Zapfenreibungs- 
widerstände auf  die  in  Fig.  363  dargestellte 
Weise  veranschaulichen,  indem  man  sich  zu 
der  Last  W  noch  die  beiden  Gewichte  © 
und  3  hinzugefügt  denkt,  und  nunmehr  die 
erforderliche  Kraft  K  bestimmt  —  wie  wenn 
die  Kette  vollkommen  biegsam  und  der  Rollen- 
zapfen vollkommen  glatt  wäre  —  nach  der  Gleichung: 

387)    K  =  TP+»  +  3. 
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Nach  Substitution  der  beiden  in  Gleichung  383)  und  386 )  ge- 
fundenen Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

388)  K=  ^(1+/, -jL +/.«*.), 

in  welcher  der  Keibungscoefficient  der  Kettenbolzen  zum  Unter- 
schiede vom  Zapfenreibungscoefficienten  mit  /,  bezeichnet,  und 
die  Rolle  selbst  als  gewichtlos  angenommen  ist. 

Der  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  bezeichnet 
diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  den  Widerstand  W  zu  multipli- 
ciren  hat,  um  die  Grösse  der  erforderlichen  Zugkraft  K  zu  er- 
halten, und  soll  der  Widerstandscoefficient  genannt  werden.  Für 
Ketten-Rollen  kann  demnach  der  Widerstandscoefficient  berechnet 
werden  aus  der  Gleichung: 

389)  H-1+/.-J-+/A. 

Wenn  z.  B.  die  Dicke  der  Gelenkbolzen  der  Kette  8  =  0",01,  der  Rollen- 
halbmesser a  =  0^,1,  der  Durchmesser  des  Rollenzapfens  d  =  0m,015,  und  al* 
Keibungscoefficient  sowohl  für  die  Gelenkbolzen  als  für  den  RollenzaptVo 
/  =  0,15  =/t  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Widerstandscoefficieoten 
der  Werth: 

H  =  1+0,15  .  4gL  +  o,15  .  -|p-  =  1,0375. 

Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  erforderliche  Zugkraft  K  um  3,75  Procent 
grösser  sein  müssen  als  der  Widerstand  W. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  als  Widerstandscoefficientwi 

für  Seilrollen  —  indem  man  den  Factor  /,  —  im  zweiten  üliedr 

J  l    a 

vertauscht  mit  dem  in  Gleichung  384)  angegebenen  Werthe  13 
—  die  Grösse: 

390)  ^1  + IS -£- +/-£-. 

Wenn  z.  B.  die  Seildicke  &  =  (r,02,  der  Rollenhalbmesser  a  =  O^Ate. 
der  Durchmesser  des  Rollenzapfens  d  =  0B>,024,  und  der  Zapfenreibungsrot  ( 
ficient/  =  0,15  gesetzt  wird,  so  erhält  man  als  WiderstandscoefBcienten: 

P  =  1  +  13  .^ r  +  0,15  .  ^JJJ  -  1  +  0,065  +  0,046  =  1,11. 

Der  zu  überwindende  Widerstand  wurde  in  diesem  Falle  durch  den  Seil- 
biegung&widerstand  um  6,5  Procent,  durch  den  Zapfenreibungswiderstand  um 
4,5  Procent,  im  Ganzen  also  um  11  Procent  vergrössert,  d.  h.  zum  gleich- 
förmigen Hinaufziehen  eines  Gewichtes  von  100  Kil.  würde  eine  Zugkraft  *  *>o 
111  Kil.  erforderlich  sein. 
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Capilel  IV. 

Wirkung  der  Kräfte  bei  zusammengesetzter  rotirender 
und  fortschreitender  Bewegung  des  Körpers. 

§80. 

Gleichförmigkeitsbedingungen  für  die  zusammengesetzte 
rotirende  und  fortschreitende  Bewegung. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  eines.  Systems  von 
unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  gelten  nicht  nur 
für  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in  gleichförmiger  gerad- 
linig fortschreitender  Bewegung  begriffenes  System.  Es  bleiben 
daher  die  in  §  69  gefundenen  Bedingungen  der  gleichförmigen 
Drehbewegung  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Drehachse  des 
rotirenden  Körpers  eine  gleichförmig  geradlinig  fortschreitende 
Bewegung  ausführt. 

Eine  solche  zusammengesetzte  Bewegung  des  Körpers  kann 
aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezustand  in  Bezug  auf  einen 
Kaum,  welcher  dieselbe  gleichförmige  Drehbewegung  und  gleich- 
zeitig dieselbe  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt. 
Da  die  Beschleunigung  dieser  letzteren  Null  ist,  so  sind  die  nach 
den  Gesetzen  der  relativen  Bewegung  an  den  einzelnen  materiellen 
Punkten  hinzuzufügenden  Kräfte  genau  dieselben,  welche  in  §  69 
für  die  gleichförmige  Drehbewegung  allein  gefunden  wurden  — 
nämlich  die  Centrifugalkräfte. 

Wenn  also  —  wie  auch  hier  vorausgesetzt  werden  soll  — 
wegen  symmetrischer  Massenvertheilung  in  Bezug  auf  die  fort- 
schreitende Drehachse  der  Einfluss  der  Centrifugalkräfte  ver- 
ühwindet,  so  gelten  für  die  Gleichförmigkeit  dieser  zusammen- 
gesetzten Bewegung  genau  dieselben  Bedingungen,  welche  in 
§  40  für  das  ruhende  System  gefunden  wurden.  Es  müssen  daher 
unter  anderen  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein: 

Erstens :  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  muss  gleich  Null  sein. 

Zweitens:  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwinkeliger  Zer- 
legung in  die  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  fallenden  Seiten- 
kräfte muss  gleich  Null  sein. 
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Die  erstere  von  diesen  beiden  Bedingungen  bezieht  sich  auf 
die  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  die  letztere  auf  die  Gleich- 
förmigkeit der  fortschreitenden  Bewegung. 


§  «2. 
Rollen  und  Flaschenztige. 

Während  die  Last  W  von  der  Kraft  K  mittelst  des  um  die 
Rolle  laufenden  Seiles  gleichförmig  hinaufgezogen  wird,  hat  da> 
(einstweilen  unbeweglich  vorausgesetzte)  Zapfenlager  der  Roll' 
Gegendruck : 

391)    K{=K-\-W 

zu  leisten ,  um  die  fortschreitende  Bewegung  der  Rollen- Achse  zc 
verhindern.  Dieser  Gegendruck  lässt  sich  auch  dadurch  hervor- 
bringen ,  dass  das  Zapfenlager  der  Rolle  (oder  das  die  Rollen- 
Achse  enthaltende  Gehäuse)  an  einem  Faden  aufgehängt  wird. 
der  oben  an  einem  festen  Punkte  Px  befestigt  ist  (Fig.  364).  In 
s  diesem  Faden  wird  alsdann 


Fig.  364. 
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eine  Spannung  von  der>el- 
K1=K(ufi    ben  Grösse   Kt    stattfinden 

—  abgesehen  von  dem  («•- 
wichte  des  Rollengehäu^v 
welches  ebenso  wie  das  dt: 
Rolle  als  vergleichst* 
klein  vorausgesetzt  wird 
und  unberücksichtigt  bleil>* 
soll  — .  Nach  Gleichung  >* 
ist  die  /um  gleichförmig 
Hinaufziehen  der  Last  W 
erforderliche  Zugkraft: 

392)    K-=p.W 

worin  }i  als  Widerstandscoefficient  die  in  Gleichung  390)  ange- 
gebene Bedeutung  hat.     Wenn  man  den  hieraus  für    W  sich  vi- 

gebenden  Werth   W=-—  in  Gleichung  391)  substituirt,  so  er- 
hält man  als  Spannung  des  oberen  Fadens: 

393)   #,  =  jr(i+-J-). 

Nach   §   81    wird    diese   Gleichung    auch   daun   noch  pultm 
bleiben,  wenn  der  ganze  Raum,   in   welchem  der  Vorgang  *U»tt- 


st 
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imdet  (und  in  welchem  der  Befestigungspunkt  P,  relativ  unbe- 
weglich ist),  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt 
mit  einer  Geschwindigkeit,  welc}>e  der  vertical  aufwärts  gerich- 
teten Geschwindigkeit  v  der  aufsteigenden  Last  W  gleich  und 
entgegengesetzt  ist.  Durch  das  Hinzukommen  dieser  Bewegung 
erhält  der  Angriffspunkt  P  der  Kraft  K  die  Geschwindigkeit  2v, 
und  wird  die  absolute  Geschwindigkeit  der  Last  W  auf  Null 
reducirt.  Eis  kann  also  dieselbe  Spannung,  welche  vorher  durch 
die  angehängte  Last  W  in  dem  rechts  herabhängenden  Faden- 
theile  erzeugt  wurde,  nunmehr  auch  dadurch  hervorgebracht  wer- 
den, dass  das  untere  E  dieses  Fadens  an  einem  festen  Punkte  F 
befestigt  wird  (Fig.  365). 

Der  obere  Faden,  welcher  vorher  im  Ruhezustande  sich  be- 
fand, bewegt  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit  v  abwärts,  wäh- 
rend seine  Spannung  die  in  Gleichung  393)  angegebene  Grösse 
behält  Der  obere  Endpunkt  desselben  Px  wird  also  bei  dieser 
Anordnung  mittelbar  durch  die  Kraft  K  gleichförmig  abwärts 
gezogen ,  und  die  an  diesem  Punkte  angreifende  Kraft  Kx  dabei 
als  Widerstand  überwunden,  d.  h.  es  wird  eine  Zugkraft  von  der 
Grösse  iST,  auf  den  Punkt  Px  übertragen.  Eine  Vergleichung 
dieser  indirecten  Wirkung  mit  derjenigen,  welche  die  Kraft  K 
bei  unmittelbarer  Wirkung  auf  diesen  Punkt  hervorbringen  würde, 
zeigt,  dass  bei  dieser  Anordnung  die  übertragene  Zugkraft  auf  daö 

1-j fache  gesteigert  wird  dadurch,  dass  unter  Vermittelung 

der  beweglichen  Rolle  der  Widerstand  des  festen  Punktes  F  ge- 
zwungen wird,  zu  der  auf  den  Punkt  Pt  übertragenen  Kraft  einen 

Beitrag  von  der  Grösse  W=  —  zu  liefern. 

Wenn  dasselbe  Verfahren,  durch  welches  auf  die  in  Fig.  365  ange- 
gebene Art  die  mittelbare  Wirkung  der  angewendeten  ZugkraftiT  auf 
die  Grösse  Kx  gesteigert  wurde,  in  Bezug  auf  die  Kraft  Kx  wiederum 
angewendet  wird  (Fig.  366),  so  ergiebt  sich  für  die  Spannung  des 
oberhalb  der  zweiten  Rolle  befindlichen  Fadens  nach  Gleichung  393) 
durch  entsprechende  Vertauschung  der  Indices  die  Gleichung: 

394)  *2  =  ür1(i+-i-)  =  ir(i+-l:)1 

und  für  die  Spannung  des  an  dem  festen  Punkte  Fx  befestigten 
Fadens  die  Gleichung: 

395)     .TT,  =^  =  -A(l +-i.) 

Bjtter,  Mocbanik.  24 
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Fig.  366. 
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Wenn  allgemein  mit  »  die  Anzahl  der  angewendeten  Rollen 
bezeichnet  wird,  so  ergeben  sich  auf  analoge  Weise  durch  fort- 
gesetzte Wiederholung  der  obigen  Be- 
rechnung die  allgemeinen  Gleichungen: 

396)  Kn  =  K(\  +  —J     und 

397)  J^-l(l+ip 

Wenn  z.  B.  als  Mittelwerth  des  nach 
§  80  zu  berechnenden  Widerstandscoefi- 
cienten  ja  =  1,1  gesetzt  wird,  so  erhält  mao 
für  die  in  Fig.  366  angegebene  Rollen- An- 
zahl die  Weither 

Kz  =  K (l  +  -*-)*  =  6,96  K. 

Während  der  Angriffspunkt  der  Zugkraft  A' 
mit  der  Geschwindigkeit  v  abwärts  gezosr»*a 
wird,  steigt  die  Last  Wt  mit  der  Gescbwin- 

v 
digkeit  -.-.    Es  wird  also  von  der  Zug- 
kraft K  die  Nutzarbeit  y  TP2 .  v  hervorgebracht,  während  die  unmittelbar  vna 

derselben  verrichtete  Arbeit  gleich  Kv  ist;  das  Vtr- 
hältniss  der  beiden  Arbeitsgrössen  ist: 

\-W2v  x    3,31.  AT    _nittr. 

der  Nutzeffect  betragt  also  82,75  Procent  der  an- 
gewendeten Arbeit,  und  17,25  Procent  derselbe 
werden  durch  Reibungs-  und  Biegungs -Widerstand* 
verzehrt. 

Wenn  man  in  den  gefundenen  allgemeine 

Gleichungen  die  Zahl  p.  vertauscht  mit  uVr 

Zahl  — ,  so  gelten  dieselben  für  eine  Bewe- 

gung  des  ganzen  Systems  in  entgegengesetztem 
Sinne  (Fig.  367),  bei  welcher  an  jeder  ein- 
zelnen Rolle  „Kraft"  und  „Widerstand"  ihr** 
Bedeutungen  gegen  einander  austauschen.  Man 
erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichung*»: 

398)  Kn  =  K(\+^ 

399)  W^ia=,itf(l  +  |0-«. 


Fig.  367. 
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Bei   der   in  Fig.  367  angenommenen  Rollenzahl  ergiebt  sich  e.  B.   (wenn 
=  1,1  gesetzt  wird),  für  die  zum  Heben  der  Last  K  erforderliche 
Zugkraft  K3  der  Werth: 

Kt  =  K  (1  +  l,l)s  =  9,261  K. 
Das  Verhältniss  der  von  diesen  beiden  Kräften  pro  Zeiteinheit  verrich- 
teten mechanischen  Arbeiten  ist: 

Kv        _       8       _  ftafi. 

Ki_yv  =  W"  =  °>m- 

Es  werden  also  in  diesem  Falle  86,4  Procent  der  aufgewendeten  Arbeit 
zum  Heben  der  Last,  und  13,6  Procent  zum  Ueberwinden  der  Beibungs-  und 
Biegungs- Widerstände  verwendet. 

Wenn  man  bei  der  in  Fig.  365  dargestellten  Anordnung,  an- 
statt das  untere  Ende  des  an  der  rechten  Seite  befindlichen 
Fadens  an  dem  Punkte  F  zu  befestigen,  den  Faden  um  eine  da- 
selbst angehängte  Rolle  herumführt  und  das  Ende  desselben  als- 
dann mit  dem  Gehäuse  der  oberen  Rolle  verbindet,  so  entsteht 
die  in  Fig.  368  darge- 
Pig.  3«8.  pi8.  369.  8teilte     Anordnung     (bei 

welcher  die  Entfernung 
der  beiden  Rollen  so 
groBs  vorausgesetzt  wird, 
dass  die  Abweichung  der 
Faden  -  Richtungen  vom 
ParallelismuB  vernach- 
lässigt werden  kann).  Die 
Spannungen  der  beiden 
Fadentbeile  rechts  und 
links  neben  der  unteren 
Rolle  verhalten  sich  bei 
der  in  der  Figur  ange- 
deuteten Bewegungsrich- 
tung wie  Kraft  und  Wider- 
stand zu  einander;  es 
iH^JE+K  muss   folglich   die   Span- 

nung an  der  rechten  Seite 
u,  mal  so  gross  sein  als  die 
andere,  woraus  sich  für 
letztere  der  Werth  — r  ergiebt.  Für  die  an  den  Punkten  P  und 
F  hervorgebrachten  Kraftwirkungen  erhält  man  alsdann  die  in 
der  Figur  angegebenen  Werthe. 

24- 
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Auf  analoge  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  369  darge- 
stellten Flaschenzug,  indem  man  . —  von  dem  freien  Ende  des 
Fadens  ausgehend,  den  Lauf  desselben  verfolgend  —  die  Spannung 
irgend  eines  Fadentheiles  durch  ji  dividirt,  die  Spannung  de* 
nächstfolgenden  Fadentheiles,  worauf  dann  die  auf  die  Rollen- 
gehäuse  ausgeübten  Kraftwirkungen  W  und  W%  resp.  gleich  zu 
setzen  sind  den  Summen  der  Spannungen  sämmtlicher  Faden- 
theile,  welche  mit  dem  betreffenden  Rollen-Systeme  in  direeter 
Verbindung  stehen.  Hiernach  erhält  man  für  die  auf  das  obere 
Rollengehäuse  ausgeübte  Zugkraft  die  Gleichung: 


W 


-(*+f  +  -£  +  -£  +  l£) 


(in  welcher  für  den  Widerstandscoefficienten  fi  ein  dem  mittleren 
Durchmesser  der  verschiedenen  Rollen  entsprechender  Werth  zu 
setzen  sein  würde).  Indem  man  alsdann  dem  für  W  gefundeneu 
Ausdrucke  die  Form  giebt: 

400)    ^=-$-(,.«+1.» +,«'+!•+ i)--*-(£r-i') 

findet  man  leicht  das  allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Kräfte  W  und  K  mit  der  Anzahl  der  in 
jedem  Gehäuse  befindlichen  Rollen  sich  ändert.  Wenn  die  Zahl 
der  in  jedem  Gehäuse  befindlichen  Rollen  n  statt  2  betrüge,  so 
würde  zu  setzen  sein: 

401)  W=K(-*u+l). 

Für  das  untere  Rollen  -  System  ist  die  Spannungssumme  der 
mit  den  Rollen  in  direeter  Verbindung  stehenden  Faden theile  um 
die  Spannung  K  kleiner  als  für  das  obere;  also  ist: 

402)  Wt~Wr-K=K  (-,£5»). 

Die  beiden  allgemeinen  Gleichungen  401)  und  402)  gelten 
auch  für  die  in  Fig.  370  dargestellte  Anordnung,  bei  welcher  die 
in  jedem  der  beiden  Rollengehäuse  befindlichen  Rollen  nieht 
unter-  und  Übereinander,  sondern  vor-  und  hintereinander  liegend 
angeordnet  sind  in  der  Weise,  dass  von  jedem  der  beiden  Rollen- 
Systeme  nur  die  vornliegende  in  der  Figur  sichtbar  erscheint 
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Fig.  370. 


^^L  2n+I  _  |t2n) 


Wenn  z.  6.  die  Zahl  der  Rollen  in  jedem  Gehäuse  4  beträgt,  und  wieder 
1,1  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  die  Werthe: 

(i,rj  —  1      \ 
jp  —Tis  /  =  6'^ ■*■• 

WX=W-K  =  5,846  tf . 

Wenn  das  obere  Bollengehäuse  an  einem 
festen  Punkte  aufgehängt  ist,  und  der  an  dem 
unteren  Rollengehäuse  wirkende  Widerstand  Wv 
durch  eine  angehängte  Last  gebildet  wird,  so 
beträgt  die  Geschwindigkeit  des  Aufsteigens 
dieser  Last  den  8ten  Theil  von  der  Geschwin- 
digkeit Vy  mit  welcher  das  freie  Ende  des  Seiles 
durch  die  Kraft  K  abwärts  bewegt  wir/1.  Das 
Yerhältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten 
ist  demnach: 


Wx±v 


8 


Kv 


5,346 

8 


0,668. 


Fig.  371. 


Es  wird  also  bei  dieser  Anordnung  etwa 
ein  Drittel  der  Total -Arbeit  auf  Ueberwindung 
der  Reibungs-  und  Seilbiegungs  -  Widerstände 
verwendet. 

Wäre  statt  dessen  das  untere  Rollengehäuse 
das    befestigte,    und    das    obere    das    beweg- 
liche, so    würde   das   Geschwindigkeits- Verhältnis s   der  Angriffspunkte  von 
Widerstand  und  Kraft  gleich  -g  sein;  und  für  das  Yerhältniss  der  mechanischen 

Arbeiten  der  Werth  sich  ergeben: 

W*  ö  0  6  346 

Bei  der  letzteren  Anordnung  würde  also  der 
Arbeitsverlust  nur  29,5  Procent  betragen. 

Für  den  in  Fig.  371  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  die  an  dem  oberen 
Rollengehäuse  wirkende  Kraft  W  die 
bewegende  Kraft,  und  die  am  freien  Ende 
des  Seiles  angreifende  Kraft  K  den  zu 
überwindenden  Widerstand  bildet,  bei 
welchem  also  die  Bewegung  des  ganzen 
Systems  in  einem  dem  vorigen  entgegen- 
gesetzten Sinne  erfolgt,  hat  man  in  den 
gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  die 

Zahl  n  mit  der  Zahl  —  zu  vertauschen 

und  erhält  dann  die  Gleichungen: 


«**<££) 
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403)    iK=^-^^^j=jr(i^^-> 

404)     W^W-K^y.K^-y^). 


Wenn  auch  hier  wieder  \x  =  1,1  und  n  ==  4  gesetzt  wird,  so  ereübt 
sich  für  die  zum  Ueberwinden  des  Widerstandes  K  erforderliche  Zugkraft  W 
der  Werth: 

und  das  Verhaltniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  beträgt  in  diesem  Fall'' 


W 


W.  -J  •  »*M* 

Für  den  am  unteren  Rollengehäuse  wirkenden  Widerstand  ergiebt  >icL 

der  Werth: 

Wl  =  W—K  =  12,58  Ä\ 

Wenn  das  untere  Rollengehäuse   statt  des  oberen  das  bewegliche  w.irv. 

so  würde  das  Verhaltniss  der  Geschwindigkeiten  gleich  -^  sein  und  das  Ver- 
haltniss der  beiden  mechanischen  Arbeiten  betrüge: 

Kv  8 


W>  .  i  *  12^ 


=  0,636. 


8 

Der  Arbeitsverlust  würde  also  bei  der  ersteren  Anordnung  33,7  Procent, 
bei  der  letzteren  36,4  Propcnt  betragen. 

§  83. 
Differenzial  -  Flaschenzug. 

Die  oberen  beiden  Rollen  bilden  zusammen  ein  Stück  und 
drehen  sich  um  eine  gemeinschaftliche  feste  Drehachse  O  (Fig.  372 
Jede  der  beiden  Rollen  ist  am  Umfange  mit  Zähnen  oder  Stegtu 
versehen,  durch  welche  ein  Gleiten  der  Kette  längs  des  RolKu- 
Umfanges  verhindert  wird.  Während  diese  Doppel -Rolle  in  äVr 
Richtung  des  Pfeiles  ein  Mal  um  ihre  Achse  sich  dreht,  wird 
links  an  der  grösseren  Rolle  ein  Kettenstück  von  der  Länge  2tf" 
aufgewickelt  und  rechts  an  der  kleineren  Rolle  ein  Stück  von  dt t 
Länge  2rit  abgewickelt;  im  Ganzen  also  die  Länge  der  beiüVu 
verticalen  Kettentheile,  an  welchen  die  untere  Rolle  nebst  d»r 
Last  W  hängt,  um  die  Grösse  2  (R  —  r)  n  verkürzt,  wovon  auf 
jeden  der  beiden  Theile  die  Hälfte  kommt.  Während  ako  der 
Angriffspunkt  der  Kraft  K  die  Strecke  2/2ic  zurückgelegt,  wird 
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die  Last  W  um  die  Strecke  (R  —  r)n  gehoben ;   das  Verhältniss 
der  beiden  Geschwindigkeiten  ist  daher: 

woraus    sich    für    die    Geschwindigkeit   der 
aufsteigenden  Last  die  Grösse  ergiebt: 


Fig.  372. 


«»>  —H1-*) 


Wären  bei  der  Bewegung  keine  Reibungs- 
und Biegungs- Widerstände  zu  überwinden, 
so  würde  in  jedem  der  beiden  Kettentheile, 
welche  zusammen  die  Last  W  tragen,   die 

Spannung    -^-    stattfinden ,    und  #aus    der 

Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  die  obere  Drehachse  0: 


W 


Q  =  KIi-\--%-r  — 


W 


R 


2    '  2 

würde  für  das  Verhältniss  von  Kraft  zu  Last 
der  Werth  sich  ergeben : 

406>  ^-xO—r) 

Durch  die  in  Wirklichkeit  vorhandenen 
Reibungs-  und  Biegungs -Widerstände  wird 
jedoch  ein  Unterschied  in  den  Spannungen 
der  beiden  links  und  rechts  neben  der  unteren  Rolle  befindlichen 
Kettentheile  bedingt.  Bei  der  angenommenen  Drehungsrichtung 
der  unteren  Rolle  wirkt  die  Spannung  rechts  als  Widerstand,  und 
die  Spannung  links  als  Kraft,  welche  diesen  Widerstand  zu  über- 
winden hat  Es  muss  also  die  letztere  das  p-fache  der  ersteren 
betragen ,  wenn  mit  ja  der  nach  §  80  zu  bestimmende  Wider- 
standscoefficient  für  Ketten-Rollen  bezeichnet  wird.  Die  Summe 
dieser  beiden  Spannungen  muss  gleich  der  Last  W  sein,  also  ist: 

407)     TF=P(l+|i). 

Wenn  der  Halbmesser  der  unteren  Rolle  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  von  den  Halbmessern  der  beiden  oberen  Rollen 
ist,  so  kann  für  den  Widerstandscoefficienten ,  welcher  bei  der 
Bewegung  des  oberen  Rollen  -  Systems  in  Rechnung  zu  bringen 
ist,  dieselbe  Grösse  wie  für  die  untore  Rolle  angenommen  werden. 
Am  oberen  Rollen -Systeme  wirkt  die  Spannung  p.P  als  Wider- 
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stand,  und  die  beiden  Kräfte  K  und  P  an  der  rechten  Seite 
haben  gemeinschaftlich  diesen  Widerstand  zu  überwinden.  Es 
ist  also  die  Momenten-Summe  der  beiden  letzteren  dem  ji-fachin 
des  Momentes  der  ersteren  gleich  zu  setzen,  woraus  sich  die 
Gleichung  ergiebt: 

KR-\-Pr  =  ii.  ilPR    oder     K=  P(y.*  —  -£  ). 

Wenn  man  die  letztere  Gleichung  durch  Gleichung  407)  divi- 
dirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2 r_ 

408)      K  *  B 


W  1  +  ji      ' 

Setzt  man  als  mittleren  Werth  des  Widerstandscoefficienten  für  Kettm- 

r  10 

Rollen  |x  =  1}05  und  das  Verhältniss  --,-  =        ,  so  erhält  man: 

ü         11 

105'-  — 

Nach  Gleichung  405)  ist  in  diesem  Falle  c  =  -  0  ;  das  Verhältniss  dt-r 
beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  daher: 

Wc_  = 1 

K  v         22 . 0,0943  ~~    ' 

Der  Nutzeffect  beträgt  also  48,2  Procent. 

Wenn  man  in  Gleichung  408)  die  Zahl  ji  vertauscht  mit  üVr 
Zahl  — ,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

409)    -£«-^'-  V— ' 
w  1    \  — 

Diese  letztere  Gleichung  gilt  für  eine  Bewegung  des  ganzen 
Systems  im  entgegengesetzten  Sinne,  bei  welcher  die  Kraft  K  aN 
Widerstand  und  die  Last  W  als  treibende  Kraft  wirkt.  St-tzt 
man  in  dieser  Gleichung  J5f=0,  so  erhält  man  die  Bedingung: 


«»>  (t)'  -  *• 


welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  der  Last  W  das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft  K  die  Grösse  Null  haben  soll.  Damit  also  durch 
die  Last   W  keine  rückgängige  Bewegung  des   sich   selbst  üIkt- 
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lassenen  Apparates  hervorgebracht  werde,  muss  die  Bedingung 
erfüllt  sein: 

Für  den  oben  angenommenen  Werth  p  =  1,05  erhielte  man  z.  B.  die 

Bedingung:  , 

r_  •>       * 
B  —  1,1025' 

d.  h.  es  mttsste  der  Halbmesser  der  kleineren  Rolle  mindestens  etwa  jf  des 
Halbmessers  der  grösseren  Rolle  betragen,  wenn  ein  Zurücksinken  der  ge- 
hobenen Last  verhindert  werden  soll. 


§84. 
Bedingungen  der  gleichförmigen  Schrauben -Bewegung. 

Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  zwei  gleichförmige  Bewegungen 
ausführt,  von  denen  die  eine  in  einer  Drehung  um  eine  bestimmte 

Drehachse,  die  andere  in  einer  fort- 
schreitenden Bewegung  längs  dieser 
Achse  besteht,  so  bewegt  sich  jeder 
Punkt  des  Körpers  gleichförmig  längs 
einer  Schraubenlinie,  und  die  so  zu- 
sammengesetzte Bewegung  des  Körpers 
bildet  eine  gleichförmige  Schrauben- 
bewegung. 

Die  Geschwindigkeit  irgend  eines 
Punktes  setzt  sich  zusammen  aus  der 
allen  Punkten  des  Körpers  gemein- 
schaftlichen Geschwindigkeit  c  der 
gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung 
und  einer  rechtwinkelig  dazu  gerich- 
teten (seinem  Abstände  von  der  Dreh- 
achse proportionalen)  Peripherie  -  Ge- 
schwindigkeit v,  welche  der  Punkt  ver- 
möge der  gleichförmigen  Drehbewegung 
besitzt  (Fig.  373  und  374).  Wenn  t 
die  Zeit  ist,  in  welcher  der  Körper 
eine  Umdrehung  ausfuhrt,  und  s  die 
Strecke,  welche  der  Körper  während 
dieser  Zeit  in  der  Achsen -Richtung  zurücklegt,  so  ergeben  sich 
für  die  beiden  Geschwindigkeiten  eines  in  der  Entfernung  p  von 
der  Drehachse  befindlichen  Punktes  die  Gleichungen: 


Fig.  374. 


+v 
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412)  *  —  et     oder    c  =  -- . 

413)  2  p  7r  =  v  t    oder    v  =  — J—  . 

* 

Nach  der  in  Fig.  373  angedeuteten  Parallelogramm-Constru 
tion  bildet  das  Verkältniss  diqger  beiden  Geschwindigkeiten: 


414)    —  =  tg  a  = 


s 


v  °  2  pit 

das    Steigungsverhältniss    der    von    diesem    Punkte    beschriebene 
Schraubenlinie. 

Für  irgend  einen  anderen  in  der  Entfernung  pt  von  der  Dreh- 
achse befindlichen  Punkt  erhält  man  in  gleicher  Weise  als  Steigum:- 
verhältniss  der  von  diesem  Punkte  beschriebenen  Schraubenliiii». 


415)    tg«,  = 


8 


2pjTt 

Die  von  den  einzelnen  Punkten  des  Körpers  beschriebe!.': 
Schraubenlinien  haben  sämmtlich  dieselbe  Steigung  «;  die  Stetgunf*- 
Verhältnisse  dieser  Schraubenlinien  sind  dagegen  verschieden  ;• 
nach  den  Entfernungen  der  Punkte  von  der  Drehachse. 

Die  Schraubenbewegung  des  Körpers  ist  eine  gleichförmig, 
wenn  jede  der  beiden  einzelnen  Bewegungen  gleichförmig  k. 
Nach  §  81  ist  daher  die  Gleichförmigkeit  der  Schraubenbeweg. :-T 
(unter  anderen)  an  folgende  zwei  Bedingungen  geknüpft: 

Erstens,  damit  die  Drehbewegung  gleichförmig  erfolge,  m>>* 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  »"' 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse  <hr 
Schraubenbewegung  Null  sein. 

Zweitens,  damit  die  fortschreitende  Bewegung  gleichförc  - 
erfolge,  muss  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel  <J- 
Schrauben-Achse  gerichteten  Seitenkräfte  Null  sein. 

• 

§  85. 
Flachgängige  Schraube. 

Es  soll  das  Moment  ÜR  =  Kl  desjenigen  Kräftepaares  k1- 
rechnet  werden,  welches  erforderlich  ist,  um  die  von  in- 
liegender Schrauben-Mutter  umschlossene  flachgängige  Schraub 
(Fig.  375)  gleichförmig  hinaufzuschrauben  und  den  in  der  Ach«*»- 
riclitung  wirkenden  gegebenen  Widerstund  W  dabei  zu  ülnr- 
winden. 


Flachgängige  Schraube. 


Auf  die  bewegliche  Schraube  wirken  ausser  dem  Widerstände 
H"  und  deo  beiden  Kräften  K  des   treibenden  Kräftepaares   nur 


noch  die  von  der  unbeweg- 
lichen Schraubenmutter  auf 
sie  übertragenen  Gegendrücke, 
deren  Angriffspunkte  die  Be- 
rührungsstellen der  beiden 
Körper  sind.  Die  Stellen,  in 
welchen  die  untere  Fläche  des 
beweglichen  Schraubengewin- 
deganges unterstützt  wird  von 
der  oberen  Fläche  des  unbe- 
weglichen Ganges,  sollen  —  wie  in  Fig.  376  angedeutet  —  auf 
einer  mittleren  Schraubenlinie  vom  Halbmesser  p  =  — ~_  stetig 
vertheilt  liegen.  Diese  mittlere  Schraubenlinie  bildet  die  aui- 
Khliessliche  Beriihrungslinie  der  beiden  Körper,  enthält  folglich 
die  Angriffspunkte  lämmtlicher  Gegendrücke.  Das  Steigungsverhält- 
nisB  tg  a  dieser  mittleren  Schraubenlinie  kann  nach  der  gewählten 
Bezeichnungsweise  unmittelbar  aus  Gleichung  414)  bestimmt  und 
soll  hier  als  gegeben  angenommen  werden. 
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An  irgend  einer  Stelle  P  dieser  mittleren  Schraubenlinie 
wird  von  Seiten  der  Schraubenmutter  auf  die  bewegliche  Schraube 
ein  Druck  D  übertragen,  welcher  angesehen  werden  kann  als  die 
Mittelkraft  aus  dem  rechtwinkelig  zur  Berührungsfläche  gerichteten 
Drucke  AT  und  einem  der  Richtung  des  Gleitens  entgegenwirken- 
den Reibungswiderstande  fN.  Der  Normaldruck  N  wirkt  in 
verticaler  Ebene  rechtwinkelig  zur  mittleren  Schraubenlinie,  bildet 
also  den  Winkel  a  mit  der  verticalen  Achsenrichtung  der  Schraube. 
Der  Reibungswiderstand  fN  wirkt  längs  der  mittleren  Schrauben- 
linie tangential  abwärts,  bildet  also  den  Winkel  a  mit  der  Hori- 
zontalen. Da  ein  wirkliches  Gleiten  stattfindet,  so  weicht  (nacl 
§  59)  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Reibungswiderstand 
um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Richtung  des  Normaldruck 
ab.  Die  Kraft  D  bildet  also  den  Winkel  a  -|-  <p  mit  der  Ver- 
ticalen. Dasselbe  gilt  von  den  an  allen  übrigen  Berührung- 
steilen  auf  die  Schraube  übertragenen  Gegendrücken. 

Das  statische  Moment  des  Druckes  D  in  Bezug  auf  die 
Achse  der  Schraube  erhält  man  aus  Fig.  377,  indem  man  de»tü 
horizontale  Seitenkraft  D  sin  (a  -f-  <p)  mit  dem  Hebelarme  p  mul- 
tiplicirt  Wenn  die  Drehbewegung  der  Schraube  eine  gleichar- 
mige sein  soll,  so  muss  das  Moment  2Ä  des  treibenden  KräiV 
paares  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller  Drücke  D 
sein;  es  ist  also: 

416)  a»  =  2[Dsin(«  +  ?)p]. 

Die  verticale  Seitenkraft  des  Druckes  D  ist  D  cos  (a  -j-  z 
Wenn   die   fortschreitende  Bewegung    der  Schraube    eine    gleich- 
förmige  sein    soll,    so  muss  die  Summe  aller  dieser  vertical  auf- 
wärts wirkenden  Drücke  gleich  dem   vertical  abwärts   wirkend  1. 
Widerstände  W  sein,  also  ist: 

417)  W  =  I  [D  cos  (o  +  <p)]. 

In  Gleichung  416)  kann  die  Grösse  p  sin  (a  -f-  ff)  als  $r 
meinschaftlicher  Factor  aller  Summen -Glieder  auch  vor  aV 
Summationszeichen  gesetzt  werden;  ebenso  in  Gleichung  417»  il> 
Grösse  cos  (a  -|-  <p).  Die  beiden  Gleichungen  nehmen  alsdann  uV 
folgenden  Formen  an: 

m  =  p  sin  (*  +  ?)£  (/», 
W  =  cos  0  -f-  9)  (D), 

und  wenn  mau   die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,   so  erhalt 
man  die  Gleichung: 


Flachgängige  Schraube.  361 

418)  -J£  =  ptg(«  +  9)    oder   JH  =  »Tp  tg(a -f  ?). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  —  ff  statt  -f~  9  »  so  erhält 
man  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  entgegengesetzte  Be- 
wegung, bei  welcher  die  Schraube  in  dem  festliegenden  Matter- 
gewinde gleichförmig  abwärts  geschraubt  wird.  In  diesem  Falle 
wirken  die  Reibungswiderstände  in  entgegengesetzter  Richtung, 
und  weichen  daher  die  Gegendrücke  D  um  den  Winkel  a — <p  von 
der  Achsenrichtung  ab;  die  Gleichung: 

419)  Kl  =  W9  tg  (a  —  ?) 

zeigt  also:  wie  gross  das  Kräftepaar  sein  muss,  um  eine  Be- 
schleunigung dieser  abwärts  gerichteten  Schraubenbewegung,  zu 
verhindern.  Wenn  a  =  cp  ist,  so  wird  für  diese  Bewegungsrich- 
timg Kl  =  0;  d.  h.  wenn  der  Steigungswinkel  der  mittleren 
Schraubenlinie  gleich  dem  Reibungswinkel  ist,  so  bedarf  es  gar 
keiner  Drehkraft,  um  eine  Beschleunigung  dieser  Bewegung  zu 
verhindern;  die  einmal  vorhandene  Bewegung  wird  sich  gleich- 
förmig fortsetzen  —  wie  gross  auch  immer  die  in  der  Achsen- 
richtung wirkende  Kraft  W  sein  möge.  Wenn  ferner  a  kleiner 
ist  als  <p,  so  ergiebt  Sich  aus  Gleichung  419)  ein  negativer  Werth 
für  das  Moment  Kl;  d.  h.  in  diesem  Falle  würde  ein  entgegen- 
gesetzt herum  drehendes  —  also  im  Sinne  der  Drehbewegung  wir- 
kendes— Kräftepaar  erforderlich  sein,  um  die  abwärts  gerichtete 
Schraubenbewegung  gleichförmig  zu  erhalten. 

Die  Gleichgewichtsbedingung  der  flachgängigen  Schraube  lässt 
sich  hiernach  in  einer  für  beide  Bewegungsrichtungen  gemein- 
schalllich  geltenden  Form  darstellen  durch  die  Gleichung: 

420)  Kl=  W>tg(a±<p), 

in  welcher  das  obere  Vorzeichen  auf  den  Fall  sich  bezieht,  in 
welchem  die  fortschreitende  Bewegung  der  Richtung  der  Kraft  W 
trtjßgengesetzt  ist,  das  untere  dagegen  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft  W  erfolgt. 
Die  Bedingungen  der  gleichförmigen  Bewegung  sind  unab- 
hängig von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit;  die  gefundenen 
Weichungen  gelten  daher  auch  für  die  Geschwindigkeit  Null  oder 
lir  den  Ruhezustand.  Die  beiden  in  Gleichung  4Ä0)  gefundenen 
"trthe  bezeichnen  demnach  die  Grenzwerthe,  welche  das  Kräfte- 
Paar  2R  =^=  Kl  nicht  überschreiten  darf,  wenn  die  ruhende  Schraube 
rieht  (nach  der  einen  oder   der  anderen  Richtung  hin)  in  Be- 
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Flg.  378. 


wegung  geratheu  soll.  Bei  vorhandenem  Ruhezustande  würde 
aber  weder  in  dem  Gleichgewichtszustande  der  SchraubenspindeL 
noch  in  dem  Gleichgewichtszustande  der  Schraubenmutter  Etwa«- 
verändert,  wenn  beide  Körper  zu  einem  Stücke  vereinigt  würden. 
Betrachtet  man  also  Schraubenspindel  nebst  Schraubenmutter  al- 
ein Stück,    und    wendet   dann    auf   das  Ganze    die    allgemeinen 

Gleichgewichtsbedingungen  an,  so  findet  man  die 
Kräfte,  welche  auf  die  —  bisher  unbeweglich  vor- 
ausgesetzte —  Schraubenmutter  wirken  müsM-n. 
um  zu  verhindern,  dass  dieselbe  in  Bewegung  ce- 
rathe  (Fig.  378  und  Fig.  379). 

Druck  und  Gegendruck  haben  stets   gleich 
Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung;  die  Drücke 
Z),  welche  die  Schraube  und  die  Schraubenmutter 
gegenseitig  auf  einander  übertragen,   haben  auf 
den  Gleichgewichtszustand  des  Ganzen  keinen  Ei«- 
fluss  und  können  daher  unberücksichtigt  bleiben. 
Hiernach  ergiebt  sich,  dass  auf  die  Schrauben- 
mutter in  der  Richtung   der  Achse    eine    Kraft 
wirken  muss,    welche   der   Kraft  W  gleich  und 
entgegengesetzt  ist,  und  ausserdem  ein  Kräftepaar, 
welches  dem  Kräftepaare  SBl  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist.    Genau  dieselben  Gleichungen,  weicht 
oben  für  das  auf  die  Schraubenspindel  wirkende 
Kräftepaar  gefunden  würden,  gelten  daher  auch 
für  das  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaar,  wel- 
ches auf  die  Schraubenmutter  wirken  muss,  um 
dieselbe  im  Ruhezustände  zu  erhalten,  während 
die  Schraubenspindel  in  derselben  ihre  gleichför- 
mige Schraubenbewegung  ausführt. 

In  den  Gleichgewichts -Bedingungen  des  ganzen  Systems 
Fig.  378  wird  keinerlei  Aenderung  bedingt  durch  das  gleich- 
zeitige Vorhandensein  einer  gleichförmigen  Drehbewegung  de> 
Ganzen  um  die  Achse  der  Schraube,  ebensowenig  durch  Ja- 
gleichzeitige  Vorhandensein  einer  gleichförmig  fortschreitenden 
Bewegung  des  Ganzen  in  der  Richtung  der  Schrauben-Ach*e. 
Denkt  man  siÖi  also  zu  der  stattfindenden  Schraubenbe wegwig 
der  Spindel  noch  eine  gleichförmige  Bewegung  des  Ganzen  hinzu  — 
das  eine  Mal  eine  gleichförmige  Drehbewegung,  welche  der  Drehung 
der  Spindel   gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  das  andere  Mal 


Fig.  379. 


Schrauben  -  Keil  -  Presse. 
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Eflbung  des  in  die  Nuth  eingreifenden  an  der  Innenfläche  der  Rad-Nabe  vor- 
ragenden Schlüssels  längs  der  Nuth  (welche  eine  fortschreitende  Bewegung 
raföhrt,  an  der  das  Rad  nicht  theilnimmt);  viertens,  die  Seiten  -  Reibung 
röschen  den  Mantelflächen  der  Schraube  und  der  Schraubenmutter,  ent- 
stehend durch  die  von  letzterer  auf  erstere  übertragenen  horizontalen  Gegen*» 
drücke,  welche  durch  die  am  Umfange  des  Rades  einseitig  wirkende  Kraft  K 
hfrorgerufen  werden  und  in  ihrer  Mittelkraft  die  zweite  Kraft  des  Kräfte- 
pures  darstellen.  Die  aus  der  Berücksichtigung  dieser  Kräfte  sich  ergebende 
lorreetion  des  für  K  gefundenen»  Werthes  wird  indessen  meistens  so  klein 
Hifollen,  dass  dieselbe  in  der  Praxis  vernachlässigt  werden  kann. 


§87. 
Sehrauben  -  Keil  -  Presse. 

Die  in  §  65  für   eine  Keil -Presse   mit  horizontalen  Gleit- 
Schen  gefundene  Gleichung  277): 


2  sin  (<o-{-<p)  coB^p 


Flg.  382. 


cos  (w  +  2  9) 

taog  sich  auf  eine  solche  Verschiebung  des  Keil -Systems,  bei 
welcher  der  Mittelkeil  vorrückt  und  die  beiden  Seitenkeile  zu- 
rückweichen. Wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  <p  statt  -f-  <p 
*tzt,  so  gilt  dieselbe  für  eine  Verschiebung  des  Keil- Systems  im 
entgegengesetzten  Sinne,  nämlich  für  diejenige,  bei  welcher  die 
Seitenkeile  vorrücken  und  der  Mittelkeil  zurückweicht. 

Bei  der  in  Fig.  382 
dargestellten  Keil- Presse 
soll  durch  die  von  den 
HorizontalkräftenjfiTj  nach 
innen  geschobenen  Seiten- 
keile der  Mittelkeil  nebst 
der  Pressplatte  nach  oben 
gedrängt,  und  der  Wider- 
stand Q  dabei  überwunden 
werden.  Für  die  dazu  erforderlichen  Kräfte  Kx  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 


_Q 2  sin  (w—y)  cos  ( — <p)    


oder 


cos  (tu  —  2<p) 


2  sin  (o)  —  cp)  cos  y 


cos  (w  —  <p)  cos  «p  +  sin  (<u  —  9)  sin  <p 


423)    2KX  =  Q  [cotg  (» — cp)  -f-  tg  <p)]. 

Diese  Verschiebungen    der    Seitenkeile    können    durch   Um- 
drehung von  Schraubenspindeln  hervorgebracht  werden,  für  welche 

Ritter,  Mechanik.  25 
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gewählten   Bezeichnungsweise   ist  8  =  O^OS,   B  —  0",05,    r  =  0"",IV4     in 

0,05  +  0,04 
*='-  2 ^ 


0,045  zu  setzen,  folglich  nach  Gleichung  414): 


Fig.  380. 


*K      Fig.  381. 


K  =  W .  - 


0,045 


0,4 


'   *  2.0,045.3,14        «^'"N 

woraus  sich  für  den  Steigungswinki 
der  mittleren  Schraubenlinie  die  Grö-H 
o  =  4°  3'  ergiebt  Wenn  ferner  «li 
Reibungscoefficienten  /,  und  tg  9  bei.] 
gleich  0,08  angenommen  werden,  als 
<p  =  4°  34',5  gesetzt  wird,  so  erhält  ni  1 
nach  Gleichung  421): 

K .  0,4  ==  W .  0,0*5  tg  (8°  37',5) 

+  ^0,^8  W.  0,04,     oder 

K  =  0,0171  W  +  0,004  W  =  0,0211  H 

Es  würde  also  z.  6.  um  einen  Dnn  1 
W  =  10000  Kil.  hervorzubringen,  t'!:.i 
am  Umfange  dos  Rades  wirkende  Tau*:'  r 
tialkraft  K  =  211  Kil.   erforderlich    >t  m 

Während  die  Pressplatte  um  «in 
Strecke  *  =  0m,02  fortschreitet,  legt  *>n 
*  Punkt  am  Umfange  des  Rades  die  Streik •! 
2J7r  =  2.0,4.3,14  =  2B\512  zurück,  hsi 
Verhältniss  der  hervorgebrachten  zur 
aufgewendeten  mechanischen  Arbeit  i*s 
demnach : 

TT. 0,02  JT.0,02  __ 

tf  .  2,512         0,0211 .  W.  2,512  "~     '  ' ' 

der  Nutzeffect  beträgt  also  37,7  Proctu; 
der  aufgewendeten  »Arbeit. 

Für   die    Kraft,   welche   erforderl;- 
ist,  um  eine  rückgängige  Bewegung  d*r 
Schraube  zu  verhindern,  erhält  man  na«  l 
Gleichung  422)  den  Werth: 

tg  (4^  3'  -  4«  34',5)  -  J-  -  -°^~  .  W.  0,O4 


=  —  0,001  .  W  -  0,004  .TT  =  -  0,005  .TT. 

Es  würde  also  z.  B.  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Druck  an  der  Pre^- 
platte  10000  Kil.  beträgt,  einer  rückwärts  drehenden  Kraft  von  50  KiL  bedürt< -v. 
um  die  Schraube  zurückzudrehen. 

Bei  einer  genaueren  Berechnung  der  zum  Drehen  der  Schraube  erforder- 
lichen Kraft  K  würden  noch  folgende  —  bisher  unberücksichtigt  gebliebene 
Kräfte  und  Widerstände  in  Rechnung  zu  bringen  sein:  erstens,  das  (tem<*t 
der  Schraube  und  der  Pressplatte ;  zweitens,  die  Reibung  zwischen  der  Pr^$- 
platte  und  den  Säulen,  welche  derselben  als  Führung  dienen;  drittens,  die 
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fcbimg  des  in  die  Nuth  eingreifenden  an  der  Innenfläche  der  Rad-Nabe  vor- 
tuenden Schlüssels  längs  der  Nuth  (welche  eine  fortschreitende  Bewegung 
usfthrt,  an  der  das  Rad  nicht  theilnimrat);  viertens,  die  Seiten  -  Reibung 
tischen  den  Mantelflächen  der  Schraube  und  der  Schraubenmutter,  ent- 
gehend durch  die  von  letzterer  auf  erstere  Übertragenen  horizontalen  Gegen*» 
drücke,  welche  durch  die  am  Umfange  des  Rades  einseitig  wirkende  Kraft  K 
WTorgerufen  werden  und  in  ihrer  Mittelkraft  die  zweite  Kraft  des  Kräfte- 
pures darstellen.  Die  aus  der  Berücksichtigung  dieser  Kräfte  sich  ergebende 
'orrection  des  für  K  gefundenen  Werthes  wird  indessen  meistens  so  klein 
usfillen,  dass  dieselbe  in  der  Praxis  vernachlässigt  werden  kann. 


§87. 
Schrauben  -  Keil  -  Presse. 

Die  in   §  65  für  eine   Keil -Presse   mit  horizontalen  Gleit- 
Sehen  gefundene  Gleichung  277): 


Q 


2  sin  (<o-{-'f)  cosjp 


Fig.  382. 


cos  (ü)  -j-  2  <p) 

taog  sich  auf  eine  solche  Verschiebung  des  Keil -Systems,  bei 
»elcher  der  Mittelkeil  vorrückt  und  die  beiden  Seitenkeile  zu- 
rückweichen. Wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  <p  statt  -f-  <p 
*tzt,  so  gilt  dieselbe  für  eine  Verschiebung  des  Keil- Systems  im 
«rtgegengesetzten  Sinne,  nämlich  für  diejenige,  bei  welcher  die 
Wtenkeile  vorrücken  und  der  Mittelkeil  zurückweicht. 

Bei  der  in  Fig.  382 
dargestellten  Keil -Presse 
soll  durch  die  von  den 
HorizontalkräfterüTj  nach 
innen  geschobenen  Seiten- 
keile der  Mittelkeil  nebst 
der  Pressplatte  nach  oben 
gedrängt,  und  der  Wider- 
stand Q  dabei  überwunden 
*erden.  Für  die  dazu  erforderlichen  Kräfte  Kx  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 


J-T7I/C 


JJ_       2  sin  (a>—  <p)  cos  ( — <p) 
A\  — 


2  sin  (u) —  y)  cos  y 


ödet 


coa(ui  —  2'f) 


cos  (tu  —  <p)  cos  <p  +  sin  (<u  —  <p)  sin  <p 


423)    2KX  =  Q  [cotg  (<u  —  <p) -f- tg  <p)]. 

Diese  Verschiebungen    der    Seitenkeile    können    durch   Um- 
drehung von  Schraubenspindeln  hervorgebracht  werden,  für  welche 
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jene  Keile  selbst  die  zugehörigen  Schraubenmuttern  bilden.  Die 
in  den  Achsenrichtungen  wirkenden  Kräfte  Kx  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  genommen  bilden  die  Widerstände,  welche 
diesen  Verschiebungen  entgegenwirken.  Es  kann  daher  die  zum 
Drehen  jeder  von  beiden  Schraubenspindeln  erforderliche  Dreh- 
kraft unmittelbar  nach  Gleichung  418)  bestimmt  werden,  solxild 
darin  Kt  statt  PF,  und  (für  den  Fall,  dass  der  Reibungscoefficit^t 
der  Schrauben  von  dem  Reibungscoefficienten  der  Keile  verschied*  -j 
ist)  cpj  statt  <p  substituirt  wird. 

Wenn  zugleich  die  eine  Schraube  mit  rechts  gewundener, 
die  andere  mit  links  gewundenem  Schraubengewinde  versehen  i<. 
so  werden  beide  Schraubenspindeln  in  gleichem  Sinne  umgedrti: 
werden  müssen,  um  die  beiden  Keile  einander  zu  nähern  und  die 
Pressplatte  nach  oben  zu  schieben.  In  diesem  Falle  können  <!:<. 
beiden  Schraubenspindeln  auch  aus  einem  Stücke  angefertigt  wer- 
den; die  beiden  Kräfte  Kx ,  deren  jede  einzeln  genommen  eint 
seitliche  Verschiebung  der  betreffenden  Schraubenspindel  hervor- 
bringen würde,  heben  nunmehr  in  Bezug  auf  einen  solchen  Seitt-n- 
Schub  einander  auf;  die  zur  Umdrehung  dieser  Doppel-Sehraul* 
erforderliche  Drehkraft  beträgt  alsdann  das  Doppelte  von  der  zur 
Drehung  jeder  einzelnen  Schraube  erforderlichen  Drehkraft,  i-*t 
also  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

424)  Kl  =  2Kt  ptg(a-f?1). 

Wenn  man  hierin  für  2  Kx  den  in  Gleichung  423)  gefunden»'!! 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

425)  Jn  =  QP  tgfa  +  cpJtcotgCco  —  <p)  +  tg?]. 

Wenn  hierin  J  =  0m,4»    p  =  0m,025,    u>  =  85°,    a  =  4°   und   ?  -  ; 
=  4°  35'    (also   der  Reibungscoefficient    für   die  Keile   sowohl   als   für  ii;< 
Schrauben  gleich  0,08)  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

K .  0,4  =  Q .  0,025  tg  (8°  35')  [cotg  (80°  25')  +  tg  (4°  35')]     oder 
Ä.  =  _°^_  o,151  (0,169  +  0,08)  =  0,00235. 

Um  also  z.  B.  an  der  Pressplatte  einen  Druck  Q  =  10000  KU.  hervor- 
zubringen, wurde  am  Ende  des  Kurbelarmes  eine  Kraft  K  —  23,5  Kil.  wirken 
müssen. 

Während  einer  Umdrehung  der  Kurbel  legt  der  Angriffspunkt  der  Krott 
K  die  Strecke  21 7t  zurück,  die  beiden  keilförmigen  Schraubenmuttern  rücken 
eine  jede  um  die  Schrauben  •  Steigung  s  nach  innen  vor,  und  die  Pressplauc 
wird  um  die  Höhe  8  .  cotg  w  gehoben.  Das  Verhiütniss  der  bei  Ueberwindum: 
des  Widerstandes  Q  an  der  Pressplatte  geleisteten  Arbeit  zu  der  anmittrllur 
auf  die  Kurbel  übertragenen  Arbeit  ist  demnach : 
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Q .  8  cotg  q>    _Q_ 


8 


2  p  TT  l 

0,025 


COtg  u> 


=  A  JL  i? 


jt    i  tgiu 


1,025      0,07    _n1fi3 


0,00235 

der  Natzeffect  betragt  also  16,3  Procent  der  auf  die  Kurbel  übertragenen 
Arbeit. 

§88. 
Differenzial  -  Schraube. 

Der  auf  dem  Boden  festliegende  Hohlcylinder  enthält  das 
Schraubenmutter -Gewinde  für  die  mittlere  hohle  Schrauben- 
Spindel  f  welche  ihrerseits 
wiederum  die  Schrauben- 
mutter bildet  für  die  obere 
massive  Schrauben  -  Spindel 
(Fig.  383). 

Wenn  die  mittlere  hohle 
Schraube  mittelst  des  am 
Kopfe  derselben  angebrachten 
Schlüssels  um  eine  Windung 
des  äusseren  Gewindes  in  der 
festliegenden  Schraubenmut- 
ter hinab  geschraubt  wird, 
und  zugleich  die  obere  massive 
Schraubenspindel  auf  irgend 
eine  Weise  verhindert  wird, 
an  der  drehenden  Bewegung 
theilzunehmen ,  so  führt  die 
obere  Schraubenspindel  wäh- 
rend jener  Umdrehung  eine 
relative  Schraubenbewegung 
in  Bezug  auf  die  hohle 
Schraubenspindel  aus,  indem  sie  um  eine  Windung  des  inneren 
Gewindes  in  derselben  hinaufgeschraubt  wird.  Während  einer 
solchen  Umdrehung  der  hohlen  Schraube  wird  also  die  obere 
Schraubenspindel  nebst  der  Last  W  um  die  Steigungsdifferenz 
*x—8  des  äusseren  und  inneren  Gewindeganges  gehoben. 

Um  die  zu  einer  solchen  Drehung  der  hohlen  Schrauben- 
Spindel  erforderliche  Drehkraft  Kl  zu  berechnen,  hat  man  zu- 
nächst  mit  Berücksichtigung    der   Richtungen,    in    welchen    das 

25* 
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alsdann  in  Gleichung  427)  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

429)  Kl=  PTp(^-tg  (<x,  -f  ?)  -  tg  (a-?)). 

Wenn  man  hierbei  z.B.  «,=20°,  a  =  8ft,  J=0ro,8,  p,  =  0-,,02,  p=0m,04, 
and  den  Reibungscoefficienten  /  =  0,07 ,  also  den  Reibungswinkel  <p  =  4° 
setzt,  so  erhalt  man: 

tf.0,8=V.Q,04^.tg240  -tg4°)    oder 

K  =  0,0076.  W. 

Es  würde  also  z.  B.  eine  am  Endpunkte  des  Schraubenschlüssels  wirkende 
Kraft  K  —  7,6  Eil.  ausreichen,  um  einen  Widerstand  W  =  1000  KiL  zu 
überwinden. 

Während  der  Schraubenschlüssel  einmal  umgedreht  wird, 
legt  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  den  Weg  2Zir  zurück,  und 
verrichtet  die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit  K .  2ln.  Der  An- 
griffspunkt des  Widerstandes  W  wird  gleichzeitig  um  die  Grösse 
*i~8  gehoben,  und  die  dazu  erforderliche  Arbeit  beträgt 
W  [s{  —  *).  Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  .mechanischen 
Arbeiten  ergiebt  sich  demnach  die  Gleichung: 

n~      K.2ln       ~  K.2U 

-■&(V«"-H 

welche  nach  Substitution  des  für  Kl  gefundenen  Werthes  die 
Form  annimmt: 

430)  n=  f- 


Pi 


tg  (*i  +  ?)  -  tg  (a  —  <p) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  pj-tga,    grösser  sein  muss   als 

tg«,  wenn  überhaupt  ein  Nutzeffect  erreicht  werden  soll. 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  ergiebt  sich  für  n  der  Werth: 

-|-.tg'200-tg80 

n  =  \ =  0,27, 

-^  .  tg  24°  -  tg  4° 

betragt  also  der  Nutzeffect  27  Procent  der  am  Schlüssel  verrichteten  Arbeit, 
während  73  Procent  derselben  zur  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände 
verwendet  werden. 
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Die  Gleichung  429)  nimmt,  wenn  darin  +  ?  m^  —  ?  ver" 
tauscht  wird,  die  Form  an: 

431)  Jn=Hrp(JJ-tg(a,-9)-tg(a  +  ?)) 

und  zeigt  in  dieser  Form,  wie  gross  die  (in  gleichem  Sinne  wie 
vorher)  am  Schlüssel  wirkende  Kraft  K  sein  muss,  um  die  kohlt- 
Schraubenspindel  an  einer  rückgängigen  Bewegung  —  d.  h.  am 
Aufsteigen  —  zu  verhindern.  Es  muss  alöb  ausserdem  die  Be- 
dingung erfüllt  sein: 

^-tg(ai-9)<tg(a  +  ?), 

wenn  eine  solche  rückgängige  Bewegung  des  sich  selbst  üher- 
lassenen  Apparates  ohne  Wirkung  der  Kraft  K  allein  schon  durch 
die  Reibung  verhindert  werden  soll. 

Wenn  man  -f*  K  mit  —  K  vertauscht  in  Gleichung  431),  so 
nipimt  dieselbe  die  Form  an: 

432)  Kl=  Wp  (tg  («  +  <p)  -  -P-Ltg(at-?)) 

und  kann  in  dieser  Form  für  die  entgegengesetzte  Anordnung  der 
Differenzial-Schraube  benutzt  werden,  nämlich  für  diejenige,  bei 
welcher  die  Steigung  s  des  äusseren  Schraubenganges  grösser  i>t 
als  die  Steigung  *,  des  inneren,  und  in  Folge  dessen  das  Auf- 
steigen der  Last  W  mit  dem  Aufwärts  -  Schrauben  der  hohlen 
Schraubenspindel  verbunden  ist. 


§  89. 
Scharfgängige  Schraube. 

Wenn  man  in  den  für  die  flachgängige  Schraube  in  §  &>  mit 
Bezug  auf  Fig.  375  und  Fig.  376  gefundenen  Gleichungen  statt 
des  gewöhnlichen  Reibungscoefficienten  /  den  Reibungscoefficienteii 

f   =-f- 
Jx         sin* 

für  Gleiten   in   Keilnuthen,   und  demgemäss   statt  des  Reibung^ 

winkeis  <p  überall  den  nach  §  61  aus  Gleichung  235): 

«•♦-/.— i; 

zu  bestimmenden  Reibungswinkel  ♦{/  für  Gleiten  in  Keilnuthen  ein- 
führte,   so    würden   jene  Gleichungen   nunmehr  gelten   für  cük 
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flach  giingige  Schraube,  an  welcher  die  beiden  Reibungsllächen  mit 
Keilnuthen  vom  Convergenzwinkel  28  versehen  wären  (Fig.  387). 
Denkt  man  sieb  die  Zahl 
Kg.  387.  der  neben  einander  liegenden 

Keilnuthen  bis  auf  eine  re- 
ducirt  und  von  den  beiden 
Seitenwinden  der  in  dem 
festliegenden  Schraubenmut- 
terge winde  befindlichen  Keii- 
nuth  alsdann  die  innere 
Wand  hinweggenommen,  so 
gelangt  man  zu  der  in 
"*  38B-  Fig.  388  dargestellten  Form, 

für  welche  (nach  der  in 
§  70  mit  Bezug  auf  Fig.  331 
und  Fig.  332  gegebenen  Er- 
klärung) jene  Gleichungen 
ebenfalls  noch  gültig  blei- 
ben. Da  ferner  die  Formen 
der  beiden  Körper  nur  in- 
soweit einen  EinflusB  haben 
auf  die  zwischen  beiden  stattfindenden  Druckkräfte,  als  die  Formen 
der  beiden  Berührungsflächen  durch  sie  bedingt  werden,  so  können 


Flg.  389. 


nach  Ausführung 
der  erwähnten  Sub- 
stitution jene  für 
die  flachgängige 
Schraube  gefunde- 
nen Gleichungen 
auch  für  die  ge- 
wöhnliche scharf- 
gängige Schraube 
benutzt  werden,  bei 
welcher  die  Quer- 
schnittsform des 
Gewindeganges  — 
statt  eines  Recht- 
ecks ein  gleich- 
schenkeliges  Drei- 
eck büdet(Fig389), 
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und  deren  Form  man  sich  dadurch  entstanden  denken  kann,  das* 
ein    nach    einer    Schraubenlinie    gekrümmter   Stab    von    der   in 

Fig.  390  dargestellten  dreieckigen  Querschnitts- 
yig.  390.  f°rm  um  einen  Cylinder  vom  inneren  Durch- 

messer der  Schraubenspindel  herumgelegt  und 
nachher  mit  demselben  zu  einem  Stücke  ver- 
einigt wird. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B.  aus  Glei- 
chung 418)  für  das  Moment  der  zum  Uebw- 
winden  des  Widerstandes  W  erforderliches 
Drehkraft  die  Gleichung: 

433)    Kl  =  W9  tg  (a  -f  <». 

Wenn  der  halbe  Winkel  an  der  Spitze  des  gleichschenkelig*n 
Dreiecks,  welches  den  Gewinde  -  Querschnitt  darstellt,  mit  ß  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  Fig.  390  der  Winkel  o  —  90°  -3. 
folglich  sin  8  =  cos  ß  zu  setzen.  Man  erhält  also  zur  Bestimmung 
des  Winkels  <J>  die  Gleichung: 

;         434)    ig*-**. 

Während  einer  Umdrehung  der  Schraube  wird  der  Angriffs- 
punkt des  Widerstandes  W  um  die  Steigung  s  —  also  nach  Glei- 
chung 414)  um  die  Grösse  2pictga  —  zurückgedrängt,  und  legt 
der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  die  Strecke  2Zr  zurück.  Da* 
Verhältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  demnach: 

71  K2lit  Kl    l%*' 

Wenn  man  hierin   für  den  Quotienten  -^A-  den  aus  Gleh 

chung  433)  sich  ergebenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 


435)     n 


_  tg  ot 


welche  auch  zur  Bestimmung  des  Nutzeffects  der  flachgängigen 
Schraube  dienen  kann,  wenn  wiederum  ty  mit  9  vertauscht  wird. 
Du  nach  Gleichung  434)  der  Winkel  ty  immer  grösser  ist  als  der 
Winkel  <p,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  soint 
gleichen  Umständen  der  Nutzeffect  bei  der  scharfgängigen  Schraube 
immer  kleiner  ist  als  bei  der  flachgängigen  Schraube,  dass  also 
in  solchen  Fällen,  wf>  die  Schraube  als  Bewegungs-Mechanismu» 


j 
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rerwendet  wird,  die  flachgängige  Schraube  allemal  der  scharf- 
gangigen  vorzuziehen  ist. 

Nach  Gleichung  419)  ergiebt  sich  fiir  das  zur  Verhinderung 
einer  rückgängigen  Bewegung  der  scharfgängigen  Schraube  er- 
forderliche Drehungsmoment  der  Werth: 

436)     Kl  =  Wp  tg  (a  —  <{,). 

Wenn  also  durch  die  Reibungswiderstände  allein  schon  eine 
solche  rückgängige  Bewegung  verhindert  werden  soll,  so  muss  die 
Bedingung  erfüllt  sein: 

OL  <  *, 

während  eine  flachgängige  Schraube  schon  bei  dem  kleineren 
Steigungswinkel  a  =  <p  von  selbst  zurückweichen  würde.  Hieraus 
trgiebt  sich,  dass  in  solchen  Fällen,  wo  Sicherheit  gegen  rück- 
gängige Bewegung  der  Schraube  Haupterforderniss  ist,  d.  h.  in 
wichen  Fällen,  wo  die  Schraube  als  Befestigungs-Mittel  verwendet 
wird,  die  scharfgängige  Schraube  bei  gleichem  Steigungswinkel 
ihren  Zweck  besser  erfüllt  als  die  flachgängige. 

Bei  dem  Anschrauben  einer  Platte  an  eine  Wand  mittelst 
eines  scharfgängigen   Schrauben-Bolzen  (Fig.  391  und   Fig.  392) 

hat  die  am  Schrau- 
bte- 391.  Fig.  392.  benschlüssel  wirken- 
de Drehkraft  Kl 
ausser  dem  in  Glei- 
chung 433)  gefun- 
denen Widerstands- 
momente 

.  Wptg(a  +  40 
noch  das  nach  Glei- 
chung 326)  zu  be- 
stimmende Moment 
des  z  wisch  enSchrau- 
benmutter  undPlatte 
entstehenden ,  dem 
Drucke  W  entspre- 
chenden, Reibungs- 
widerstandes zu 
überwinden.  Wenn  mit  pt  der  mittlere  Halbmesser  der  ringför- 
migen Reibungsfläche  und  mit  /  der  betreffende  Reibungscoefflcient 


K 
— > 


i* 


*:t    i.=  t—  x—.  —  -i", 

vnt*~       =:    ",j       i  =    ■■    LI       x     =  ••     -„7       i»«r     i*,.i,iQ^^-H"tii--^    v 
•»••ir*iii,.'*,i  ii  irr.T  u*it  ?  ^rr*  -  =     _3   ino.   i**r    i.ir  r»--» 'i»J  ^"-ust!  fr  >   .•* 

m**^  si  i#*r*"mi»**iiü*-  ^r.*5irn:ir-"v*m.  *.i  «>"•  *nn-  >*^n  virxTivt.-  ■!.■»  x  =  :?' 

r"»»^"-ß    WJTL   «I    *n.ut   Hau   1;u'll      -  .«'.-n.Trur   £fT 

X-    -!=♦"'-  1±    \i  *    I:    —    .1"      \  :"  .     :.wr 

X  =  "*~  ".  •>£  -  .„•:-:    =  •  .  :*    m~. 

Eis*  tu  Ejöihlg*  um  S:irxx)ea&«::üi&*t«äi  vri*a»ie  trin  47=14^.. 
vi.*?»*  m^i  i**Trr*f -»a. .    fcL?*    cw  r'^^  n*s  -»nwr  £j-l±   W  =  !•••   IL1  :*;-"■ 

ii«  :.*  krift  £^i-rt  ria  ais  iilr:  ^-.z  437  .  ir.d»oi  m.ta  «l-r::. 
^  A'  mn  —  Äl  f-r^r  —  ■{,  ei::  —  £  aid  -r-/  mit  — /  TerUuO.. 
a.v>  a-i*  d-r  GIt:.L'ii.^: 

4;>     A7  =  —  IT*  :-  (a  —  ^'  -r  /  H^ . . 

l>*-iin  A;.wL»uKea  ein  I»r»i  k  H"^=  l«i«»  Ki!.  h^nrorr»-^rAfht  wor»l^n  «ir.  :>»■ 
I^«»-»-n   «i<fr  >  LrA«^Lv»:rt/^  i  üj   im   ersten  Au^vLtl:«'ke   die   Kraft   rrt  r 

K  =   1'"*  [-  ^«»li  .  tg  «—  4*  av-  +  »,15  .  *\»lo)  =  10^-J. 

§  90. 
Reibmig  an  der  Mantellliclie  der  Sckraabe, 

Für  die  beiden  (ie^endrücke  D  und  /),,  welche  bei  dem  u 
Fig.  393  dargestellten  vertiealen  cylindri sehen  Bolzen  dureh  ils« 
am  Kopfe  demselben  wirkende  Horizontalkralt  K  an  den  beul«- 
I^rührungsstellen  A  und  B  hervorgerufen  werden,  erhält  nu» 
nach  d(;in  ües(itzc  der  statischen  Momente  —  indem  man  ila* 
eine  Mal  den  Funkt  27,  das  andere  Mal  den  Punkt  ^i  als  Dnh 
punkt  wühlt    -    die  Gleichungen: 
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Fig.  393. 


<r 


>-2Pi 


0=JT(— 4-)-D»    oder    D  =  A'  (_J-  - -? ), 

0=ÜT(«  +  -|-)-Z)1Ä    oder    i>,  =  *(-£-  +  -J-) 

Wenn  der  auf  solche  Weise  eingeklemmte  Bolzen  durch  ein 
iu  horizontaler  Ebene  wirkendes  Kräftepaar  gleichförmig  gedreht 

werden  sollte,  so  würde  dasselbe  die 
an  den  beiden  Berührungsstellen  auf- 
tretenden Reibuugswiderstände  fD  und 
fDx  zu  überwinden  haben;  das  Mo- 
ment desselben  müsste  also  die  Grösse 
haben: 

439)    ÜR^/Dp+Z^p, 

und  nach  Substitution  der  oben  für  D 
und  Dt  gefundenen  Werthe  erhält  man 
für  2R  die  Gleichung: 

440)    aß  =  2/tf-jj-p. 

Dieses  Kräftepaar  kann  auch  durch 
zwei  Kräfte  gebildet  werden,  deren  jede 
gleich  K  ist  (Fig.  394),  sobald  nur  der 
Hebelarm  l  dieses  aus  den  zwei  Kräften 
K  bestehenden  Kräftepaares  so  gewählt 
wird,  dass  Ä7  =  2ß  ist.  In  diesem 
Falle  heben  zwei  von  den  drei  Kräften 
K  einander  auf,  und  es  bleibt  nur  noch 
die  eine  am  Ende  des  Hebels  l  einseitig 
wirkende  Kraft  K  übrig.  Wenn  also 
diese  letztere  den  Bolzen,  gleichförmig 
drehen  soll,  so  muss  die  Bedingung 
erfüllt  sein: 


Fig.  394. 


441)    Kl  =  2fK-ajrt     oder     —  =  2/ 


a 


Da  diese  Gleichung  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit  der 
Drehbewegung  und  dieselbe  folglich  auch  für  die  Drehgeschwin- 
digkeit Null  noch  gültig  bleibt,  so  drückt  dieselbe  zugleich  die 
Bedingung  für  die  Fortdauer  des  einmal  vorhandenen  Ruhezu- 
standes aus;  d,  h.  wenn  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist,  so  wird 
niemals  ein  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  durch  die  Kraft  K 
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hervorgebracht  werden  können,  wie  gross  auch  immer  die  Kraft  A' 
sein  möge. 

Wenn  z.B.  f  =  0,1  und  --_-  —  20  ist,  so  wird  —  =  4;  d. h.  nur  dann, 

h  p 

Wenn  l  grösser  ajs  4  p  ist,  wird  durch  die  einseitig  am  Hebelarme  l  wirkende 
Kraft  K  ein  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  hervorgebracht  werden  können. 
Wenn  dagegen  /  kleiner  ist  als  4  p,  so  tritt  ein  Klemmen  ein,  und  selbst  eine 
unendlich  grosse  Kraft  wurde  keine  Drehung  hervorbringen. 

Bei  einer  flachgängigen  Schraube  würden  unter  gleichen  Um- 
ständen sowohl  an  der  dem  äusseren  Gewindehalbmesser  R  ent- 
sprechenden Cylinder- Mantelfläche  als  auch  an  der  dem  inneren 
Gewindehalbmes$er  r  entsprechenden  Cylinderfläche  eine  Reibuns 
entstehen,  und  man  darf  annehmen,  dass  dieselbe  ungefähr  ebem<> 
wirkt,  wie  wenn  es  an  beiden  Berührungsstellen  A  und  B  die  dem 

mittleren  Schraubenhalbmesser  — J—  =  p   entsprechenden  Cylin- 

der-Mantelfläche  wäre,  in  welcher  jene  Reibungswiderstände  auf- 
treten. Die  obigen  Gleichungen  dürfen  daher  auch  dann  noch 
als  gültig  betrachtet  werden,  wenn  es  statt  des  cylindrischen 
Bolzens  ein  flachgängiger  Schraubenbolzen  ist,  der  durch  die  ein- 
seitig am  Hebelarme  l  wirkende  Kraft  K  gedreht  werden  soll. 

Wenn  ausser  diesen  an  der  Mantelfläche  auftretenden  Reibungs- 
widerständen  bei  der  Umdrehung  des  Schraubenbolzens  noch  ein 
in    der  Achsenrichtung    desselben    wirkender  Widerstand   W  ?u 

überwinden  ist,  so  kommt  zu  dem  Widerstandsmomente/(2)-|-^t  ? 
(Gleichung  439)  noch  das  in  Gleichung  418)  gefundene  Wider- 
standsmoment Wp  tg  (ot  -f~  ?)  hinzu,  und  die  Gleichung  440)  nimmt 
für  diesen  Fall  die  Form  an: 

SK  =f(D  +  Dt)  p  +  W9  tg  (et  +  <p). 

Wenn  man  hierin  wieder  die  Werthe  D-\-Dx  =  2K -.-und 
3R  =  JSTZ  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

*i  =  2/ir-J.p+>ptg(«  +  ?), 

welche  für  K  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

i  -  2/p  -;- 

und  zeigt,  dass  auch  in  diesem  Falle  K  =  oo  wird»  wenn 
—  -  —  2f  a}-  ist.     Es  drückt  daher  die  bereits  oben  gefundene 
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Gleichung  441)  auch  für  die  flachgängige  Schraube  die  Bedingung 
des  Klemmens  aus. 

Für  die  scharfgängige  Schraube  würde  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  ty  statt  9  und  ausserdem  -/-g  statt  /  (s.  Fig.  390) 
zu  setzen  sein;  die  obige  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 


JT=— "- 


JPptg(a  +  40 


I-8-Ap    U 


sinß  r    h 
und  zeigt,   dass  bei  der  scharfgängigen  Schraube  das  Klemmen 

1  f         n 

schon  dann  eintritt,  wenn  —  <  2  -.— 0-  -.     ist 

^  p    =       sm  p    h 
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oder 

Lehre  tob  der  Bewegung  eines  nicht  im  Gleich- 
gewichtszustände befindlichen  Systems  von  HI- 
veränderlich  verbundenen  materiellen  Punktei. 


Capilel  IVI. 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§91. 
Wirkung  der  inneren  Kräfte. 

Arbeits-Summe  der  inneren  Kräfte  gleich  Null. 

Wenn  auf  zwei  materielle  Punkte,  die  einem  unveränder- 
lichen Systeme  angehören,  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie 
zwei  constante  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  wirken,  * 
ist  die  bei  irgend  einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Sptes* 
von  diesen  beiden  Kräften  zusammen  verrichtete  Arbeitssuninn 
gleich  Null.  Denn  bei  dem  Uebergange  der  Linie  AB  in  ^ 
parallele  Lage  AXBX  (Fig.  395)  verrichtet  die  in  dem  Punkte^ 
angreifende  Kraft  die  mechanische  Arbeit  — Ks,  und  die  in  Avn 
Punkte  B  angreifende  Kraft  die  mechanische  Arbeit  -f-  K$:  &e 
von  beiden  Kräften  zusammengenommen  verrichtete  Arbeitssumme 
ist  also  gleich  Null. 

Das  Gleiche  gilt  von  einer  solchen  Bewegung  des  Systems. 
bei  welcher  die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  uro 
den  einen  ihrer  Endpunkte  sich  dreht  (Fig.  396).  Denn  bei  dir** 
Drehung  verrichtet  die  in  dem  festliegenden  Punkte  A  angreifend 
Kraft  die  mechanische  Arbeit  Null  wegen  Unbeweglichkeit  ihrv> 
Angriffspunktes,  und  die  in  dem  Punkte  B  angreifende  Kraft  nt- 
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richtet  die  Arbeit  Null,   weil  die  Bewegung  ihres  Angriffspunktes 
stets  rechtwinkelig  zur  Kraft  gerichtet  ist. 


Flg.  395. 


i** 


* 


X 


Denkt  man  sich  den  Raum,  in  welchem  die  in  Fig.  396  dar- 
stellte Bewegung  erfolgt,  gleichzeitig  die  in  Fig.  395  dargestellte 
fortschreitende  Bewegung  ausführend,  so  findet  man,  dass  in 
diesem  Falle  die  im  Ganzen  verrichtet  werdende  Arbeit  in  jedem 
Zeittheilchen  sich  zusammensetzt  aus  zwei  Arbeitssummen,  von 
denen  die  eine  der  drehenden  Bewegung,  die  andere  der  fort- 
schreitenden Bewegung  entspricht.  Da  jeder  von  diesen  beiden 
Theilen  einzeln  genommen  beständig  die  Grösse  Null  hat,  so  gilt 
der  obige  Satz  auch  in  Bezug  auf  eine  solche  Bewegung  des 
Systems,  welche  als  aus  einer  drehenden  und  einer  fortschreiten- 
den Bewegung  zusammengesetzt  aufgefasst  werden  kann,  d.  h.  in 
llezug  auf  eine  ganz  beliebige  Bewegung  des  Systems. 

Dieser  Satz  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  während  der 
Bewegung  die  Grösse  der  beiden  Gegenkräfte  stetig  sich  ändert. 
In  diesem  Falle  kann  man  sich  nämlich  die  ganze  Bewegungs- 
dauer zerlegt  denken  in  Theile,  die  so  klein  sind,  dass  innerhalb 
eines  solchen  Zeit- Intervalles  die  beiden  Kräfte  als  constant 
bleibend  angesehen  werden  dürfen.  Für  jeden  einzelnen  dieser 
Zeittheile  ist  dann  der  Satz  als  bereits  bewiesen  zu  betrachten; 
folglich  muss  derselbe  auch  für.  die  Summe  aller  dieser  Zeittheile, 
"der  für  die  ganze  Bewegungsdauer  noch  richtig  sein. 

Nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  (§  19)  haben  die  in 
pinem  Systeme  von  materiellen  Punkten  wirkenden  inneren  Kräfte, 
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d.  h.  die  von  den  einzelnen  Punkten  auf  einander  gegenseitig 
übertragenen  Kräfte,  je  paarweise  gleiche  Grössen  und  entgegen- 
gesetzte Richtungen  in  den  Verbindungslinien  ihrer  Angriffspunkte 
Da  zugleich  (nach  der  in  §  36  gegebenen  Erklärung)  bei  einem 
Systeme  von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  ditv. 
inneren  Kräfte  stets  diejenigen  Grössen  haben,  welche  erforderlich 
sind,  um  die  Entfernungen  ihrer  Angriffspunkte  unverändert  zu 
erhalten,  so  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze,  dass  bei  einrm 
solchen  Systeme  die  von  den  inneren  Kräften  verrichtete  Arbrite- 
summe  stets  gleich  Null  ist  —  wie  auch  immer  die  Bewe^ 
des  Systems  beschaffen  sein  möge,  und  wie  auch  immer  il;~* 
inneren  Kräfte  während  der  Bewegung  sich  ändern  mögen. 

§  92. 

Princip  der  lebendigen  Kraft 

Zunahme  der  lebendigen  Kraft  gleich  Arbeit  der  äusseren  Kräfte 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Die  Bewegung,  welche  ein  mit  anderen  Punkten  zu  eintm 
unveränderlichen  Systeme  verbundener  materieller  Punkt  unter 
Einwirkung  einer  bestimmten  Kraft  K  ausführt,  ist  im  Allge- 
meinen verschieden  von  derjenigen  Bewegung,  welche  dieser  PuiAt 
ohne  jene  Verbindung  als  vollkommen  freier  materieller  PurAt 
ausfuhren  würde  unter  Einwirkung  derselben  Kraft  K.  Der  eir* 
materielle  Punkt  kann  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden,  «i* 
dass  die  übrigen  Punkte  gleichfalls  in  Bewegung  gerathen,  u>i 
eine  Aenderung  seines  Bewegungszustandes  ist  im  AUgemeü /■■» 
unzertrennlich  verbunden  mit  Aenderungen  in  den  Beweguns>- 
zuständen  der  übrigen  materiellen  Punkte. 

Dasjenige,  was  einen  materiellen  Punkt  in  Bewegung  versetzt 
oder  seinen  Bewegungszustand  verändert,  ist  (nach  §  27)  allenui 
als  eine  Kraft  aufzufassen.  Es  werden  also  durch  das  Auftrete 
der  Kraft  K  mittelbar  noch  andere  Kräfte  in  Thätigkeit  verset/t. 
nämlich  einerseits  die  Kräfte,  welche  bewirken,  dass  die  lk- 
wegung  ihres  Angriffspunktes  von  der  eines  freien  materielle« 
Punktes  abweicht,  andererseits  diejenigen  Kräfte,  durch  weh*!»- 
gleichzeitig  die  Bewegungszustände  der  übrigen  materiellen  Punkt»' 
verändert  werden.  Diese  mittelbar  in  Thätigkeit  versetzten  Kran* 
sind  eben  jene  inneren  Kräfte,  welche  von  den   einzelnen  mate- 
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Hellen  Punkten  nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  auf  ein- 
ander übertragen  werden,  und  durch  welche  die  Entfernungen 
derselben  unverändert  erhalten  werden.  Es  sind  also  diese  inneren 
Wechselwirkungskräfte  aufzufassen  als  Widerstandskräfte,  welche 
allemal  nur  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  ohne  dieselben 
die  Abstände  der  einzelnen  Punkte  sich  ändern  würden.  Sie 
büden  eine  Kräfte-Gruppe,  deren  Wirkung  das  Auftreten  der  ge- 
gebenen äusseren  Kräfte  stets  begleitet  und  wesentlich  durch  die 
letzteren  bedingt  wird. 

Die  wirkliche  Bewegung  eines  jeden  zum  Systeme  gehörenden 
materiellen  Punktes  geschieht  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  die 
eines  einfachen  freien  materiellen  Punktes,  der  unter  Einwirkung 
von  zwei  Kräften  sich  bewegt:  Die  eine  von  diesen  beiden 
Kräften  ist  die  als  bekannt  anzusehende  Mittelkraft  K  der  von 
aussen  her  auf  jenen  Punkt  einwirkenden  Kräfte;  die  andere  Kraft 
J  ist  die  unbekannte  —  je  nach  den  Umständen  sich  ändernde  — 
Mittelkraft  aller  von  den  übrigen  Punkten  des  Systems  auf  jenen 
Punkt  übertragenen  inneren  Kräfte  t,,  i2,  t3  . . .  Wäre  die  Kraft 
J  bekannt,  so  würde  nunmehr  die  Bewegung  des  Punktes  be- 
stimmt werden  können  nach  dem  in  §  21  für  den  einfachen 
materiellen  Punkt  bereits  bewiesenen  Princip  der  lebendigen 
Kraft.  Wenn  mit  31  die  von  der  Kraft  K  während  der  Bewegung 
verrichtete  mechanische  Arbeit,   mit  a  die  von  der  Kraft  J  ver- 

richtete  Arbeit,  mit  ^-  die  lebendige  Kraft  des  materiellen 
Punktes    im    Anfange    der    Bewegung,    mit    —=r-    die    lebendige 

Kraft  desselben  am  Ende  der  Bewegung  bezeichnet  wird,  so 
würde  nach  Gleichung  51)  zu  setzen  sein: 

mv*  mc*         qi    i_  A 

Denkt  man  sich  in  gleicher  Weise  auf  jeden  der  übrigen 
materiellen  Punkte  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  angewendet 
und  nachher  die  auf  solche  Weise  gefundenen  Gleichungen 
sämmtlich  zusammenaddirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

S(^-)-2(^)  =  2(«)  +  2(a). 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  2  (a)  die  von  sämmtlichen  in- 
neren   Kräften    zusammengenommen    verrichtete    Arbeitssumme, 

Ritter,  Mechanik.  26 
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welche   nach   dem   im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsatze 
immer  gleich  Null  gesetzt  .werden  kann.    Es  ist  also: 


442)     2(^)-2(-^)  =  2(«). 


Die  Grösse  2  (31)  bedeutet  die  Summe  der  von  den  äusseren  — 
unmittelbar  gegebenen   —  Kräften  K  verrichteten  mechanischen 

Arbeiten,  die  Grösse  2  \o)  bedeutet  die  Summe   der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte   im  Anfange  der 

>  bedeutet  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  am  Ende  der  Bewegung.  Die  obige  Gleichung 
zeigt  also,  dass  das  früher  für  den  einfachen  materiellen  Punkt 
gefundene  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  für  ein  System 
von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  noch  gül- 
tig ist. 

Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Systems  ist  gleich 
der  von  den  gegebenen  äusseren  Kräften  verrichteten  Arbeitssumme. 

Der  specielle  Fall,  in  welchem  die  äusseren  Kräfte  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte 
durch  sie  nicht  verändert  werden,  in  welchem  also  die  Zunahme 
an  lebendiger  Kraft  beständig  die  Grösse  Null  hat,  ist  derjenige, 
in  welchem  die  äusseren  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Bei  einem  solchen  gleichförmigen  Bewegungszustande  des  Systems 
hat  also  auch  die  von  den  äusseren  Kräften  verrichtete  Arbeits- 
summe (nach  Gleichung  442)  stets  die  Grösse  Null.  Die  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  Kräfte -Systems  sind  aber  unabhängig 
von  der  Art  des  gleichförmigen  Bewegungszustandes,  in  welchem 
das  System  ihrer  Angriffspunkte  unter  ihrer  Einwirkung  augen- 
blicklich begriffen  ist.  Wenn  also  die  Kräfte  einander  im  Gleich- 
gewichte halten,  so  muss  nicht  nur  für  den  wirklichen  Bewegungs- 
zustand, sondern  auch  für  einen  beliebigen  anderen  Bewegung*- 
zustand,  in  welchem  man  sich  das  Punkten-System  augenblicklieh 
begriffen  denken  kann,  jene  Bedingung  erfüllt  sein,  d.  h.  die  von 
den  äusseren  Kräften  verrichtet  werdende  Arbeitssumme  gleich 
Null  sein  —  wobei  jedoch  (wegen  der  im  Allgemeinen  mit  der 
Bewegung  eintretenden  Lagen -Veränderung  des  Punkten-  System> 
gogen  das  Kräfte-System)  das  Wort  „Arbeitssumme"  nur  auf  den 
nächstfolgenden  unendlich  kleinen  Theil  dieser  fingirten  Bewegung 
zu    beziehen    ist.      Auf   diese    Weise    kann    die    Statik   als  ein 
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specieller  Fall  der  Dynamik  aufgefasst  werden,  und  die  eben  er- 
klärte Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  den 
speciellen  Fall  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  führt  zu  folgendem 
allgemeinen  Lehrsatze: 

Wenn  die  auf  ein  System  unveränderlich  verbundener  ma- 
terieller Punkte  wirkenden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht 
halten,  so  ergiebt  sich  für  die  bei  irgend  einem  fingirten  Be- 
wegungszustande des  Systems  während  des  ersten  unendlich  kleinen 
Theiles  der  Bewegung  von  den  Kräften  verrichtete  Arbeitssumme 
stets  die  Grösse  Null  —  wie  auch  immer  der  Bewegungszustand 
gewählt  werden  möge.  Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jeden 
denkbaren  Bewegungszustand  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  halten 
die  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  (da  andernfalls  durch  die 
Kräfte  das  ruhende  System  in  Bewegung  versetzt,  also  die  leben- 
dige Kraft  derselben  verändert,  folglich  nach  Gleichung  442)  die 
bei  diesem  Uebergange  aus  Ruhe  in  Bewegung  von  den  Kräften 
verrichtete  Arbeit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben 
würde). 

Dieser  Lehrsatz  wird  das  „Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten genannt. 

Bei  einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Systems  besteht  die 
während  des  ersten  unendlich  kleinen  Theiles  der  Bewegung  von 
den  Kräften  verrichtete  Arbeit  in  dem  Producte  aus  der  zurück- 
gelegten Wegeslänge  in  die  algebraische  Summe  der  bei  recht- 
winkeliger Zerlegung  in  die  Richtung  dieser  Bewegung  fallenden 
Seitenkräfte.  Bei  einer  Drehung  des  Systems  besteht  diese  Arbeit 
(nach  der  in  §  22  mit  Bezug  auf  Fig.  51  gegebenen  Erklärung) 
in  dem  Producte  aus  dem  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  in 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher 
Klüfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse.  Wenn  man  also  als  Be- 
wegangszustand  des  Systems  das  eine  Mal  eine  fortschreitende 
Bewegung  in  beliebiger  Richtung,  das  andere  Mal  eine  Dreh- 
bewegung um  eine  beliebige  Drehachse  annimmt,  so  ergeben  sich 
die  beiden  am  Schlüsse  des  §  40  gefundenen  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen als  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 


2(> 
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f Almktrt's  Prbtrip. 

r»i«»  den  B*s«:hL*  ia:nai*a  «i«*r  einzelnen  materiellen  Punkte 
eatäpr»**!h.eii  I»?a  Kritt*.  in  ent ze ze absetzten  Richtungen  bis 
zax?t.ir:7    wdriia     d-*a    wirkt  ick    rorhandenen    Kräften    dis 

GIei*:b.g e wicht  halten. 

Die  auf  ircend  einen  der  materiellen  Punkte  des  Svstenb 
wirkende  Tetalkraft  i>t  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  erklärt  — 
anzusehen  als  die  Mittelkraft  aus  der  sreiiebenen  äusseren  Kraft  K 
und  aus  einer  unbekannten  Kraft  J+  welche  durch  die  Verbinduni: 
des>elben  mit  den  übrigen  Punkten  bedingt  wird.  Wenn  ;il><» 
mit  R  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  AT,  «/,  und  mit  m  die 
Ma*>e  des-  materiellen  Punktes  bezeichnet  wird,  so  ist  die  viik- 
liche  Beschleunigung  desselben  jedenfalls: 

R 

p=  -  - . 

Hieraus  ergiebt  sich  für  jene  Total  kraft  selbst  —  oder  für  die 
der  wirklichen  Bescldeunüiuns;  des  materiellen  Punktes  ent- 
sprechende  Kraft  —  der  Werth: 

443)     R  =  mp. 

Wenn  man  eine  Kraft  Ton  derselben  Grosse,  aber  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  zu  den  beiden  wirklich  vorhandene 
Kräften  K  und  J  an  jenem  materiellen  Punkte  noch  hinzulüirtr. 
so  würde  derselbe  dadurch  jedenfalls  in  den  Gleichgewichts- 
zustand versetzt  werden.  In  gleicher  Weise  würde  durch  d:^ 
Hinzufügen  einer  der  Beschleunigung  desselben  entsprechende:, 
aber  entgegengesetzt  genommenen  Kraft  jeder  der  übrigen  ma- 
teriellen Punkte  des  Systems,  und  damit  zugleich  das  ganze  System 
selbst  in  den  Gleichgewichtszustand  versetzt  werden  können 
Denkt  man  sich  also  an  dem  ganzen  Systeme  die  den  wirklicher. 
Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  entsprechende 
Kräfte,  in  entgegengesetzten  Richtungen  genommen,  zu  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  noch  hinzugefügt,  so  muss  die  (ie- 
sammtlieit  der  nunmehr  vorhandenen  Kräfte  den  allgemeine 
Gleichgewichtsbedingungen  genügen.  Es  können  also  die  allge- 
meinen Gleichgewichtsbedingungen  dazu  benutzt  werden,  jene  un- 
bekannten Kräfte  mp .  .  .  —  und  damit  zugleich  die  unbekannt» n 
Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  selbst  zu  Um- 
stimmen. 
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Wie  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  in  der  speciellen  Form 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  angewendet  werden 
kann,  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  aus  den  Ge- 
setzen der  Dynamik  abzuleiten,  so  lassen  sich  umgekehrt  mittelst 
des  hier  gefundenen  Princips  die  Gesetze  der  Dynamik  zurück- 
führen auf  die  im  vorigen  Abschnitte  bereits  gefundenen  Gesetze 
der  Statik. 


Capitcl  XVII 

Gleichförmige  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste 

Drehachse. 

§  94. 
Lebendige  Kraft  des  mit  der  Geschwindigkeit  u>  rotirenden 
Körpers  gleich    T™~.    Definition  des  Trägheitsmomentes  T. 

Bei  einem  Körper,  der  eine  fortschreitende  Bewegung  aus- 
führt, haben  sämmtliche  Punkte  stets  gleiche  Geschwindigkeiten; 
die  lebendige  Kraft  eines  solchen  Körpers  ist  daher  wie  bei  einem 
einfachen  materiellen  Punkte  zu  definiren '  als  Product  aus  der 
ganzen  Masse  des  Körpers  in  das  halbe  Quadrat  seiner  Geschwin- 
digkeit. Bei  einer  Drehung  des  Körpers  dagegen  —  wie  über- 
haupt bei  solchen  Bewegungen,  die  nicht  rein  fortschreitende 
bind  —  ist  auf  den  Unterschied  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  Rücksicht  zu  nehmen,  und  die 
lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers  stets  als  „Summe  der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  des  Körpers44  zu 
definiren. 

Die  lebendige  Kraft  irgend  eines  einzelnen  materiellen  Punktes 

vod  der  Masse  m  und  der  Geschwindigkeit  v  ist  —  ö— ;  der  Aus- 
druck für  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Körpers  erscheint 
daher  allemal  in  der  Form: 

worin  das  Summationszeichen  2  andeutet;  dass  die  auf  ähnliche 
Weise  in  Bezug  auf  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt  des  Kör- 
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pers  zu  bildenden  Producte  —~-  sämmtlich  zu  einer  Summe  ver- 
einigt werden  sollen. 

Wenn  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  Drehung  um  dir 
feste  Drehachse  0  bestellt  (Fig.  397),  und  mit  o>  die  Geschwindig- 
keit der  Drehbewegung  bezeichnet  wird 
(im  Sinne  der  am  Schlüsse  von  §  24 
gegebenen  Erklärung),  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit eines  in  der  Entfernung  * 
v=,pu>    von  der  Drehachse  befindlichen  Punkte 


V  =  pCD, 

und   wenn  man   in  analoger  Weise  ili» 
Geschwindigkeit  eines  jeden  der  übriiMi 
materiellen  Punkte  durch   seine  EntKr- 
VjS**m  nung  von  der  Drehachse  und  die  Winkel- 

geschwindigkeit co  ausdrückt,  so  erhält 
man  für  die  lebendige  Kraft  des  rotirenden  Körpers  einen  Ab- 
druck von  der  Form: 

L  =  2  pp,2a,J). 

Die  Grösse  -*"-  ist  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  d«  in 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  und  kann  deshalb  vor  da«» 
Summationszeichen  gesetzt  werden;  es  ist  also: 


tu» 


444)  L  =  -w-.V(mp*). 

Der  Ausdruck  2  (m  p2)  bedeutet  die  Summe  der  Producte 
allen  einzelnen  Massentheilchen  des  Körpers  in  die  Quadrate  ihrtr 
Abstände  von  der  Drehachse  und  wird  das  Trägheitsmoment  des  Kör- 
pers in  Bezug  auf  diese  Drehachse  genannt. 

Wenn  das  Trägheitsmoment  mit  T  bezeichnet,  also  abkürzuius 
weise: 

445)  2(mp»)=r 

gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  lebendige  Kraft  des  mit  dir 
Geschwindigkeit  o>  rotirenden  Körpers  der  Werth: 

446)  L=  ?£1. 

Um  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  Bestim- 
mung der  Drehbewegung  eines  Körpers  anwenden  zu  können,  hat 
man  zuvor  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  di«* 
Drehachse  zu  berechnen. 
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Ring. 

Wenn  die  einzelnen  Ma&sentheilchen  des  Körpers  sämmtlich 
gleich  weit  von  der  Drehachse  0  entfernt  liegen  (Fig.  398),  so 
kann  in  dem  Ausdrucke: 

71==.2(mp2) 

Fig.  308.  föe  Qrö88e  p2  als  gemeinschaftlicher  Factor 

aller  Glieder  unter  dem  Summationszeichen 
auch  vor  dasselbe  gesetzt  werden,  und  es  wird: 

r=p2S(m), 

oder,   wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers 
mit  fx  bezeichnet  wird: 
447)     T=|Ap2. 

Um  also  das  Trägheitsmoment  eines  Ringes  (oder  eines  Hohl- 
cylinders  von  unendlich  kleiner  Wandstärke)  in  Bezug  auf  die 
geometrische  Achse  desselben  zu  erhalten,  hat  man  die  ganze 
Masse  des  Ringes  mit  dem  Quadrate  seines  Halbmessers  zu 
multipliciren. 

Hiernach  kann  das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  anderen 
Körpers  als  gefunden  angesehen  werden,  sobald  die  Masse  jx  be- 
kannt ist,  welche  ein  Ring  vom  gegebenen  Halbmesser  p  haben 
müsste,  wenn  sein  Trägheitsmoment  dem  jenes  Körpers  gleich 
sein  soll.  Man  nennt  alsdann  diese  Masse  \i  die  auf  den  Drehungs- 
halbmesser p  reducirte  Masse  jenes  Körpers.  Die  Grösse  der 
reducirten  Masse  hängt  ab  von  der  Grösse  des  angenommenen 
Drehungshalbmessers.  Da  das  Product  jxp2  als  Trägheitsmoment 
des  Körpers  eine  bestimmte  unveränderliche  Zahl  ist,  so  entspricht 
jedem  Werthe  von  p  ein  bestimmter  Werth  von  jjl.  Derjenige 
Werth  von  p,  für  welchen  die  reducirte  Masse  ja  gleiche  Grösse 
mit  der  wirklichen  Masse  des  Körpers  hat,  wird  der  Trägheits- 
halbmesser des  Körpers  genannt. 

Cylinder. 

Wenn  die  «Masse  eines  Körpers  stetig  und  gleichförmig  über 
eine  Kreisfläche  vom  Halbmesser  R  vertheilt  ist  in  der  Weise, 
dass  auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Kreisfläche  die  Masse  y 
kommt,  so  ist  die  ganze  Masse  einer  solchen  Scheibe: 
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Fig.  309. 


448)  i*f=Ti22ir. 

Denkt  man   sich  diese  Scheibe   in   concentrische  Ringe  von 
der  unendlich  kleinen  Wandstärke  A  zerlegt  (Fig.  399),  so  erhält 

man  als  Masse  eines  solchen  Ringes  vom 
Halbmesser  x: 

m  =  7  .  2a?ic .  A 

und  als  Trägheitsmoment  desselben  in  Be- 
zug auf  die  Achse  0  nach  Gleichung  447): 

mx2  =  2irf  .  xz  A. 

Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Scheite 
ist    gleich    der   Summe   der  Trägheitsmo- 
mente aller  einzelnen  Ringe  zu  setzen;  man 
erhält  also  die  Gleichung: 

449)  r=2wT2(*»A)1 

in  welcher  das  Summationszeichen  ausdrückt,  dass  für  x  der 
Reihe  nach  sämmtliche  zwischen  0  und  R  liegende  Werthe  xu 
substituiren,  und'  nachher  alle  die  auf  selche  Weise  gebildeten 
Producte  cc3A  zusammen  zu  addiren  sind. 


Fig.  400. 


Zur  geometrischen  Veranschaulichung  der 
Grösse  2  (xz  A)  *)  kann  man  sich  eine  vier- 
seitige Pyramide  ACB,  deren  quadratische 
Grundfläche  A  B  die  Seitenlange  R,  und  deren 
Höhe  ebenfalls  die  Grösse  R  hat,  in  Schichten 
von  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  zerlegt 
denken  durch  parallel  zur  Grundfläche  gelegte 
Ebenen  (Fig.  400).  Nach  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  ist  das  Moment  des  ganzen 
Inhalts  dieser  Pyramide  in  Bezug  auf  eine 
durch  die  Spitze  C  parallel  zur  Grundfläche 
gelegte  Ebene  gleich  der  Summe  der  Momente 
aller  einzelnen  Schichten  zu  setzen,  also: 

J.Xq  =  1  (ix\ 

woraus  sich  nach  Substitution   der  in  Fig.  400  eingeschriebenen  Werthe  <h> 
Gleichung  ergiebt: 

-73-  •  y  Ä  =  2  (*s  A  .  x)    oder    1  (x'A)  =   ** . 


450) 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  statt  2(j,,i) 
zu  setzen  sein: 

'*  R* 

x*  dx  =  — .-  - 

o  4 
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Wenn  man  für  die  Grösse  2  (sc3  A)  ihren  Werth  — .—  setzt, 
so  erhält  man  aus  Gleichung  449): 

45i)   r«=T«^-, 

oder  nach  Substitution  des  in  Gleichung  448)  gefundenen  Werthes 

452)    r=i^l. 

Die  auf  den  Drehungshalbmesser  p  reducirte  Masse  der 
Scheibe  findet  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke: 

äm\  o        MR* 

4o3)    fi  p2  =  — g— • 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  p  =  /?,  so  erhält  man  für  die 
auf  den  Halbmesser  K  (oder  die  auf  den  Umfang)  reducirte 
Masse  der  Scheibe  den  Werth: 

454)    »*  =  -£. 

Wenn  man  dagegen  p.  =  M  setzt  in  Gleichung  453) ,  so  er- 
giebt  sich  als  Trägheitshalbmesser  der  Scheibe: 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  eine 
unendlich  dünne  Scheibe,  sondern  auch  für  einen  Cylinder  von 
beliebiger  Länge,  da  ein  solcher  als  Aggregat  von  unendlich 
dünnen  Scheiben  aufzufassen  und  das  Trägheitsmoment  desselben 
durch  Summation  der  Trägheitsmomente  dieser  Scheiben  zu  be- 
stimmen ist. 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  Hohlcylinders  vom  inneren 
Halbmesser  r  und  äusseren  Halbmesser  R  zu  bestimmen ,  hat 
man  denselben  als  Differenz  zweier  Cylinder  zu  behandeln  und 
demgemä8s  das  Trägheitsmoment  des  inneren  fehlenden  Cylinders 
von  dem  des  ganzen  Cylinders  zu  subtrahiren.  Nach  Gleichung 
448)  ist  die  Differenz  der  beiden  Massen  oder  die  Masse  des 
Hohlcylinders : 

456)      itf  =  Ttt(Ä2_r2) 

und  für  das  Trägheitsmoment   desselben   erhält  man  nach  Glei- 
chung 451)  die  Gleichung: 
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457)     T— Y*( 


RA  -H 


). 


welche  durch  die  vorhergehende  dividirt  die  Form  annimmt: 

oder     T  =  Sl  (/?-+-*-) 


458)    -L-*pL 


Geradlinige  Stange. 

Wenn  eine  Masse  stetig  und  gleichförmig  über  eine  gerade 
Linie  vertheilt  ist  in  der  Weise,  dass  auf  jede  Längeneinheit  der- 
selben die  Masse  y  kommt,  so  ist  die  ganze  in  der  läi& 
AB  —  L  enthaltene  Masse: 

459)    M  =  ^L. 

Das  Trägheitsmoment  eines  in  der  Entfernung  x  von  dir 
Drehachse  befindlichen  in  dem  unendlich  kleinen  Linien -Ab- 
schnitte X  enthaltenen  Massentheils  m  =  y\  in  Bezug  auf  di« 
Drehachse  AC  ist: 

mx*  =  y\x2 

oder,  da  nach  Fig.  401  statt  X  auch  — -  —   gesetzt  werden  kann: 

°  sin  a    ° 

mx*  =  y  -        -  x-, 

Fig.  401.  sula 

*  Das    Trägheits  -  Moment   d«r 

ganzen  Stange  AB  ist  gleich  d<r 

x  y         \i.  Summe  der  auf  analoge  Weiv1  Ur 

■  die   Trägheitsmomente   aller  u:. 

f*  endlich  kleinen  Abschnitte  zu  bil- 

4^\ _i denden  Ausdrücke  zu  setzen.  aN<>: 

460)     r=-J— 2^.11 

7  sin  a        v 

Zur  Bestimmung  des  Ausdrucks  £  (x2  A)  hat  man  sich  d  • 
ganze  Länge  B  C  =  R  in  die  unendlich  kleinen  Abschnitt«-  i 
zerlegt  zu  denken,  dann  für  x  der  Reihe  nach  die  zwischen  d«t 
ürenzen  0  und  R  liegenden  Vielfachen  von  A  zu  substituier- 
und  nachher  die  auf  solche  Weise  gebildeten  Producte  x-i  *,J 
summiren.  Um  sich  diese  Producten-Summe  geometrisch  zu  er- 
anschaulichen, kann  man  dieselbe  als  Inhalt  der  in  Fig.  400  dar- 
gestellten Pyramide  (oder  auch  als  Momenten-Summe  der  die  IV 
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jection  jener  Pyramide  darstell  ende  u  dreieckigen  Fläche)  auffassen, 
und  findet  alsdann  2  (x2  A)  =  -,-  ',  oder  da  Ji  =  Lsiua  ist: 


461)    2(*»A) 


(Z,  sin  a)3 


Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Glei- 
chung 460): 

462)  r  =  TL(X^na)a 

oder,  da  nach  Gleichung  459)  -\L  =  M  gesetzt  werden  kann: 

463)  T=  M^L  B"|g)>> 

9 

Für  den  Trägheitshalbmesser   der   um   die    Drehachse    A  C 
rotirenden  Stange  ergiebt  sich  demnach  der  Werth: 
aca\  L  sin  ol 

und  die  auf  den  Drehungshalbmesser  R  =  L  sin  a  (oder  auf  den 
Endpunkt  E)  reducirte  Masse  der  Stange  ist: 

465)    p-JL. 

Für  den  Fall,  dass  die  Stange  mit  der  Drehachse  einen 
rechten  Winkel  einschliesst,  ist  sin  a  =  1  zu  setzen ,  ergeben  sich 
also  die  Gleichungen: 


Fig.  402. 

I) 


466)  T  = 

467)  p  = 


ML2 
3 

L 


1/3    ' 

während  die  auf  den  Endpunkt 
reducirte  Masse  der  Stange  nach 
Gleichung  465)  auch  in  diesem 
Falle  ein  Drittel  der  wirklichen 
Masse  beträgt. 

Hiernach  erhält  man  für  das 
Trägheits-Moment  des  in  Fig.  402 
dargestellten  aus  zwei  geradlinigen 
Stangen    gebildeten    Kreuzes    in 


Bezug  auf  die  Achse  AB  oder  CD  die  Gleichung: 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten:         .» 

Ja  4 
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8  (t  M\  I»  (sin  n1  +  cos  *»)  ,„i 

468)     T=  -±*   - ^— 3— =  -g-, 

welche  neigt,  dass  dasselbe  unabhängig  ist  von  der  Grösse  d<"* 
Winkels  a  oder  voii  der  Lage  des  Kreuzes  in  Bezug  auf  die  in 
der  Ebene  desselben  durch  den  Kreuzpunkt  gelegte  Drehachse. 

Rechteckige  Platte. 
Die  letzteren  drei  Gleichungen  bleiben  auch  für  den  Fall  nuch 
gültig,  wenn  die  parallel  zur  Drehachse  gerichtete  Dimension  der 
Stange  —  statt  unendlich  klein  zu  sein  —  die  beliebige  Grösse  6  hat; 
d.  h.  sie  gelten  auch  für  eine  rechteckige  Platte 
Fig.  403.  (Fig.  403),  deren  Drehachse   mit  der  einen 

Seite  AB  des  Rechtecks  zusammenfallt:  in- 
sofern eine  solche  Platte  in  unendlich  schmält 
rechtwinkelig  zur  Drehachse  gerichtete  Strei- 
fen sich  zerlegen  lässt,  deren  jeder  wie  eine 
rechtwinkelig  zur  Drehachse  gerichtete  Stande 
behandelt  werden  kann.  Wenn  für  dioen 
Fall  mit  dem  Buchstaben  f  die  in  der  Fliehen- 
Einheit  enthaltene  Masse  bezeichnet  wird.  ><j 
ist  die  ganze  Masse  der  Platte  M  —  ;hL 
zu  setzen,  und  nach  Gleichung  4b'(>)  kann  dem  Ausdruck«  für  da- 
Trägheitsmoment  auch  die  Form  gegeben  werden: 

4ey)   r=T^|-. 

Rotationskörper. 
Denkt   man   sich   den    in   Fig.  404   im    Durchschnitt  dar- 
stellten  Rotationskörper   durch   rechtwinkelig   zur   Drehachse  ge- 
legte Ebenen  in  kreisförmige  Scheilwfi 
'  „  m      von  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  wr- 

legt,  bo  erhält  man  für  die  Ma.-* 
einer  solchen  Scheibe  vom  Halbmesser 
z  —  wenn  mit  v  die  in  der  CubikeiiuVit 
enthaltene  Masse  bezeichnet  wird  - 
-    den  Ausdruck: 


und  das  Trägheitsmoment  dieser  Scheit"' 
in  Bezug  auf  die  Rotations- Ach  w  -t< 
ist  nach  Gleichung  4ä2): 
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Hiernach  ergeben  sich  resp.  für  Masse  und  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Körpers  die  allgemeinen  Gleichungen: 

470)     J/=Tit2(VM).  471)     r==  -T*-  2(eM). 

Earaboloid. 
Wenn  die  Begrcnzungslinic  A  II  der  erzeugenden  Fläche  eine  Parabel 
ist,  deren    Achse    mit   der   Umdrehungs  -  Achse   zusammenfällt ,    so   ist   nach 
Fi«.  404  zu  setzen: 

b*   =  ~a 
und   nach  Substitution   des   hieraus  fttr  z1   sich   ergehenden  Werthes   nehmen 
die  Gleichungen  470)  und  471)  die  Formen  an: 

M  =  J^-2(x4)      und      T=  T~o*-E(.e*4). 

Hierin    ist   31(jA)=  zu   setzen   (als   Flächeninhalt   eines  Dreiecks, 

dessen  Grundlinie  und  Höbe  gleich  a  sind)  und  Z(x2b)  —  -- -  (als  Momenten- 

Summe  eines   solchen   Dreiecks).     Nach   Substitution   dieser  Werthe   ergeben 

sich  resp.  filr  Hasse  und  Trägheitsmoment  des  Paraboloids  die  Gleichungen: 

472)    M  =  -ir-*---,        473)    T«=-T™*-, 
uVren  letztere  durch  erstere  dividirt  die  Form  annimmt: 
am     X    -  b\     „.,„    W_W 


Kegel. 

Wenn 

die  erzeugende  Fläche  ABC 

die   Form 

eines    rechtwinklig 

n  Dreiecks 

hat,  so  ist 

nach  Fig.  405 : 

A. 

=  —     oder    t  = 

6 

zu    setzen 

und    man   erhält 

nach    Glei- 

r  kling  471 

475)    T 

=  V.r»&"«   . 

Tita**«) 
10 

oder,  wenn 

das  Tragheitsmomen 

t  des  Kegels 

durch  die  Masse  desselben  M= 

ausgedrückt  werden  soll : 

476)    T  =  -*„  .  Mb*. 


')  Nach  der  Uezeichnungsweiae  der  Integralrechnung  i: 
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Kugel. 
Wenn  die  Begrenzungslinie  A  B  der  erzeugenden  Fläche  ein  Kreisbogen 
ist,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Umdrehung! - Achse  liegt,  so  ist  nach  Fig.  WS 
zu  setzen: 

und  man  erhalt  nach  Gleichung  471)  als  Trägheitsmoment  des  Kugel -Segment - 
r  =  -Tg"  2[(4r»»»-4r**+«<)4]      oder: 


-  [4  r1  2  (s1  4) 


-4rZ(**A)  +  Z(*«A)]. 

Hierin  ist  2(s*A)  =  ^,  2(*«i)  = 
2(x'4)  *=  --  zu  setzen,  als«  ist: 


477)     T 


(30r 


-  lf> 


.«+3«- 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a  = 
so  erhält  man  als  Trägheitsmoment  <l 
Halbkugel : 

478)    T=~-\r.r\ 

und  wenn  man  a  =  2r  setzt,  so  erb, 
man  als  Trägheitsmoment  der  |Mi 
Kugel : 

r=  Ar"', 


i  Kugel  t  .  -j-  r1  r  =  Af  gesetzt  wird: 
r  reducirte  Hasse  der  Kugel  ist  also: 


Fig.  407. 


1  die  Masse  der  g 

479)  T  =  -*- 
Die  auf  deu  Halbmesser  r 

480)  u.  =  ~  M. 
Nach  der  in  Fig.  407  gewählten  Bezeichnung  erhält  man  Tut 

das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in 
Bezug  auf  die  rechtwinkelig  zur  BilJ- 
z  flache  gerichtete  Achse  O  einen  Aus- 

druck von  der  Form: 

,  --'  /  und    das   Trägheitsmoment    in   Itei'ü 

si       /T      *  auf  eine  parallel  zu  dieser  Achse  dun ' 

jS         /  den  Schwerpunkt  S  gelegte  Achse  i-l 

0  ""*      *     *       ~~X  482)     T.  =2{mr'). 

Nach  Fig.  407  ist  r» —*»  +  -•' 
und  p*  =(*+«)*  +  2*  =  **  -f  2*  -f-  a?  +  2a*  =  r*  +  a»  -f  S« 
zu  setzen;  man  erhält  also  nach  Gleichung  481): 
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T=  I  (mr*)  -f-  a2  2(w)  -f  2al(mx). 

Von  den  drei  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  ist  nach  Glei- 
chung 482)  das  erste  Glied  2{mr*)  =  TH  zu  setzen;  das  zweite 
Glied  ist  gleich  Ma*1,  wenn  mit  M  die  ganze  Masse  des  Körpers 
bezeichnet  wird;  das  dritte  Glied  ist  gleich  Null,  weil  nach  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte  2(ma?)^=0  ist.  Hiernach  erhält  man 
für  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  O  die  Gleichung : 

483)  r=r  r.-füfa*. 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  irgend  eine 
ausserhalb  des  Schwerpunkts  liegende  Achse  zu  bestimmen,  hat  man 
zu  dem  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  parallele  Schwerpunkts- 
Achse  das  Product  aus  der  Masse  in  das  Quadrat  der  Entfernung  der 
beiden  Achsen  zu  addiren. 

Wenn  man  die  Gleichung  483)  für  TH  auflöst,  so  erhält  man:^ 

484)  T,=  T  —  Ma*. 

Es  kann  also  der  obige  Satz  auch  in  der 
umgekehrten  Form  zur  Bestimmung  des  Träg- 
heitsmoments TB  benutzt  werden,  sobald  das 
Trägheitsmoment  T  in  Bezug  auf  eine  paral- 
lele ausserhalb  des  Schwerpunkts  liegende 
Achse  bekannt  ist. 

Nach  Gleichung  469)  ist  z.  ß.  für  eine  rechteckige 
Platte  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  O 
(Fig.  408): 

Man  erhält  also  aus  Gleichung  484),  wenn  darin  ausserdem  M=  fbh 

und  a  =  —  substituirt  wird ,  als  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  parallel 

zur  Achse  O  durch  den  Schwerpunkt  gelegte  Achse: 


Fig.  409. 


485)    T  = 


_   ibh*  ibh* 


ibh* 


7f 

/ 


3  4  12 

Nach  der  in  Fig.  409  gewählten  Bezeich- 
nung ergiebt  sich  für  das  Trägheitsmoment 
eines  Körpers  in  Bezug  auf  die  rechtwinkelig 
zur  Bildfläche  stehende  Achse  O  der  Ausdruck: 

T  =  2  (m p2)  =  2  [m  (x*  -f  z*)\ 

=  Z(maj2)-f-2(ms2). 

In   dem   speciellen  Falle,   wenn  der  Körper  die  Form  einer 
ebenen  unendlich  dünnen  Platte  hat,  bilden  die  beiden  Theile: 


0« 


X 
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2  (rose2)  =  Tm      und     1  (m*2)  =  Tx    ■ 

resp.  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  in  du 
Bildfläche    liegenden    Achsen    OZ  und    OX.     Wenn   also  du* 

beiden  Trägheit»-  Momente  bekannt  sind,  §.» 
kann  das  Trägheits-  Moment  in  Bezug  aui 
die  im  Durchschnittspunkte  der  beiden  Ach- 
sen rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehen«!- 
Achse  O  bestimmt  werden  aus  der  Gleichuiij:: 

486)   r=  r,  -f  tx. 

Für  die   in   Fi«*.  410   dargestellte   recht eck»? 
Platte  ist  z.  B.  zu  setzen  (nach  Gleichung  4S5) : 


*  12 


und 


12" 


alx) 


487)    T  =  i»8*(|«  +  ft»)  =  i[^. 

Für  die  kreisförmige  Platte  Fig.  411  ist  Tx  =  7, 
zu  setzen,  folglich: 


T  =  2  Tx      oder 


T 


und  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  451'  tur  / 
zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  die  (ileii-hsui 


488)    Tx  = 


_  1*R*  __    MB9 


§  96. 

Gleichförmige  Drehbewegung.    Wirkung  der  Centriftw&l- 

krifte. 

Die    nach    dem    d'Alembert'schcn    Principe    (§   93)  zu  dr* 
wirklich    vorhandenen    Kräften    noch    hinzuzufügenden    fingi-''1 
Kräfte   können   nach  der  im   §  34  gegebenen   Erklärung  ahk:.r- 
zungsweise  die  „Trägheitswiderstände"   der  einzelnen  materiell ■■. 
Punkte  genannt  werden ;    es  kann  daher  jenem  Principe  auch  d:- 
kürzere    Form   gegeben    werden:    „Die  Trägheitswiderstände  d« r 
einzelnen   materiellen   Punkte    halten    den    wirklich    vorhand'"*' 
Kräften   das  Gleichgewicht/.    Bei   einem   in  gleichförmiger  I>p!.- 
bewegung    begriffenen     Körper    bestehen    diese    Trägheit**  id»! 
stände  —  wie  in  §  69  und  §  35  bereits  erklärt  wurde  —  h^r 
lieh    in    den    (Zentrifugalkräften.     Es    müssen  daher    bei  eii.'* 
gleichförmig    um    eine    feste   Achse    sich    drehenden  Körper  ds* 


Gleichförmige  Drehbewegung.    Wirkung  der  Ontrifugalkräfte.        41t 

wirklich  vorhandenen  Kräfte  —  zu  denen  auch  diejenigen  Wider- 
standskräfte gehören,  durch  welche  die  Drehachse  in  unveränder- 
licher Lage  erhalten  wird  —  den  Centrifugalkräften  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  das  Gleichgewicht  halten. 

Wenn  mit  u>  die  Drehgeschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet 
wird,  so  hat  (nach  §  35)  die  Centrifugalkraft  eines  in  der  Ent- 
fernung p  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  von 
der  Masse  m  die  Grösse  mu>2p.  Diese  Kraft  ist  als  eine  in  der 
Richtung  des  Drehungshalbmessers  nach  aussen  wirkende  Kraft  an- 
zusehen; als  ihr  Angriffspunkt  kann  statt  des  Punktes  m  auch  der 
Punkt  M  angesehen  werden,  in  welchem  ihre  Richtungslinie  die 
Drehachse  schneidet  (Fig.  412).    Um  die  Gesammtwirkung   aller 

einzelnen  Gentrifugalkräfte  zu  be- 
Fig.  412.  stimmen,  hat  man  sich  ein  recht- 

winkeliges   Coordinaten  -  System 

m$*m^m*tz      XYZ  durch   den  Körper  in  der 

t  Weise  gelegt  zu  denken,  dass  der 

*t    /  Schwerpunkt  8  des  Körpers  in  die 

Ebene  OYZ,  und  die  Drehachse 
des    Körpers    in    die   Achse    OX 
fällt.    Die  Centrifugalkraft  7na>2p 
/  ist  alsdann  auf  die  in  der  Figur 

Y'  vvu?(psuia)=inü?y  angedeutete  Weise  in  die  beiden 

Seiten kräfte  mm^y  und  wico2z 
zu  zerlegen,  und  in  gleicher  Weise  ist  mit  den  Centrifugalkräften 
der  übrigen  materiellen  Punkte  zu  verfahren.  Man  erhält  dadurch 
zwei  Gruppen  von  Kräften,   deren  Angriffspunkte    sämmtlich  in 

der  Drehachse  OX  liegen:  die  eine 

Fig.  413.  Gruppe  besteht  aus  Kräften,  welche 

?  sämmtlich    der  Achse   OY  parallel 

sind,  die  andere  Gruppe  aus  Kräften, 
m^i  *ute  welche    sämmtlich    der    Achse    OZ 

parallel  sind. 

Mit  diesen   Kräften  ist  alsdann 


ZW — * 
auf  gleiche  Weise  zu  verfahren,  wie 
j  in  §  40  bei  Ableitung  der  allgemeinen 

Gleichgewichts  -  Bedingungen      ge- 
schehen.    Ohne  Etwas  in  der  Wir- 
kung der  Kraft  mv>2y  zu  ändern,    kann  man  in  dem  Punkte  O 
die  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  mi»2y  hinzufügen  (Fig.  413); 

Ritter,  Mechanik.  27 
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man  erhält  dadurch  statt  der  einen  Kraft  m^y  drei  solcher  Kräfte, 
von  denen  zwei  ein  Kräftepaar  bilden,  dessen  Moment  gleich  m  m^yjr, 
und  dessen  Drehachse  mit  der  Z- Achse  zusammenfallt,  während 
die  dritte  Kraft  eiue  in  dem  Punkte  O  wirkende  Einzelkraft 
bildet.  Auf  gkiehe  Weise  erhält  man  durch  Hinzufügung  der 
beiden  entgegengesetzten  Kräfte  tnm2z  in  dem  Punkte  0  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  mm-sjr,  dessen  Drehachse  mit  der  F- Achse 
zusammenfallt,  und  ausserdem  eine  in  dem  Punkte  O  wirkende 
Einzelkraft  mm*z  in  der  Richtung  der  Z-Achse.  Werin  man  auf 
dieselbe  Weise  mit  allen  übrigen  Centrifugalkräften  verfahrt,  m> 
erhält  man  zwei  Gruppen  von  Kräftepaaren  und  zwei  Gruppen 
von  Eiuzelkräften.  Jede  der  beiden  Gruppen  von  Kräftepaaren 
kanu  durch  das  resultirende  Kräftepaar  ersetzt  werden,  dessen 
Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Momente 
ist,  und  jede  der  beiden  Gruppen  von  Einzelkräften  kann  durch 
dereu  Mittelkraft  ersetzt  werden,  welche  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  einzelnen  Kräfte  ist.  Als  Gesammtwirkung  der  (Vn- 
trifugnlkräfte  ergeben  sich  alsdann  die  vier  Kraftwirkungen,  welche 
iu  Fig.  414  ihrer  Art  und  Grösse  nach  angegeben  sind. 

Die   beiden   in  dem   Punkte  0 

Fig.  414.  angreifenden  Einzelkräfte  Y  und  Z 

7    tv-II.  können  durch  die  Mittelkraft  R  er- 

T  ^     ,v,  setzt    werden,    deren    Richtung   /n 

bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 


I 


£• 


Z    _  _wJ  2  (m  z\ 


Wenn  mit  AI  die  ganze  Ma>>e 
~*o  des    Körpers    bezeichnet    wird,    ><» 

ist    nach    der   Lehre    vom   Schwer- 
^Sft  -w^i'mril  punkte  zu  setzen  2  (mz)  =  Mz9  und 

Wl>y)  -  im&  =  3/i/©>  folglich  ist: 


481))    tg  e  = 

Hieraus  folgt,  dass  der  Winkel  s  gleich  dem  Winkel  SO) 
(Fig.  412)  ist,  dass  also  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  durch 
den  Schwerpunkt  des  Köq>ers  hindurchgeht,  und  dass  als  An- 
griffspunkt der  Kraft  R  der  Schwerpunkt  des  Körpers  angesehen 
werden  kann.  Für  die  Grösse  der  Mittelkraft  R  erhalt  man  uV 
Gleichung: 


i 


O  I 
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oder,  da  j/yj  -\-  z\  =  p0  gesetzt  werden  kann   (nach  Fig.  412): 

490)  R=M9ow\ 

Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  das  Resultirende  von  den 
beiden  Kräftepaaren  bestimmt  werden.  Wenn  man  nach  den  in 
§  39  gefundenen  Regeln  die  beiden  Kräftepaare  durch  ihre  Achsen 
geometrisch  darstellt  und  mit  diesen  Achsen: 

491)  Wly  =  t*>22  (mzx),      492)     2»Ä  =  <o2  2  (myx), 

auf  gleiche  Weise  wie  vorher  mit  den  Einzelkräften  Ynnd  Z  verfährt, 
so  erhält  man  als  Moment  des  resultirenden  Kräftepaares: 

493)   ür  =  Vm]  -f  2»*" . 

Die  Achse  desselben  liegt  in  der  yZ-Ebene,  steht  also  recht- 
winkelig zur  Drehachse  des  Körpers,  und  der  Winkel,  den  die- 
selbe mit  einer  der  Achsen  OY  oder  OZ  einschliesst,  kann  auf 
dieselbe  Weise  wie  oben  der  Winkel  e  bestimmt  werden. 

Die  Gesammtwirkung  der  Centrifugalkräfte  besteht  also  in 
folgenden  zwei  Kraftwirkungen: 

Erstens,  in  einer  Einzelkraft  #,  welche  ihrer  Grösse,  Richtung 
und  Lage  nach  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,  wie  wenn 
die  ganze  Masse   des  Körpers    im  Schwerpunkte  vereinigt  wäre. 

Zweitens,  in  einem  Kräftepaare,  dessen  Achse  rechtwinkelig 
zur  Drehachse  des  Körpers  steht  und  im  Uebrigen  von  den 
Werthen  der  beiden  Producten- Summen  2  (mzx)  und  2  {myx), 
also  von  der  Art  der  Massen-Vertheilung  abhängt, 

§97. 
Freie  Achsen. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Wirkungen 
der  Centrifugalkräfte  werden  in  jedem  Augenblicke  aufgehoben 
von  den  Widerständen,  durch  welche  die  Drehachse  des  Körpers 
in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird.  Es  bestehen  daher  — 
wenn  sonst  keine  Kräfte  weiter  auf  den  rotirenden  Körper 
wirken  —  diese  Widerstände  in  einer  Einzelkraft,  welche  der 
Kraft  R  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und  einem  Kräftepaare, 
dessen  Moment  dem  Momente  3K  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 
Iß  dem  speciellen  Falle,  wenn  jede  dieser  beiden  Kraftwirkungen 
für  sich  gleich  Null  ist,  wenn  die  Centrifugalkräfte  also  für. sich 
allein  schon  einander  im  Gleichgewicht  halten;    wird  die  Dreh- 

«7* 
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achse  des  Körpers  eine  freie  Achse  genannt.  In  diesem  Falle  be- 
darf es  gar  keiner  Widerstandskräfte,  um  die  Drehachse  in  ihrer 
Lage  zu  erhalten,  und  würde  die  Drehachse  ihre  Lage  auch  dann 
nicht  ändern,  wenn  der  rotirende  Körper  frei  im  Räume  schwebte. 
Die  zwei  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die 
Drehachse  OX  (Fig.  412)  eine  freie  Achse  sein  soll,  sind  also: 

494)    72  =  0.        495)    3ß  -=  0. 

Die  erste  von  diesen  beiden  Bedingungen  nimmt,  wenn  au» 
Gleichung  490)  der  Werth  für  R  substituirt  wird,  die  Forin  an: 

M p0  co2  =  0        oder     p0  =  0. 

Es  kann  also  die  Drehachse  nur  dann  eine  freie  Achse  sein, 
wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  Drehachse  liegt. 

Die  andere  Bedingung  zerfallt  nach  Gleichung  493)  in  die 
beiden  Bedingungsgleichungen : 

2Ry  =  0      und      9R.  =  0,  . 
welche  nach  Substitution   der  in   den  Gleichungen  491)  und  492) 
gefundenen  Werthe  die  Formen  annehmen: 

496)     1  (m  zx)  =  Q    ,  und      497)     2  (vi  y  x)  =  0. 

Diese  letzteren  beiden  Bedingungen  sind  z.  B.  dann  erfüllt, 
wenn  die  Masse  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Ebene  YZ  sym- 
metrisch vertheilt  ist  in  der  Weise,  dass  irgend  einem  Massen- 
theilchen  m  im  Abstände  -f-  x  von  dieser  Ebene  immer  ein  an- 
deres gleich  grosses   im  Abstände  —    x  gegenüberliegt  (Fig.  415). 

Denn  die  von  diesen  beiden 
Massentheilchen  zu  der  Produe- 
ten- Summe  2  (mzx)  gelieferten 
Beiträge  sind  alsdann  resp. 
m  .  z  .  (-}-  x)  und  m  .  z  .  ( — x>. 
heben  also  einander  auf;  und  die 
von  diesen  beiden  Massentheilchen 
zu  dem  Ausdruck  2  (*nyx)  ßfli<*~ 
ferten Beiträge  sind  resp.  m.y.(  t  rt 
und  m  .  y  .  ( —  x),  hebeu  alx) 
ebenfalls  einander  auf.  Dassel)*' 
gilt  von  den  Beiträgen,  welche 
von  den  übrigen  Massentheilchen 
paarweise  zu  jedem  dieser  beiden  Ausdrücke  geliefert  werden.  Bri 
jedem  homogenen  prismatischen  Körper  ist  daher  eine  die  Schwer- 
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punkte  der  Endflächen  verbindende  gerade  Linie  allemal  eine  freie 
Achse.  Ebenso  ist  bei  einem  Körper  von  der  Form  einer  unendlich 
dünnen  ebenen  Platte  die  rechtwinkelig  zur  Ebene  desselben  durch 
den  Schwerpunkt  gelegte  gerade  Linie  SX  immer  eine  freie  Achse, 
weil  in  diesem  Falle  der  Factor  x  in  allen  Gliedern  jenör  beiden 
Producten-  Summen  gleich  Null  ist. 

Ein  anderer  Fall,  in  welchem  jene 
beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  der- 
jenige, in  welchem  gleichzeitig  jede  von 
den  beiden  Ebenen  YX  und  ZX  eine 
Symmetrie -Ebene  des  Körpers  ist.  Denn 
wenn  die  Masse  desselben  in  Bezug  auf 
die  Ebene  YX  symmetrisch  vertheilt  ist 
(Fig.  416),  so  liegt  jedem  Massentheilchen 
m,  welches  zu  Gleichung  496)  den  Beitrag 
m  .  (-{- s) .  x  liefert,  ein  anderes  gleich 
grosses  Massentheilchen  gegenüber,  wel- 
ches zu  diesem  Ausdrucke  den  gleich 
grossen  negativen  Beitrag  m  .  ( —  z)  .  x 
liefert;  und  wenn  die  Masse  des  Körpers 
gleichzeitig  in  Bezug  auf  die  Ebene  ZX 
symmetrisch  vertheilt  ist  (Fig.  417),  so  entspricht  einem  Massen- 
theilchen m ,   welches  zu  Gleichung  497)  den  Heitrag  m .  (-{-  y)  .x 

liefert,  immer  irgend  ein  anderes,  welches 
den  gleich  grossen  negativen  Beitrag 
m.( — y).ac  zu  dieser  Producten  -  Summe 
liefert.  Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  bei  einem 
homogenen  Rotationskörper  die  Rotations- 
achse immer  eine  freie  Achse  ist. 


Fig.  417. 


Mittelst  höherer  Rechnungen  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  es  in  jedem  Körper  ohne  Aus* 
nähme  —  wie  auch  immer  die  Form  und  Massen- 
vertheilung  beschaffen  sein  möge  —  immer  drei 
freie  Achsen  giebt,  welche  im  Schwerpunkte 
desselben  einander  rechtwinkelig  schneiden.  In 
jedem  Körper  kann  also  ein  rechtwinkeliges 
Coordinaten- System  so  gelegt  werden,  dass  jede 

von  den  drei   Achsen   desselben  gleichzeitig   die  Eigenschaften   einer  freien 

Achse  besitzt. 
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Fig.  418. 


r   m  mror 


MRa? 

<■ 


§  98. 
Zusammengesetztes  Centriftigal-  Pendel. 

Ein  aus  zwei  materiellen  Punkten  zusammengesetztes  Centri- 
fugal-Pendel  (Fig.  418)   kann  man  sich  annäherungsweise  dadurch 

hergestellt  denken,  dass  zwei  kleine 
schwere  Kugeln  an  den  Endpunkten 
einer  leichten  geradlinigen  Stange 
befestigt  sind,  welche  ihrerseits,  an 
der  Drehbewegung  einer  verticalen 
Welle  theilnehmend,  in  irgend  einem 
Punkte  O  der  Drehachse  so  befestigt 
ist,  dass  sie  zugleich  in  verticaler 
Ebene  um  diesen  Punkt  sich  drehen 
kann.  Um  den  Neigungswinkel  a  zu 
bestimmen,  bei  welchem  die  Kugel- 
stange in  ihrer  relativen  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet,  hat  man 
nach  Hinzufiigung  der  beiden  Cen- 
trifugalkräfte  die  algebraische  Summe 
der  statischen  Momente  sämmtlicher 
Kräfte  in  Bezug  auf  den  festen  Drehpunkt  0  gleich  Null  zu  seUen 
und  erhält  nach  Fig.  418  die  Gleichung: 

0  =  mr<u2A-f-  mgr-{-MBw2  H — MgR. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  substituirt: 
r  =  l  sin  a,  Ä  —  l  cos  a,  B  =  L  sin  a,  H  =---  L  cos  a,  so  erhalt 
man  nach  Auflösung  der  Gleichung  für  cos  a  den  Werth: 

498)    cosa=-£,(vi2  +  m^. 

Wenn  M L  =  m  l  ist,  d.  h.  wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Drehpunkte 
zusammenfällt,  so  wird  cos  a  =  0  also  a  =  90°.  In  diesem  Falle  würde  die 
relative  Gleichgewichtslage  der  Kugelstange  mit  der  horizontalen  Lage  zu- 
sammenfallen, und  die  verticale  Drehachse  alsdann  eine  freie  Achse  dersolln-n 
bilden.  Bei  abweichender  Lage  würden  die  beiden  Centrifugalkräfte  ein  Kratte- 
paar  bilden,  welches  auf  horizontale  Einstellung  der  Kugelstange  hinwirkt 

Für  das  in  Fig.  419  dargestellte  Centrifugal- Pendel,  bestehend 
aus  einer  einfachen  geradlinigen  Stange,  welche  in  einem  ihrer 
Endpunkte  an  der  verticalen  Drehachse  aufgehängt  ist,  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  Mittelkraft  der  Centrifugalkräftc  die 
Gleichung: 


_i 


ZusammeBgesetzteß  Centrifugal- Pendel. 
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K=  2  (wacco2)  =  a>2  2  (inx). 

Statt  2  (mw)  kann  das  Product  aus  der  ganzen  Masse  AI  in 

den  Abstand  des  Mittelpunktes  S  von  der 
Fig. 410.  Drehachse  gesetzt  werden;  es  ist  also: 

499)    K  =  m*Al-*f^. 

Um  den  Angriffspunkt  J  dieser  Mittel- 
kraft zu  finden,  hat  man  das  statische  Mo- 
ment derselben  in  Bezug  auf  den  Aufhänge- 
punkt O  gleich  der  Summe  der  statischen 
Momente  aller  von  den*  einzelnen  Massen- 
theilchen  herrührenden  Centrifugalkraftc  zu 
setzen,  und  erhält  die  Gleichung: 

K.  ÖN=2(rnxw*z), 

welche     nach     Substitution     der     Werthe 
ÖN=  ÖJ\  cos  a  und  z  =  --*-  die  Form  annimmt: 

tg«     j* 


K .  OJ  cos  a  = 


ÜJ 


tga 


51  (mx2). 


Wenn  man  hierin  für  K  den  in  Gleichung  499)  gefundenen 
Werth,   und  für  2(mac2)  als  das  Trägheitsmoment  der  Stange  in 

Bezug  auf  die  verticale  Drehachse  den 
aus    Gleichung  463)    zu    entnehmenden 

Werth     -L* Q8ina-  substituirt,  so  erhält 

man  die  Gleichung: 


Fig.  420. 


M{u**y 


.,    »*     L  sin  a     7r~7 

a>2  M --      O  J  .  cos  a 

6 


<o2      ML2  sin  a2 


tg  a  3 

500)   öJ  =  $  l. 


oder 


1#     L  sin.  a        9 


Q> 


Hiernach  ergiebt  sich  aus  Fig.  420 
als  Bedingung  für  die  relative  Gleich- 
gewichtslage der  Stange  die  Gleichung: 

$Lcosoc  =  Mg     -  si9--  ,    oder 


501)    cos  a  =  \      ° 


Lto2' 
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Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  den  Fall,  dass  der  Auf- 
hängepunkt —  statt  mit  dem  einen  Endpunkte  der  Stange  zu- 
sammenzufallen —  die  Länge  der- 
selben in  die  beiden  Theile  l  und 
L  (mit  den  zugehörigen  Massen 
m  und  M)  zerlegt,  aus  Fig.  421 
die  Gleichung: 

OZ  sin  a     *     ... 
=  m  — - —  ü>2  .  jj  (  cos  a 


M(LqßSL)tf 


7/i('«ra«>)ü»* 


+  mg 


2 

Zsin  i 
_____ 


+     %M  _  sin  _     .>     .,  T 
M  — —  oi2  .  f  L  cos  _ 


Mg 


2 

L  sin  q 
~2~' 


oder 


502)     cos  a  -=  f  f  ,  (^LM  ^ 


Capitel  XVIII 

Ungleichförmige  Drehung  eines  Körpers  um  eine 

feste  Drehachse. 

§99. 
Winkelbeschleuuignng. 

Die  im  zweiten  Capitel  in  Bezug  auf  die  gcradlig  fort- 
schreitende Bewegung  gegebenen  Erklärungen  der  Begriffe  -Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung44  so  wie  der  „gleichförmig  be- 
schleunigten"* und  der  „ungleichförmig  beschleunigten  Bewegung" 
können  unmittelbar  auf  die  Drehung  eines  Körpers  um  eine  fe>1e 
Drehachse  übertragen  werden,  sobald  in  jenen  Erklärungen  au 
Stelle  der  betreffenden  Längen  •  Grössen ,  welche  für  die  fort- 
schreitende Bewegung  als  Maass  dienten,  überall  die  in  analopT 
Weise  als  Maass  für  die  Drehbewegung  zu  benutzenden  Winkel- 
Grössen  eingeführt  werden. 

Die  Drehbewegung  wird  eine  gleichförmig  beschleunigte  ge- 
nannt,  wenn   die   Winkelgeschwindigkeit   in   gleichen   Zeiten  um 
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gleiche  Grösse  zunimmt.  Die  Winkelgrösse,  um  welche  bei  einer 
solchen  gleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  die  Winkel- 
geschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  zunimmt,  wird  die  Winkel- 
beschleunigung genannt  Während  ein  Körper  mit  der  constanten 
Winkelbeschleunigung  e  sich  dreht,  durchläuft  irgend  ein  in  der 
Entfernung  p  von  der  Drehachse  befindliches  Massentheilchen  m 
in  gleichförmig  beschleunigter  Bewegung  den  Umfang  eines  Kreises 
Tom  Halbmesser  p,  und  seine  Peripheriegeschwindigkeit  nimmt  in 
jeder  Zeiteinheit  um  die  Grösse  pe  zu.     In  dem  Augenblicke,  wo 

die  Winkelgeschwindigkeit  des  Kör- 
Fig.  42a.  pers  die  Grösse  <o  erreicht  hat,  setzt 

sich  die  totale  Beschleunigung  jenes 
Massentheilchens  zusammen  aus  der 
in   die    Richtung   des    Halbmessers 
i  fallenden    nach    innen    gerichteten 

\  Centripetalbeschleunigung  pu>3  und 

-  \  der  tangential  gerichteten  Peripherie- 

Beschleunigung  pe.    Der  gesammte 
Trägheitswiderstand  des  ÄJassentheil- 
...--'  chens  besteht  also  in  diesem  Augen- 

blicke aus  der  nach  aussen  gerich- 
teten   Centrifugalkraft   wpco2    und 
aus  einer  tangentialen  Seitenkraft  m  p  e,  welche  der  Bewegung  des 
Massentheilchens  entgegengerichtet  ist  (Fig.  422). 

Bei  der  ungleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  ist  so- 
wohl die  Winkelgeschwindigkeit  als  auch  die  Winkelbeschleunigung 
in  stetiger  Aenderung  begriffen.  Denkt  man  sich  die  ganze 
Dauer  einer  solchen  Bewegung  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile 
zerlegt,  so  kann  innerhalb  eines  jeden  solchen  Zeittheils  die  Be- 
wegung wie  eine  gleichförmig  beschleunigte  behandelt  werden. 
Wenn  es  sich  also  bei  einer  solchen  Bewegung  darum  handelt, 
die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  Massentheilchen  für  einen 
bestimmten  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  so  ist  diese  Bestimmung 
genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  der  gleichförmig  beschleunigten 
Drehbewegung  auszufuhren. 

Nach  dem  d'Alembert'schen  Principe  bilden  in  jedem  be- 
stimmten Zeitpunkte  die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  mit  den  wirklich  vorhandenen  Kräften  zu- 
sammen ein  Kräfte-System,  welches  den  allgemeinen  Gleichge- 
wichtsbedingungen entspricht.    Wenn  von  den  allgemeinen  Gleich- 
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gewichtsbedingungen  ausschliesslich  diejenige  angewendet  wird. 
welche  die  statischen  Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drvh- 
achse  betrifft,  so  können  sowohl  die  Widerstandskräfte,  durch 
welche  die  Drehachse  in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird, 
als  auch  die  Centrifugalkräfte  der  einzelnen  materiellen  Puukn 
unberücksichtigt  gelassen  werden,  insofern  deren  statische  Moment« 
sämmtlich  gleich  Null  sind.  In  Bezug  auf  die  Drehung  des  Kor- 
pers   um    die    feste    Drehachse    müssen    daher   die    tangentialen 

Seitenkräfte    der  Trägheitswiderstüud« 
p  g*  für  sich   allein   den   wirklich  vorhan- 

denen äusseren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten.  Wenn  also  abkürzun^- 
weise  das  statische  Moment  Kl  irgeiid 
einer  dieser  äusseren  Kräfte  in  Be/uji 
auf  die  Drehachse  mit  „in*  bezeichne 
wird ,  und  mit  21  (m)  die  algebrai^ -h» 
Summe  aller  dieser  statischen  Moment« 
(im  Sinne  der  hervorgebrachten  Wink»  I- 
beschlcunigung  e  summirt),  so  nimmt  die  betreffende  Gleit  h- 
gewichtsbedingung  (nach  Fig.  423)  die  Form  an: 

0  =  2(m)  —  2(mpe.p). 
Die  Grösse  e  bildet  einen  gemeinschaftlichen  Factor  der  Tr.LT- 
heitswiderstandsmomente  aller   einzelnen  materiellen   Punkte  wid 
kann  deshalb  vor  das  Summationszeichen  gesetzt  werden,  es  ist  aN»: 

«2(wp*)  =  2(m). 
Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  von  den  äussern 
Kräften  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  der  Werth: 

503)  s  =-  1  (w  pl)  . 

Wenn  die  im  Zähler  dieses  Bruches  stehende  Momeut<n- 
Summe  der  beschleunigenden  Kräfte  mit  2R  bezeichnet  und  ab- 
kürzungsweise „Kraft  -  Moment44  genannt  wird;  wenn  ferner  dir 
im  Nenner  stehende  Ausdruck  als  das  Trägheitsmoment  de*  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Drehachse  O  (wie  früher  geschehen)  c::t 
T  bezeichnet  wird,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  einfache 
Form  an: 

504)  «="5     oder: 

u..  ...      . .  Kraftntonient 

Wmkelbeschleumgung  _  Träflhft|t8moment 


Beschleunigte  Drehung  einer  Rad -Welle.  427 


§  100. 

Beschleunigte  Drehung  einer  Rad- Welle. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen 
Lehrsätze  ergiebt  sich  für  die  Winkelbeschleunigung,  welche  durch 

"   die  am  Endpunkte  eines  um  die  Welle 
Fig.  424.  gewickelten  Fadens  in  tangentialer  Rich- 

tung wirkende  Kraft  K  der  Welle  er- 
theilt  wird,  nach  Fig.  424  die  Gleichung: 

»     e   rp      J 

in  welcher  T  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  rotirenden  Masse  in  Bezug  auf 
die  Drehachse  O  bezeichnet.  Die  Be- 
schleunigung p,  mit  welcher  der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  K  in  der  Richtung  der- 
selben sich  bewegt,  ist  gleich  der  Peripherie -Beschleunigung  der 

Welle;  also  ist: 

Ä>2 
p  =  re  =  ~y~m 

Nach  Gleichung  447)  kann  T=\i.r2  gesetzt  werden,  wenn 
mit  p.  die  auf  den  Halbmesser  r  reducirte  Masse  der  ganzen 
Radwelle  bezeichnet  wird;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

505)  P  =  f, 

welche  zeigt,  dass  die  Beschleunigung  des  Angriffspunktes  A  (oder 
die  Peripherie-Beschleunigung  der  Welle)  auf  dieselbe  Weise  wie 
die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  bestimmen  ist,  sobald 
statt  der  wirklichen  Masse  die  auf  den  Hebelarm  der  Kraft  K 
reducirte  Masse  der  Welle  substituirt  wird. 

Wenn  unter  Einwirkung  der  Kraft  K  die  Winkelgeschwindig- 
keit von  der  Grösse  o>  bis  auf  die  Grösse  w  zunimmt,  und  die 
während  dieser  Zunahme  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische 
Arbeit  mit  81  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Anwendung 
des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichung: 

506)  -j ä~  =  3l, 

und  wenn  die  den  Winkelgeschwindigkeiten  cu  und  w  entsprechen- 
den Peripherie -Geschwindigkeiten  der  Welle  resp.   mit  c  und  v 
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bezeichnet  werden,  so  ist  Tm2  =  ja/'2  o>2  —  jac2  und   Tw*  =-|*r-  w- 
=  (if2  zu  setzen;  man  erhält  also  die  Gleichung: 


507) 


2" 


welche  el)en falls  zeigt,  dass  der  Funkt  A  (oder  irgend  ein  Punkt 
im  Umfange  der  Welle)  sich  bewegt  wie  ein  einfacher  materiell»  i 
Punkt,  dessen  Masse  [i  gleich  der  auf  den  Umfang  reducirt*:* 
Masse  der  Welle  ist. 

Für  den  Fall,  dass  während  der  Bewegung 
des  Angriffspunktes  von  A  nach  B  die  Grün- 
der Kraft  K  sich  nicht  ändert,  ist  (nach  Fig. 
zu  setzen  3t  =  K$,  also : 


Fig.  425. 


508) 


~2~ 


2 


8 


AT- 


Alle  diese  Gleichungen  sind  auch  für  den 
Fall  gültig,  in  welchem  die  Kraft  K  der  Drvh- 
'bewegung  entgegen  wirkt;  es  ist  nur  erforderlich, 
für  diesen  Fall  sowohl  das  statische  Moment 
als  $uch  die  mechanische  Arbeit  derselben  al> 
negative  Grössen  in  Rechnung  zu  bringen.  I>ie 
Bewegung  der  Welle  ist  in  diesem  Falle  ein»- 
verzögerte,  und  es  ergeben  sich  negative  Werth« 

sowohl   für   die  Beschleunigung,    als  auch  für  die  Zunahme   an 

lebendiger  Kraft. 

Um  z.  B.  die  Zahl  der  Umläufe  zu  berechnen,  welche  eine  sich  selbst 
überlasseile  anfangs  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  c  umlaufende  WeDe  »ob 
Gewichte  Mg  noch  ausführt  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  dun  h 
die  verzögernde  Wirkung  des  am  Hebelarme  r  angreifenden  Zapfenreihunt>- 
widerstandes  f  Mg  zum  Stillstande  gebracht  ist,  hat  man  die  Endgeschwindig- 
keit v  gleich  Null  zu  setzen  in  Gleichung  508)  und  erhält  für  die  von  ein«-u 
Punkte  des  Zapfen -Umfanges  noch  zurückgelegte  Strecke  a  die  Gleichung: 


f*C2     


__    H 


0  —  -™—  =   -  fMgs     oder     8  =  - 


*f9 


2  '"*'     "'     "         M 

woraus  sich  für  die  gesuchte  Umlaufszahl  n  der  Werth  ergiebt: 


n  = 


2rit    ~~    M  '    4 fgr « 


Die  constante  (negative)  Peripherie-Beschleunigung  des  Zapfen- rraUor* 
hat  nach  (ileichung  505)  die  Grösse: 


Fall -Maschine. 
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Wenn  die  rotirende  Masse  in  einer  einfachen  cylindrischen  Scheibe  vom 
Halbmesser  R  bestände,  so  würde  nach  Gleichung  452) 


T  = 


MR 


=  l*r2     also     ja  =  — - 


M  R* 


2  r  .  r         2     r 

zu  setzen  sein,  und  es  würden  unter  gletchen  Umstanden  für  n  und  p  resp. 
die  Werthe  sich  ergeben: 


1    R7 


n  =  -zr- 


ITfgT*'    P  =  -2f9 


w 


Setzt  man  hierin  z.  ß.   Ä=lro,   r  =  0m,02,   c  =  0M,,12,  /=0,08,   so 
rrhält  mau: 

n  =  91,3      und      p  =  —  0m,000628. 


§  101. 
Fall- Maschine. 

Wenn  die  mittelst  des  Fadens  auf  den  rotirenden  Körper 
übertragene  beschleunigende  Tangentialkraft  K  durch  das  Gewicht 
einer  unten  am  Faden  hängenden  Masse  M  hervorgebracht  wird 
(Fig.  426),  so  ist  bei  Berechnung  der  Beschleunigung  zu  berück- 
sichtigen, dass  in  diesem  Falle  jene  Tangentialkraft  —  zugleich 
die  Spannung  d«  Fadens  —  kleiner  ist  als  das  Gewicht  Mg, 
insofern  der  Aufhängepunkt  des  Fadens  mit  vertical  abwärts  ge- 
richteter Beschleunigung  sich  bewegt  (§  34).  Die  Masse  M  sinkt 
mit  einer  Beschleunigung  p,  welche  gleich  der  Peripherie -Be- 
schleunigung des  rotirenden  Körpers  ist,  und 
der  Ueberschuss  der  Kraft  Mg  über  die  Kraft 
K  ist  es,  welcher  diese  Beschleunigung  hervor- 
bringt; also  ist: 

509)    p  =  MlIZ*  «der  K=M(g~P). 

Wenn  man  diesen  Werth  für  K  in  Glei- 
chung 505)  substituirt,  so  erhält  man  (bei  Ver- 
nachlässigung des  Zapfenreibungs- Widerstandes) 
die  Gleichung: 


Fig.  426. 


I' 


v  =  A  =  M{g-p) 


oder 


öl°)  *  =  wh 


Die  Beschleunigung  des  Fadens  (oder  die  Peripherie- Be- 
schleunigung des  rotirenden  Körpers)  ist  also  auf  dieselbe  Weise 
/u  bestimmen   wie   die  Beschleunigung,    welche  einem   einfachen 
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materiellen  Punkte  von  der  Masse  M  -(-  p  ertheilt  werden  würde 
durch  eine  Kraft  von  der  Grösse  Mg. 

Wenn  der  rotirende  Körper  in  einer  einfachen  cylindrischcn 
Scheibe  besteht  und  mit  Mx  die  wirkliche  Masse  der  Scheibe  be- 
zeichnet wird,  so  ist  die  auf  den  Umfang  reducirte  Ma^e 
\l  =  \Mx  zu  setzen,  und  es  wird: 

„__ Mg 

M+  \  Mx  ' 

Bei  dem  in  Fig.  427  dargestellten  Falle  ist  die  an  der  linken 
Seite  wirkende  Tangentialkraft  k  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung 

—~T9'  =  P,    oder    k  =  m(g  +  p\ 


Fig.  427. 


511) 

und  die  Peripherie-Beschleunigung  des  roti- 
renden  Körpers  aus  der  Gleichung: 

K~k 

welche   nach  Substitution  der  für  A"  und  k 
gefundenen  Werthe  die  Form  annimmt: 

M(g—  p)  —  m  (g  +  ;>) 


P 


Aus  der  Auflösung  dieser  Gleichung  enrirht 
sich  für  p  der  Werth: 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwere  Masse  M  sinkt. 
und  die  leichtere  Masse  m  steigt,  ist  also  auf  dieselbe  Weise  zu 
bestimmen  wie  die  Beschleunigung,  welche  einem  einfachen  mate- 
riellen Punkte  von  der  Masse  M  -f-  w  -f-  jx  ertheilt  werden  wünl« 
durch  den  Ueberschuss  des  Gewichtes  Mg  über  das  Gewicht  w<j. 

Wenn  z.  B.  m  =  2  Kil.,  M  =  2,1  Kil.  ist ,  und  der  rotirende  K^n*: 
eine  cylindrische  Scheibe  ist  von  der  Masse  M t  =  0,8  Kil.,  so  ist  die  auf  «1-  b 
Umfang  reducirte  Masse  der  letzteren  ji  —  0,4  KU.  zu  setzen,  und  man  rrbt!: 
aus  Gleichung  512): 


P_  __ 
9 


2,1-2         ___ 


1 
"45" 


oder   p  =  0-\218. 


2,1  +  2  +  0,4 

Je  kleiner  die  Massendifferenz  M  —  tu  im  Verhältniss  zur  ganzen  ih'xh 
den  Gewichts  -  Ueberschuss  zu  beschleunigenden  Massen -Summe  M  +  m  +  » 
ist,  um  so  kleiner  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwerere  M»  ^ 
sinkt,  und  um  so  leichter  wird  diese  Beschleunigung  durch  directe  Reoki  ? 
traig  sich  bestimmen  lassen.    Es  kann  daher  die  Gleichung  512)  auch  in  um- 
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gekehrter  Weise  zur  Berechnung  der  Beschleunigung  g  dos  freien  Falles  be- 
nutzt werden,  wenn  die  Beschleunigung  p  mittelst  des  in  Fig.  427  dargestellten 
Apparates  durch  directe  Beobachtung  zuvor  bestimmt  wnrde. 

§  102. 
Wirkung  der  Schwungräder. 

Wenn  die  Drehbewegung  einer  Welle  unter  Einwirkung 
zweier  Kräfte  K  und  W  geschieht,  von  denen  die  erstere  im  Sinne 
der  Drehbewegung  als  fördernde  Kraft  wirkend  das  veränderliche 
statische  Moment .  9Hk  hat ,  und  die  letztere  als  Widerstand  der 
Drehung  entgegenwirkend  das  veränderliche  statische  Moment  3KW 
hat,  so  ist  nach  Gleichung  504)  die  in  irgend  einem  Zeitpunkte 
stattfindende  W  inkelbeschleunigung : 

513)     s  = ^ . 

Je  nachdem  die  Differenz  zwischen  Kraft-Moment  und  Wider- 
stands-Moment in  diesem  Zeitpunkte  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  hat,  ist  die  Drehgeschwmdigkeit  der  Welle  im  Wach- 
sen oder  im  Abnehmen  begriffen. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  dieser  beiden  Momente  von  perio- 
discher Gesetzmässigkeit  ist,  d.  h.  wenn  nach  Ablauf  einer  be- 
stimmten Periode  allemal  dieselben  Werthe  der  Reihe  nach 
wiederkehren,  so  wird  auch  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle 
in  jeder  dieser  Perioden  um  eine  und  dieselbe  Grösse  entweder 
zunehmen  oder  abnehmen.  Diese  Aenderung  wird  gleich  Null 
sein  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  in  jeder  Periode  von  Kraft 
und  Widerstand  zusammen  genommen  verrichtete  Arbeitssumme 
gleich  Null  ist.  Wenn  also  nach  Ablauf  jeder  Periode  zugleich 
dieselben  Bewegungszustände  der  Reihe  nach  wiederkehren  sollen, 
so  muss  in  jeder  Periode  die  von  dem  Widerstände  verrichtete  Ar- . 
beit  ihrem  absoluten  Werthe  nach  gleich  der  von  der  Kraft  ver- 
richteten Arbeit  sein. 

Angenommen,  dass  in  solchem  Falle  die  Periode  aus  zwei 
Zeit- Abschnitten  besteht,  in  deren  ersterem  beständig  das  Kraft- 
moment,  in  deren  letzterem  beständig  das  Widerstandsmoment 
das  grössere  von  beiden  ist:  so  wird  während  des  ersteren 
Abschnitts  die  Drehgeschwindigkeit  beständig  zunehmen,  und 
während  des  zweiten  um  eben  so  viel  wieder  abnehmen.  Die 
I>rehgeschwindigkeit    erreicht    ihren    grossesten   Werth    in   dem 
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Augenblicke,  wo  das  Wachsen  aufhört  und  das  Abnehmen  \vied»r 
beginnt,  den  kleinsten  Werth  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Ah- 
nehmen  aufhört  und  das  Zunehmen  wieder  beginnt  Nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft  ist  die  während  des  Ueberganiri* 
der  Winkelgeschwindigkeit  aus  dem  kleinsten  Werthe  m  in  den 
grossesten  Werth  Q  erfolgende  Zunahme  der  lebendigen  Kraft 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  in  dieser  Zeit  von  den  bridi-u 
Kräften  K  und  W  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  zu  setzen. 
Wenn  also  die  von  der  treibenden  Kraft  K  in  diesem  Abschnitte 
verrichtete  positive  Arbeit  mit  3lk,  und  die  von  dem  Widerstand»- 
W  verrichtete  negative  Arbeit  ihrem  absoluten  Werthe  nach  mit 
9U  bezeichnet  wird,  so  ist: 

-lifx      TU2         Toi2        ™         ~ 

Dem  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  kann  auch  die  Form  Er- 
geben werden: 

7«-(P+.?)-(ö_„), 

und  wenn  abkürzungweise   —5"—  =  b    und    r. =  h  geatzt 

wird,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  für  T  aufgelöst  die  Form  an: 

515)     T=  ft*-(«k-«w). 

Die  Grösse  0  als  das  arithmetische  Mittel  der  grössten  und 
kleinsten  Winkelgeschwindigkeit  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keit genannt  werden;  die  Zahl  w,  welche  angiebt,  den  wievielten 
Theil  von  dieser  mittleren  Geschwindigkeit  die  grösste  Ueschwin- 
digkeits-Differenz  beträgt,  bezeichnet  den  Grad  der  Gleichförmig- 
keit der  Bewegung.  Die  Gleichung  515)  zeigt  also,  wie  grus>  A*s 
Trägheitsmoment  der  Welle  mindestens  sein  muss,  wenn  die 
Schwankungen  der  Drehgeschwindigkeit  einen  gewisseu  Bruchtluil 
der  mittleren  Geschwindigkeit  nicht  übersteigen  sollen,  oder  nenn 
die  Drehbewegung  einen  gewissen,  durch  die  Zahl  n  näher  be- 
stimmten Grad  von  Gleichförmigkeit  besitzen  soll. 

In  solchen  Fällen,  wo  das  Trägheitsmoment  der  Welle  für 
sich  allein  die  erforderliche  Grösse  nicht  besitzt,  kann  durch  Hin- 
zufügung einer  fremden,  mit  der  Welle  zu  verbindenden  Maz- 
das Fehlende  ergänzt  werden.  Diese  hinzugefugte  Masse  »nJ 
einen  um  so  grösseren  Beitrag  /um  Trägheitsmomente  liefern,  y 
grösser  die  Entfernung  derselben  von  der  Drehachse  ist    Es  i*t 


Wirkung  der  Schwungräder. 


433 


also  hinsichtlich  des  Material  -  Aufwandes  am  vorteilhaftesten, 
diese  Masse  in  Form  eines  an  der  Welle  befestigten  Schwung- 
Ringes  von  grossem  Halbmesser  zu  verwenden.  Die  Gleichung  515) 
kann  daher  auch  zur  Berechnung  der  zur  Erreichung  eines  vor- 
geschriebenen Gleichförmigkeit- Grades  erforderlichen  Masse  des 
Schwungrades  benutzt  werden. 


Berechnung  des  Schwungrades  für  eine  Kurbel-Welle. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  treibende  Kraft  K  flait 
unveränderter  Intensität  beständig  in  verticaler  Richtung  auf  den 
Endpunkt  des  Kurbelarmes  wirkt,  beim  Niedergange  desselben 
abwärts,  beim  Aufgange  aufwärts;  ferner,  dass  der  Widerstand  W 
wie  eine  constante  Tangentialkraft  an  einem  um  den  Kurbelkreis 
sich  aufwickelnden  Faden  wirkt.  Das  statische  Moment  des 
Widerstandes  hat  also  nach  Fig.  428  die  constante  Grösse   Wr; 

das  statische  Moment  der  Triebkraft  da- 
gegen ändert  sich  mit  dem  Stellungswinkel 
der  Kurbel  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
nach  einer  halben  Umdrehung  der  Kurbel 
allemal  dieselben  Werthe  periodisch  wie- 
derkehren. Während  des  Niederganges 
der  Kurbel  verrichtet  die  Kraft  K  die 
mechanische  Arbeit  -[-  K  .  A  C  oder 
-f-  K .  2  r,  und  die  Kraft  W  die  mecha- 
nische Arbeit  —  W.rit.  Die  gleichen 
Werthe  ergeben  sich  für  die  während 
einer  halben  Umdrehung  von  beiden  Kräften 
verrichteten  Arbeitsgrössen  auch  dann, 
wenn  irgend  eine  Zwischenstellung  OB 
als  Anfangsstellung  für  die  halbe  Umdrehung  gewählt  wird.  Die 
Gleichung: 


516)    K.2r=W.riz   oder  K  = 


ir 


w 


enthält  also  die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die 
Örehgeschwindigkeit  der  Welle  jedesmal  am  Ende  einer  halben 
Umdrehung  wieder  eben  so  gross,  wie  zu  Anfang  derselben 
sein  soll. 

Um  diejenige  Kurbel-Stellung  OB  zu  finden,  bei  welcher  die 
Winkelbeschieunigung  Null  ist,  setzt  man  die  statischen  Momente 
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Fig.  429. 


von  Kraft  und  Widerstand  einander  gleich  und  erhält  nach  Fig.  428 

die  Gleichung: 

JST.  r  cos  a  =  Wr. 

Nach  Substitution  des  für  K  in  Gleichung  516)  gefundenen 
Werthes  erhält  man  hieraus  für  den  betreffenden  Stellungswinkel 
öl  die  Gleichung: 

517)    cos  a  =  -^  =  0,6366  oder  a  =  0,8807. 

Wenn  man  von  der  Stellung  OB  als  Anfangsstellung  ausgeheud 
die  Bewegung  der  Kurbel  weiter  verfolgt,  so  findet  man,  das* 
während  des  Ueberganges  aus  der  Lage  OB  in  die  Lage  OD 
beständig  das  Kraft -Moment  das  grössere  von  den  beiden  Momen- 
ten ist;  während  des  Ueberganges  aus  der  Stellung  OD  in  die 
Stellung  OE  dagegen  beständig  das  Widerstands-Moment  (Fig.  429 . 

Die  Winkelbeschleunigung  ist  daher 
während  Zurücklegung  des  Bogerb 

BD  positiv,  während  Zurücklegiing 

des   Bogens  DE  dagegen  negativ. 
Dieselben  Verhältnisse  wiederholen 
sich   während   der  zweiten  Hälfte 
der  vollen  Umdrehung.    Den  klein- 
+     sten  Werth  ou  erreicht  die  Winkel- 
geschwindigkeit   bei    der   Stellung 
OB  (ebenso  bei  der  Stellung  OE 
"auf  der  anderen  Seite),  und  dm 
grössten  Werth  Q  bei  der  Stellung 
OD  (ebenso  bei  der  Stellung  OF 
auf  der  anderen  Seite). 
Die  in  Gleichung  514)  mit  2U  bezeichnete  Grösse  bedeutet 

also  hier  die  mechanische  Arbeit,   welche   beim  Uebergange  au? 

der  Stellung  OB  in  die  Stellung  OD  von  der  Kraft  Ä"  verrichtet 

wird;  und  ist: 

2U  =  K.BD  =  K.  2r  sin  a  =  -J    W.2r  sin  a. 

Der  Angriffspunkt  des  Widerstandes  W  legt  während  <li«^r 
Bewegung  die  Länge  des  Bogens  BD  zurück;  also  ist: 

%„  =  W.2ra. 

Nach  Substitution   dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  bU 
die  Form  an: 
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T  =  J-  Wr  (it  sin  a  -  2  n) 

und,  wenn  hierin    für  a   der  in  Gleichtuig  517)  gefundene  Wcrth 
substituirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  T  der  Werth : 

518)  T  =  0,661 .  ~  .  Wr, 

Wenn  M  die  Masse,  Q  das  Gewicht,  R  der  Halbmesser  des 
Schwungringes  ist,  und  das  Trägheitsmoment  der  Weite  selbst 
(so  wie  der  sonstigen  mit  der  Welle  umlaufenden  Masse)  klein 
genug  ist,  um  gegen  das  Trägheitsmoment  des  Schwungringes 
vernachlässigt  werden  zu  können,  so  ist  T-=.  MR1  =  —  R2  zu 
setzen;  und  man  erhält  für  das  erforderliche  Gewicht  des  Schwung- 
ringes  die  Gleichung : 

519)  Q  =  0,661.  -£'p-.  Wr. 

Sollen  z.  B.  die  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit  den  dreissig- 
aten  Theil  der  mittleren  Winkelgeschwindigkeit  nicht  überschreiten ,  so  ist 
n  =  30  zu  setzen;  und  wenn  die  Welle  in  jeder  Minute  60  Umläufe  macht, 
lo  ist  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  (pro  Secunde)  '1  =  2^  zu  setzen. 
Wenn  ferner  die  Länge  des  Kurbelarmes  r  =  0™,3,  der  Scbwuograd- Halb- 
messer li  =  l",.r>  und  der  auf  den  Halbmesser  des  Kurbelkreiaes  reducirte 
Arbeitswiderstand  B/— lOOOKil.  beträgt,  so  ist  das  erforderliche  Gewicht 
des  Schwungringes: 

Q  =  0,661  .  *"-"  ^  .  1000  .  0,3  =  657  Kil. 

Wenn  die  treibende  Kraft  .fiT-beständig  rechtwinkelig  zu  dem 

Kurbelanne   gerichtet   ist  —  also  nicht  nur   die  Grösse,   sondern 

auch  das  statische  Moment  derselben  constant  ist  —  wenn  ferner 

der  gleichfalls  tangential  am 

Fig.  430.  Kurbelkreise  wirkendeWider- 

staiid  W  periodisch  auftritt, 

und    während    einer    jeden 

Wirkungsperiode    beständig 

dieselbe   Grösse   behält,    so 

ergeben  sich  als  graphische 

Darstellungen  der  von  diesen 

beiden  Kräften  verrichteteu 

mechanischen   Arbeiten    die 

in     Fig.    430    dargestellten 

Rechteckflächen,  und  es  drückt  die  Gleichung: 

520)  *0  =  K»  —  Wx    oder    Ks  _  Wx 
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die  Bedingung  aus,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  am  Ende  einer 
jeden  Periode  die  lebendige  Kraft  der  Welle  stets  wieder  den- 
selben Werth  annehmen  soll. 

Während  des  ersten  Theiles  der  Periode  ist  die  Kraft  K 
allein  thätig,  und  für  die  während  dieses  Theiles  hervorgebrachte 
Zunahme  an  lebendiger  Kraft  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  d«u 
Kurbelkreis  reducirte  Masse  der  Welle  mit  p.  bezeichnet  wird,  die 
Gleichung: 

V  -4-  v 

Setzt  man  die  mittlere  Peripheriegeschwindigkeit      ^~     =  c  und 

die  grösste  Geschwindigkeitsdiiferenz  V  —  v  —  —  ,  so  nimmt 
diese  Gleichung  die  Form  an: 


und  wenn  man  das  Gewicht  der  reducirten   Masse  pg  =  Q,   fer- 
ner  die   der   mittleren  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Fallhöhe 


c1 


— —  ==  h  setzt,  so  erhält  man  für  das  dem  vorgeschriebenen  Gleich- 

formigkeitsgrade    n    entsprechende    erforderliche    Gewicht  Q   die 
Gleichung : 

52.)  1  =  1-'-  (i—;.> 

Wenn  z.B.  die  Grössen  —  =  0,1,   n  =  4,   $  =  2m<&  und  *  -  0\<W5 

s 

(entsprechend  der  Geschwindigkeit  c  =  0*" ,7)  gegeben  sind,  so  ergiebt  sirh 

aus  dieser  Gleichung  der  Werth:  ~  =  180.    Es  müsste  also,  wenn  die  tn*i- 

bende  Kraft  die  Grüsse  K  =  10  Kil.  hat  (entsprechend  nach  Gleichung  sW 

dem   Widerstände    W  =  K  -  ■  =  100  Kil.)   die   auf  den    Kurbelhalbme^er 

x 

r  =  -0—  =  0m,4  reducirte  Masse  jjl  ein  Gewicht  von  1800  KU.  haben. 

&  TT 

Ebenso  gross  müsste,  wenn  das  Trägheitsmoment  der  Welle  und  son- 
stiger Theile  gegen  das  des  Schwungradringes  vernachlässigt  werden  d.ui 
das  Gewicht  dieses  Schwungringes  sein,  falls  derselbe  den  Halbme^er 
r  =  0m,4  erhielte.    Wenn  man  dagegen  dem  Schwungrade  den  flalbme^r 

rl 
rt  =  3r  gäbe,    so   würde   das   Gewicht  Qx  =  Q  -  2-  =  200  Kil.  schon  au- 
reichen,  um  zu  bewirken,   dass  die  grösste  Geschwindigkeitsdifferenz  nichi 
mehr  als  eiu  Viertel  der  mittleren  Geschwindigkeit  beträgt. 
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§  103. 
Schwingnngsdauer  des  physicalischen  Pendels« 

Im  Gegensatze  zu  dem  in  §  51  definirten  einfachen  (mathe- 
matischen) Pendel  igt  jedes  wirklich  darstellbare  (physicalische) 
Pendel  als  ein  zusammengesetztes  Pendel  anzusehen,  insofern  ein 
solches  immer  aus  mehreren  (unter  einander  und  mit  der  Dreh- 
achse) verbundenen  materiellen  Punkten  besteht,  also  ein  Aggregat 
von  eben  so  vielen  einfachen  Pendeln  bildet,  deren  Schwingungen 
einander  wechselseitig  bedingen  und  zu  gemeinschaftlicher  Schwin- 
gungsdauer ausgleichen. 

Man  bestimmt  die  Schwingungsdauer  eines  gegebenen  physi- 
calischen Pendels,  indem  man  die  Länge  desjenigen  einfachen 
Pendels  aufsucht ,  dessen  Schwingungsbewegung  mit  der  des  ge- 
gebenen Pendels  in  jeder  Beziehung  übereinstimmt,  folglich  auch 
dieselbe  Dauer  haben  würde.  Um  die  Bedingungen  dieser  Ueber- 
einstimmung  zu  finden,  denkt  man  sich  beide  Pendel  neben  ein- 
ander hängend,,  und  beide  mit  gleichem  Elongationswinkel  (d.  h.  mit 
gleichem  Abweichungswinkel  von  ihrer  Gleichgewichtslage)  gleich- 
zeitig ihre  Schwingungen  beginnend.  Zur  vollkommenen  Ueber- 
einstimmung  der  beiden  Bewegungen  ist  alsdann  erforderlich,  dass 
auch  in  jedem  später  folgenden  Zeitpunkte  die  beiden  Pendel 
stets   gleiche   Elongationswinkel    und    gleiche   Bewegungszustände 

haben.    Es  müssen  also  bei 
Fig.  431.  Fig.  432.     gleichen  Elongationswinkeln 

sowohl  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten als  auch  die  Win- 
kelbeschleunigungen der  bei- 
den Pendel  stets  gleiche 
Grössen  haben. 

Bei  dem  Elongationswin* 
kel  a  ist  die  Winkelbeschleu- 
nigung des  in  Fig.  431  dar- 

.'"«* gestelltenphysicalischenPen1 

dels  nach   Gleichung  504): 
Mgr  sin  et 

worin  T0  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  hori- 
zontale Drehachse  0  bedeutet.    Bei  demselben  Elongationswinkel  ot 


V 

mg 
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ist  die  Winkelbeschleunigung  des  in  Fig.  432  dargestellten  ein- 
fachen Pendels  von  gleicher  Schwingungsdauer: 

mgl  sin  * g  sin  a 

8  ~       ml*       —  l        ' 

Aus  der  Gleichsetzung  dieser  beiden  Winkelbeschleunigungen 
ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Länge  l  des  letzteren  der  Werth: 

522)    I--£-. 

Nach  Substitution  dieses  für  l  gefundenen  Werthes  lässt  sich 
nunmehr  die  Schwingungsdauer  des  physicalischen  Pendels  (für 
kleine  Schwingungswinkel)  unmittelbar  aus  Gleichung  93)  be- 
stimmen. 

Der  Punkt  J,  welchen  man  erhält,  indem  man  den  Drehungs- 
halbmesser des  Schwerpunktes  verlängert  und  auf  dieser  Rich- 
tungslinie die  Länge  l  von  der  Drehachse  aus  abträgt,  wird  der 
Schwingungspunkt  des  physicalischen  Pendels  genannt.  Unter  allen 
materiellen  Punkten,  welche  auf  jener  Linie  sich  befinden,  ist  der 
mit  dem  Schwingungspunkte  zusammenfallende  der  einzige,  dessen 
Bewegung  durch  seine  Verbindung  mit  den  übrigen  materiellen 
Punkten  nicht  gestört  wird,  dessen  Schwingungen  vielmehr  genau 
in  derselben  Weise  geschehen,  wie  wenn  die  ganze  Masse  de> 
Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre. 

§  104. 
Reversionspendel. 

Wenn  das  in  Fig.  433  dargestellte  Pendel  in  umgekehrter 
Lage  aufgehängt,  und  statt  der  früheren  Drehachse  O  die  parallele 
durch  den  früheren  Schwingungspunkt  J  gelegte  gerade  Linie  als 
Drehachse  gewählt  wird,  so  entsteht  das  neue  Pendel  Fig.  434. 
dessen  Schwingungspunkt  wiederum  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Regeln  bestimmt  werden  kann. 

Die  Länge  l{  desjenigen  einfachen  Pendels,  welches»  mit 
diesem  neuen  Pendel  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  findet  man 
aus  Gleichung  522) ,  indem  man  darin  l  —  r  statt  r,  und  das 
Trägheitsmoment  T{  (in  Bezug  auf  die  neue  Drehachse  J)  statt 
des  Trägheitsmomentes  T0  substituirt.    Es  ist  also: 

i  -     £•__ 
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Wenn  mit  T§  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  parallele 
durch  den  Schwerpunkt  S  gelegte  Achse  bezeichnet  wird,  so  kann 
nach  dem  in  §  95  (Gleichung  483)  gefundenen  Satze  T{  =  TB 
-f  M  (l  —  r)2  gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses 
Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

523)  «i  = -sfer  + '  - r- 

Setzt  man  in  Gleichung  522)  für  T0  ebenfalls  seinen  Werth 

durch  T«  ausgedrückt, 
nämlich  T0  —  Ta  +  Mr*, 
so  nimmt  jene  Gleichung 
die  Form  an: 


Fig.  433. 


Flg.  434. 


T. 


524)  l  =  ~mr  +  * 

oder 

M(l  —  r)  = 

Wenn  man  den  letzteren 
Werth  für  M(l  —  r)  in 
Gleichung  523)  substituirt, 
so  erhält  man: 

525)    lt  =  l 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  in  Fig.  434  dargestellten  Auf- 
hängungsart der  Schwingungspunkt  zusammenfällt  mit  demjenigen 
Punkte,  welcher  bei  der  in  Fig.  433  dargestellten  Lage  den  Auf- 
hängepunkt bildete.  Es  kann  also  bei  jedem  Pendel  der  Auf- 
hängepunkt mit  dem  Schwingungspunkte  vertauscht  werden,  ohne 
dass  die  Schwingungsdauer  dadurch  geändert  wird. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ein  Mittel,  bei  der  experimen- 
tellen Bestimmung  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  von  be- 
stimmter Schwingungsdauer  die  wirkliche  Benutzung  eines  solchen 
(bekanntlich  nur  annäherungsweise  darstellbaren)  mathematischen 
Pendels  ganz  zu  umgehen.  Wenn  man  nämlich  nach  Beobachtung 
der  Schwingungsdauer  des  im  Punkte  O  aufgehängten  Körpers 
auf  dem  Wege  des  Experimentes  denjenigen  (unterhalb  des  Schwer- 
punktes in  der  Linie  OS  liegenden)  Punkt  J  aufsucht,  welcher 
als  Aufhängepunkt  gewählt  werden  muss,  um  wiederum  dieselbe 
Schwingungsdauer  zu  ergeben,  so  ist  die  Entfernung  OJ  gleich 
der    gesuchten    Länge    des    mathematischen    Pendels    von   jener 
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Schwingungsdauer.  Ein  zu  solchem  Zwecke  passend  zugerichteter 
Körper  wird  Reversions-Pendel  genannt. 

Jedoch  ist  bei  dieser  Anwendung  des  Reversions-Pendels  zu 
berücksichtigen,  dass  es  unterhalb  des  Schwerpunktes  ausser  dem 
Schwingungspunkte  J  noch  einen  zweiten  Punkt  Ot  giebt,  welcher 
als  Aufhängepunkt  gewählt  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer 
ergeben  würde;  und  zwar  ist  dies  derjenige  Punkt,  welcher  dein 
ersten  Aufhängepunkte  symmetrisch  gegenüberliegt.  Denn  nach 
Gleichung  524)  hängt  bei  einem  und  demselben  Körper  die  Gros>e  / 
nur  von  der  Grösse  r  ab,  muss  also  auch  in  dem  Falle  denselben 
Werth  wiederum  annehmen,  wenn  der  in  der  Entfernung  r  unter 
dem  Schwerpunkte  liegende  Punkt  Ot  als  Aufhängepunkt  gewählt 
wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn  l  —  r  =  r  ist,  oder  (nach 
Gleichung  524): 

526)     A/r*  =  Ta, 

d.  h.  wenn  die  Höhe  des  Aufhängepunktes  über  dem  Schwer- 
punkte gleich  dem  Trägheitshalbmesser  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Schwerpunktsachse  ist,  fällt  der  Schwingungspunkt  mit  jenem 
Punkte  04  zusammen. 

Für  eine  einfache  geradlinige  Stange  von  der  Länge  L  würde  z.  ß.. 
wenn  dieselbe  an  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,  nach  Gleichung  4^*" 

TQ  =■  3  ML2  zu  setzen  sein,  und  man  erhält  für  diesen  Fall  aus  Gleichung  5Ä  : 

Z=_3  =\L. 

Es  würde  also  die  Schwingungsdauer  dieselbe  Grösse  behalten,  wenn  statt  de* 
oberen  Endpunktes  der  —  von  oben  gerechnet  —  im  zweiten  Drittel  der 
Länge  liegende  Punkt  zum  Aufhängepunkte  gemacht  würde.  Bei  der  experi- 
mentellen Bestimmung  der  Länge  /,  d.  h.  bei  Benutzung  der  Stange  als  Rever- 
sionspendels würde  die  Verwechselung  dieses  Schwingungspunktes  mit  dtm 
unteren  Endpunkte  der  Stange  zu  vermeiden  sein,  welcher  als  Aufhängepunkt 
gewählt  natürlich  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer  ergeben  würde. 

Den  Trägheitshalbmcsser  p  in  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 
(rechtwinkelig  zur  Stangenrichtung)  gelegte  Drehachse  findet  man  aus  der 
Gleichung: 

.,  .        _         ML1        ,  L 

3/p*  =  J.  =  -i2-     oder     p  =  -^ . 

Wenn  der  in  diesem  Abstände  oberhalb  des  Schwerpunktes  liegende 
Punkt  zum  Aufhäugep  unkte  gemacht  wird,  so  liegt  der  Schwüiguugspunkt  in 
eben  derselben  Entfernung  unterhalb  des  Schwerpunktes. 
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Die  beiden  Gleichungen  522)  und  524)  zeigen,  dass  zur  Be- 
rechnung der  Lage  des  Schwingungspunktes  die  Kenntniss  des 
Trägheitsmomentes  erforderlich  ist  Sie  können  aber  auch  um- 
gekehrt zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  benutzt  werden. 
Es  ist  nur  nöthig,  die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher 
Schwingungsdauer  durch  Beobachtungen  zu  bestimmen  —  entweder 
direct,  oder  durch  Benutzung  des  Körpers  als  Reversionspendels 
—  um  alsdann  aus  den  resp.  für  T0  oder  TB  aufgelösten  Glei- 
chungen: 

527)     T0  =  Mrl    und     528)     TH  =  Mr(l—  r) 

die  Trägheitsmomente  berechnen  zu  können,  sobald  der  Abstand  r 
des  Schwerpunktes  vom  Aufhängepunkte  gleichfalls  durch  Beob- 
achtungen vorher  bestimmt  wurde.  Dieses  Verfahren  ist  nament- 
lich in  solchen  Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  bei  denen  wegen 
unregelmässiger  Form  oder  Massenvertheilung  die  Bestimmung  des 
Trägheitsmomentes  auf  dem  Wege  der  Rechnung  mit  Schwierig- 
keiten verbunden  sein  würde. 

Nach  Gleichung  528)  hat  das  Product  der  beiden  Grössen  r 
und  l  —  r  den  constanten  Werth : 

529)  -£=P2> 

während  ihre  Summe  den  von  r  abhängigen  veränderlichen  Werth  l 
hat.  Die  Summe  der  beiden  Factoren  einer  Zahl  wird  am  klein- 
sten, wenn  die  beiden  Factoren  einander  gleich  sind  (wie  die 
halbe  Seiten -Summe  eines  Quadrates  kleiner  ist,  als  die  halbe 
Seiten-Summe  eines  Rechtecks  von  gleichem  Flächeninhalt).  Hier- 
aus folgt,  dass  die  Gleichung  526)  oder  in  anderer  Form  die 
(Heichung : 

530)  r  =  p  —  J  —  r 

zugleich  die  Bedingung  enthält,  unter  welcher  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  am  kleinsten  wird. 
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Capilel  HL 

Zusammengesetzte  ro tuende  und  fortschreitende 

Bewegungen. 

§  105. 
Lebendige  Kraft  der  zusammengesetzten  Bewegung. 

Es  soll  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  berechnet  werden, 
der  gleichzeitig  folgende  zwei  Bewegungen  ausfuhrt:  Die  eine  be- 
steht in  einer  Drehung  um  eine  Schwerpunkts-Achse  des  Körpern 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehbewegung  hat  in  einem  be- 
stimmten Zeitpunkte  die  Grösse  m  erreicht;  die  zweite  ist  eine 
fortschreitende  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  zu  derselbe« 
Zeit  die  Grösse  u  hat. 

Um  zunächst  die  lebendige  Kraft  eines  einzelnen  in  der  Ent- 
fernung p  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  m 
zu  bestimmen,  hat  man  sich  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
drei  einander  rechtwinkelig  schneidende  Coordinaten- Achsen  pe- 
legt  zu  denken,  von  denen  die  eine  SX  mit  der  Drehachse  zu- 
sammenfällt, und  die  zweite  SZ  eine  solche  Lage  hat,  dass  dif 
Geschwindigkeit  u  der  fortschreitenden  Bewegung  parallel  zur 
Ebene  XZ  gerichtet  ist.  Die  Geschwindigkeit  o> .  p,  welche  jemr 
Punkt  vermöge  der  Drehbewegung  des  Körpers  besitzt,  kann  nun 

sich  alsdann  auf  die 
Fig.  436.  in  Fig.  435  angedeu- 

Z  tete  Art  zerlegt  den- 

ken   in    die    beid*Tt 
m  sin  a  Seitengeschwindigkei 

ten  <u  .  p  cos  o  —  «>• 
und  tu .  p  siu  o  —  « -* : 
tl ^{-X       ebenso  die  Geschwin- 
digkeit «,  welche  dt  r 
Punkt    vermöge    d«r 
fortschreitenden    I*  - 
wegung  des  Kf>n*r* 
besitzt,  auf  die  in  Fig.  436  angedeutete  Art  in  die  beiden  Seitm- 
gesehwindigkeiten  u  cos  a  und  u  sin  a.    Die  totale  Geschwindigkeit 
ü,  als  rcsultirende  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtet»:. 


Fig.  435. 

coy    wo       i 
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Seitengeschwindigkeiten,  ist  nach  Fig.  437  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

t?2  —  (u  cos  ot)2  -f-  (u  sin  a  -f-  wy)2  -f-  (<o «)'. 

^'  Hierin  ist  u2  cos  a2  4-  «2  sin  a2  =  «2 

tfata*  und    w2  y2  -f-  a>2  z2  =  a>2  p2    zu  setzen, 


t    «k 


•» 


A 


K 


.■*< 


folglich  ist: 


^tx.    teriellen  Punktes  ist  ^iL,  und  die  leben- 


r2  ==  ti2  -f-  a>2  p2  -f-  2  «  sin  a  .  eoy. 
+  HGK<%  Die  lebendige  Kraft  des  einzelnen  ma- 

2 
dige  Kraft  des  ganzen  Körpers  ist  gleich 
*  der   Summe   der  auf  gleiche   Weise  für 

Y  '  sämmtliche    materielle  Punkte  desselben 

zu  bildenden  Producte.    Da  die  Grössen 
«,  o,  a  für  alle  Punkte  dieselben  Werthe  haben,  so  ist: 

2(JT!-)==T-2W  +  1!l'(niP2)  +  ,1<u8ina2:(m^ 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  2  (m  y)  =  0.  Wenn 
also  £  (m)  als  ganze  Masse  des  Körpers  mit  Af,  und  2  (wp2)  als 
Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  Schwerpunkts -Achse 
SX  mit  T  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  lebendige 
Kraft  des  ganzen  Körpers  die  Gleichung: 

531)    L=   -g-  -f  -j-. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  bedeutet  die  lebendige 
Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  würde,  wenn  die  fortschreitende 
Bewegung  allein  vorhanden  wäre;  das  zweite  Glied  bedeutet  die 
lebendige  Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  würde,  wenn  die 
Drehbewegung  allein  vorhanden  wäre.  Die  obige  Gleichung  ent- 
hält also  folgenden  Satz: 

Wenn  die  fortschreitende  Drehachse  des  Körpers  eine  Schwer- 
punktsachse ist,  so  erhält  man  die  totale  lebendige  Kraft  der 
zusammengesetzten  Bewegung,  indem  man  die  lebendige  Kraft  für 
jede  der  beiden  Bewegungen  einzeln  genommen  berechnet  und  die 
beiden  auf  solche  Art  gefundenen  Grössen  alsdann  zusammen  addirt. 

Lebendige  Kraft  eines  rollenden  Körpers. 

Die  Berührungsstelle  eines  auf  fester  Ebene  rollenden  Körpers 
hat  in  jedem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  Null.  Es  ist  also 
die  der  Drehgeschwindigkeit  u>  entsprechende  Peripherie-Geschwin- 
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digkeit  reo  gleich  der  Geschwindigkeit  u  der  fortschreitenden  Ke- 

wegung  (Fig.  438),   oder  o>  —  -.      Die  ganze  lebendige  Kraft  d\> 

mit  der  'Geschwindigkeit  «  rollenden  Köqrr* 
ist  daher: 


»zrww  '  ■  >n* 


u 


ru> 


Fig.  438. 

T 
Nach  §  95  ist  - ,  =  ja  die  auf  den  Im- 

fang  des  rollenden  Kreises  reducirte  Mas***. 
und  kann  daher  der  obigen  Gleichung  au<L 
die  Forai  gegeben  werden: 

532)    L  =  (A/  +  ^)^-. 

•  

Für  den  unter  Einwirkung  der  Schwere  auf  schiefer  Ebene  herabroUent*:- 
Körper  Fig.  439  ergiebt  sich  hiernach  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kr»f 
die  Gleichung: 

_  &y*_  =  ifgh 

Wenn  also  die  Anfangsgesch*u- 
digkeit  c  gleich  Null  war,  so  ist  <L* 
Endgeschwindigkeit : 


533)      <A'-+/>.»i 


Fig.  439. 


534)    v  = 


\ 


%gh 


1  + 


U 

M 


Für    einen   Cylinder    z.  B.  wurl« 
(nach  Gleichung  454)  jx  =  *     zu  srt/-  - 
sein,  folglich  die  Endgeschwindi^k.t 
535)    t>  =  y*9{\  h) 

ebenso  gross  sein  wie  die  eines  von  der  Höhe  -|-A  frei   herabgefallen*  n 
Körpers. 

Für  eine  Kugel  wurde  (nach  Gleichung  480)  p.  =  -*-  M  zu  setzen  s'.n. 
folglich  die  Endgeschwindigkeit: 

536)    v  =   \rZ  g  (  *  Ä)~ 

so  gross  sein  wie  die  eines  von  der  Höhe  -|-  h  frei  herabgefallenen  Körper« 

Lebendige  Kraft  der  Schrauben-Bewegung. 

Wenn  mit  u  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  mit  wekL»r 
eine  Schraubenspindel  in  der  Achsenrichtung  fortschreitet,  ur.l 
mit  reu  die  der  Drehbewegung  entsprechende  UmfangsgeM*h*n.- 
digkeit  derselben,    so  ist  (nach. Fig.  373  und  Gleichung  414 1  üV 


Gesetz  des  Schwerpunktes.  445 


Verhältniss    —  gleich    dem    Steigungsverhältniss    tga    der    yon 


ra> 


einem    Punkte    des    Umfanges    beschriebenen    Schraubenlinie    zu 
setzen.    Man   erhält   demnach  aus   Gleichung  531),  .wenn  darin 

o)  =  - -—  substituirt  wird: 

oder,  wenn  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  — 2-  =  fi  gesetzt 
wird: 

537)    I,  «(*  +  £,)«*. 

Wenn  eine  vcrticale  Schrauben spindel  in  festliegendem  Muttergewinde 
(ohne  Reibung)  unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  sich  bewegt,  und  mit  c  die . 
Anfangsgeschwindigkeit,  mit  v  die  Endgeschwindigkeit  des  Fortschreitens  in 
der  Achsenrichtung,   mit  h  die  vertical   abwärts   zurückgelegte  Strecke  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft: 

Hieraus  ergiebt  sich  z.  6.  für  den  Fall,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit 
c  —  0  war,  für  die  Endgeschwindigkeit  v  die  Gleichung : 


539)     *«-/—?£*    _. 

V  i  +  -  * ' 

f         ^  Mig  a2 

§  106. 
Gesetz  des  Schwerpunktes. 

Die  allgemeinen  Schwerpunkts -Gleichungen  150)  gelten  nicht 
nur  für  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in  beliebiger  Be- 
wegung begriffenes  System  von  mate- 
riellen Punkten.  Während  der  Bewe- 
gung ändern  sich  die  Coordinaten  der 
einzelnen  materiellen  Punkte,  ebenso 
auch  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes. 
-> v  Für  jeden  einzelnen  Zeitpunkt  aber  ist 
das  Product  aus  der  ganzen  Massen- 
Summe  in  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  festen  Ebene  YZ  gleich 
der  Summe  der  auf  analoge  Weise  in 
Bezug  auf  alle  einzelnen  materiellen 
Punkte  für  diesen  Zeitpunkt  gebildeten 
Producte  zu  setzen,  oder  (nach  Fig.  440): 
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540)  Mx0  =  2  (mx). 

Wenn  man  sich  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkte 
auf  die  in  der  Figur  angedeutete  Art  zerlegt  denkt ,  so  findet  man. 
dass  während  des  nächstfolgenden  unendlich  kleinen  Zeitabschnitt* 
x  die  Grösse  x  übergeht  in  die  Grösse  aj-j-rx,  ebenso  die  (JnW 
x0  in  die  Grösse  xQ  -f-  v0  x.  Die  allgemeine  Gleichung  540)  gih 
auch  für  den  Endpunkt  dieses  Zeitabschnitts,  folglich  ist: 

M  (x0  -|~  v0  t)  =  2  [m  (x  -f-  »:)],    oder 
M  x0  -f-  M  vQ  x  =  2  (war)  -(-  x  2  (w  v). 
Wenn  man  die  Gleichung  540)  von  dieser  letzteren  subtrahirt. 
und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  forüässt,   so  erhait 
.man  die  Gleichung: 

541)  Mv0=2(mv). 

In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsen -Richtung  ist  für  jeden  Zeit- 
punkt das  Product  aus  der  ganzen  Masse  in  die  SeitengeschwiiHfigteä 
des  Schwerpunktes  gleich  der  Summe  der  Producte  aus  den  Masses 
aller  einzelnen  materiellen  Punkte  in  ihre  Seitengeschwtndigkeiten  nacfc 
dieser  Richtung. 

Der  analoge  Satz  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  BescMeumgm|et 
Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  der  Richtuiii 
OX  bezeichnet  wird,  und  mit  p0  die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes in  dieser  Richtung,  so  geht  während  des  unendlich  kleinru 
Abschnitts  x  die  Grösse  v  über  in  die  Grösse  v-\-pt^  und  di»- 
Grösse  v0  in  die  Grösse  v0  -\-p0T.  Der  in  Gleichung  541)  ent- 
haltene Satz  gilt  auch  für  den  Endpunkt  dieses  Zeitabschnitt*, 
folglich  ist: 

M  K  +  Po  T)  =  2  [m  (v  +  P  T)]>    oder 
Mv0  -|-  -^PoT  =  2  (w  »)  -f  t  X  (w»p). 

Wenn  man  die  Gleichung  541)  von  dieser  letzteren  sub- 
trahirt und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  fortläßt.  >•• 
erhält  man  die  Gleichung: 

542)  MPo  =  2(mp)*). 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Differenzial  -  Rechnung  würden  du 
obigen  Gleichungen  die  Formen  annehmen: 

MD  jr-«& -*(.£).     m-2)  ir*y-i(.J;). 

welche  aus  Gleichung  f>40)  unmittelbar  sich  ergeben,  wenn  dieselbe  nach  *A*r 
Zeit)  t  zweimal  differenziirt  wird. 
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In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsen -Richtung  ist  für  jeden  Zeit- 
punkt das  Product  aus  der  ganzen  Masse  in  die  Seiten-Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  gleich  der  Summe  der  Producte  aus  den  Massen 
aller  einzelnen  materiellen  Punkte  in  ihre  Seiten-Beschleunigungen  nach 
dieser  Richtung. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  die  Beschleunigung:  p0  be- 
rechnen, mit  welcher  der  Schwerpunkt  eines  unter  Einwirkung 
beliebiger  Kräfte  K...  befindlichen  Punkten-Systems  in  der  Rich- 
tung OX  sich  bewegt.  Die  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung 
unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Producte  wp...  stellen 
nämlich  ihrer  Grösse  nach  die  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in 
die  Richtung  der  X-Achse  fallenden  Seitenkräfte  der  Trägheits- 
widerstände  dar  (§  93  und  §  96),  die  Richtungen  dieser  Seiten- 
kräfte sind  der  Richtung  von  0  nach  X  entgegengesetzt  zu  neh- 
men. Denkt  man  sich  die  Kräfte  K . . .  gleichfalls  nach  den  drei 
Achsen -Richtungen  zerlegt,  und  bezeichnet  mitX...  diejenigen 
Seitenkräfte  derselben,  welche  in  die  Richtung  OX  fallen,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  d'Alembert'schen  Principe  die  Bedingungs- 
gleichung : 

0  =  2  (X)  —  2  (mp)    oder  nach  Gleichung  542): 

Mp,  =  2  (X). 

Die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  in  der  Richtung  OX 
hat  also  die  Grösse: 

543)    Po  =  ^'- 

Dieselbe  Gleichung  würde  auch  für  die  Bewegung  eines  ein- 
fachen materiellen  Punktes  von  der  Masse  M  sich  ergeben,  der 
unter  Einwirkung  jener  Kräfte  sich  befindet;  und  nicht  nur  für 
die  Richtung  OX,  sondern  auch  für  jede  der  beiden  Achsen  OY 
und  OZ,  überhaupt  für  jede  beliebige  Achsen -Richtung  würde 
das  gleiche  Resultat  sich  ergeben  haben. 

Der  Schwerpunkt  des  Systems  bewegt  sich :  wie  wenn  die  Massen 
aller  einzelnen  materiellen  Punkte  und  die  Angriffspunkte  aller  ein- 
zelnen Kräfte  in  ihm  vereinigt  wären. 

Dieser  Satz  gilt  —  ebenso  wie  das  d'Alembert'sche  Princip  — 
nicht  nur  für  ein  System  von  unveränderlich  verbundenen  mate- 
riellen Punkten,  sondern  überhaupt  für  jedes  beliebige  System 
von  materiellen  Punkten. 


f     -  -"  - 
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tizit*  ier  2*:^'iii*'t\n.iiriiiiL  les  I-iuiies  ^«-tscrrt'I.-.nJe  in  entiiejiru- 
.D— •*"".. ~«*r  7^:i"~ii:ir  Z'-n«  mn\  t-n**  xtit:  n  £-a  wirklich  Torhaud»'ii»ii 
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I  n{  =  *-%w  =  Uf- 
as»! die  Ri:h:a"-Iirie  dieser  Mitte Ikraft  seht  durch  den  Schwi-r- 
piakt.  Das  HiLzufijya  der  Kraft  Mq  in  dem  nunmehr  ab  un- 
b*wecii«-h  zu  betmchtcLd- a  Schwerpunkte  kann  auf  die  Ihvhu:.? 
um  <L*r^n  Tar.kt  keirien  Eiuiuss  haF>en.  braucht  also  bei  Be^tim- 
KUD2  d^r  r^rehU-wecuiii:  ni^ht  berücksichtig  zu  werden.  Hkr- 
aus  f'ilu't.  da>s  die  relative  Bewesning  des  Körpers  in  Bezug  au: 
dfrn  Schweqmnkt  gtitau  auf  die>t*ll>e  \Veise  zu  bestimmen  ist,  *'!•• 
yfkcim  der  ^krhwe^punkt  ein  al^olut  fester  Drehpunkt  des  Kürj*r- 
warf. 

Die  R-stimmung  der  Bewegung  eines  vollkommen  freien  K^r- 
p«srs  kann   daher   auch  auf  folgende   Weist1    ausgeführt    wonl«'- 
Man    he>timrnt    zunächst    die   Drehung    des   Körpers    um   sein* » 
Schwerpunkt,  wie  wenn  der  letztere  ein  absolut  fester  Drclipmtk; 
wäre,   und   bestimmt  alsdann  uach  dem   im  vorigen  Paragraph« n 
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gefundenen  Gesetze  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  oder 
des  fortschreitenden  Raumes,  in  welchem  jene  Drehbewegung  erfolgt 

Wirkung  eines  einzelnen  Kräftepaares. 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  bewegt  sich,  wie  wenn  die 
beiden  Kräfte  des  Kräftepaaree  unmittelbar  an  demselben  angriffen; 
in  diesem  Falle  aber  würden  die  beiden  Kräfte  einander  im 
Gleichgewicht  halten,  folglich  ist  die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes gleich  Null.  Wenn  also  —  wie  vorausgesetzt  werden 
soll  —  der  Körper  anfangs  im  Ruhezustande  sich  befand,  so  be- 
steht die  yon  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung  in  einer 
Drehung  des  Körpers  um  den  ruhenden  Schwerpunkt. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  diejenige  Schwerpunkts- 
Achse,  welche  rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Kräftepaares  steht, 
eine  freie  Achse  ist  (§  97),  und  bewiesen  werden,  dass  in  diesem 
Falle  die  von  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung  in  einer 
beschleunigten  Drehung  um  jene  freie  Achse  besteht. 

Um  dies  nachzuweisen,  denkt  man  sich  anfänglich  jene  Achse 
durch  Widerstandskräfte  festgehalten,  so  dass  dieselbe  unter  allen 
Umständen  als  Drehachse  anzusehen  ist,  und  beweist  nachher, 
dass  die  dazu  erforderlichen  Widerstandskräfte  gleich  Null  sind. 
Die  bei  der  Drehung  um  diese  Achse  auftretenden  Centrifugal- 
kräfte  halten  (nach  §  97)  für  sich  allein  einander  im  Gleich- 
gewicht, weil  die  Drehachse  eine  freie  ist,  können  also  bei  An- 
wendung des  d'Alembert'schen  Princips  unberücksichtigt  bleiben. 
Es  ist  daher  nur  nöthig  zu  beweisen,  dass  die  der  hervorge- 
brachten Drehbeschleunigung  e  entsprechenden  (tangential  zu  den 
Drehungskreisen  gerichteten)  Trägheitswiderstände  m  p  e . . .  mit  den 
Kräften  des  gegebenen  Kräftepaares  zusammen  den  allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen  allein  schon  genügen  (d.  h.  ohne  Vor- 
handensein jener  Widerstände). 

Wenn  die  drei  im  Schwerpunkte  S  einander  rechtwinkelig 
schneidenden  Coordinaten-Achsen  so  gelegt  werden,  dass  die  eine 
Achse  SX  mit  der  Drehachse  zusammenfällt  (Fig.  441  u.  Fig.  442) 
und  mit  2B  das  Moment  des  Kräftepaares  bezeichnet  wird,  so  ist 
nach  Gleichung  504): 

0  =  2W  —  2(7nep2)    oder    0  =  3K—  Te, 
d.  h.  die  Winkelbeschleunigung  e  ist  so  beschaffen,  dass  diejenige 
Gleichgewichtsbedingung,  welche  die  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  die  Achse  SX  betrifft,  erfüllt  ist.    Wenn  man  ferner  jede  der 

Ritter,  Mechanik.  29 


450 


Vierter  Abschnitt.    Cap.  XIX.    §  107. 


m 


IS 


mez 


Ci» 


/ 


3R 


/ 


Lfx 


m^ 


Kräfte  mep  auf  die  in  Fig.  441  angedeutete  Art  zerlegt  in  ihiv 
beiden  Seitenkräfte  msp  cos  a  —  mez  und  ras  p  sin  a  =  mzy,   so 

findet  man,  dass  die 
Fig.  442.  Bedingungsgleichun- 

^  gen: 

2  (tn  e  z)  =  0  oder 
2(»i2:)==0    und 

2  (mzy)  —  0  oder 
2(mj,)  =  0 

aus  dem  Grunde  er* 
füllt  sind,  weil  der 
Schwerpunkt  in  der 
Achse  SX  liegt,  end- 
lich, dass  die  Bedingungsgleichungen,  welche  die  statischen  Mo- 
mente resp.  in  Bezug  auf  die  Achsen  SY  und  SZ  betreffen: 

2(meya:)=0    oder    2  (myx)  —  0    und 
2  (w  e z x  =  0    oder  •  2  (mz j?)  =  0 

ebenfalls  erfüllt  sind,  weil  die  Drehachse  SX  eine  freie  Achse  ist 
(§  97).  Da  in  der  Richtung  der  letzteren  keine  Seitenkräfte  vor- 
handen sind ,  so  ist  hiermit  das  Erfülltsein  sämmtlicher  sech» 
Gleichgewichtsbedingungen  nachgewiesen.  Hieraus  folgt,  dass  es 
keiner  die  Drehachse  festhaltenden  Widerstandskräfte  bedarf,  um 
zu  bewirken,    dass   die   Bewegung    in  der   oben  vorausgesetzten 

Weise  stattfinde. 

Wenn  z.  B.  um  eine  verticale  cylindrische  Scheit* 
ein  (am  Umfange  derselben  befestigter)  Faden  gewickelt 
ist  und  dieser  Faden  vertical  aufwärts  gezogen  wird 
mit  einer  Kraft  K,  welche  dem  Gewichte  der  Sentit« 
gleich  ist,  so  bilden  die  beiden  Kräfte  K  und  Mg  ein 
Kräftepaar,  welches  keine  fortschreitende,  sondern  nur 
Dreh -Bewegung  hervorbringt  (Fig.  443).  Die  frei  im 
Räume  schwebende  Scheibe  wird,  ohne  zu  sinken,  am 
ihren  Mittelpunkt  sich  drehen,  wie  wenn  derselbe  ein 
fester  Drehpunkt  wäre,  mit  der  Winkelbeschleuiigunf 

e  =  —  -  =  — £-.      Die    Peripheriebeschleunigunfr. 

welche  dieser  Winkelbeschleunigung  entspricht,  ist: 

Mar* 
p  =  rt  =        *       * 

oder  da  nach  Gleichung  452)  T=  -^  Mr*  ist: 

P  =  *9- 


Fig.  443. 
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Ebenso  gross  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Endpunkt  des 
Fadens  nach  oben  bewegt  werden  muss,  um  das  Sinken  des  Schwerpunktes 
der  Scheibe  zu  verhindern. 

Auf  gleiche  Weise  würde  unter  gleichen  Umständen  auch  ein  Cylinder 
Ton  beliebiger  Länge  sich  bewegen ,  sobald  die  Ebene ,  welche  den  Schwer- 
punkt und  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  enthält,  rechtwinkelig  zur  geome- 
trischen Achse  desselben  steht. 

• 

Bewegung  eines  freien  Körpers  unter  Einwirkung  mehrerer 

beliebig  gegebenen  Kräfte. 

Nach  dem  in  §  40  erklärten  Verfahren  können  sämmtliche 
Kräfte  ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angrei- 
fende Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar.  Die  Beschleunigung  des 
Schwerpunktes  ist  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  nach  der 
Gleichung: 

worin  R  die  resultirende  Einzelkraft  und  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet. 

Für  den  Fall,  dass  diejenige  Schwerpunkts- Achse,  welche 
rechtwinkelig  zur  Ebene  des  resultirenden  Kräftepaares  steht,  eine 
freie  Achse  ist,  kann  die  ausserdem  hervorgebrachte  Drehung  um 
den  Schwerpunkt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Falle  be- 
stimmt werden  nach  der  Gleichung 

worin  ÜR  das  Moment  des  resultirenden  Kräftepaares,  T  das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers  in  Bezug  auf  jene  freie  Achse,  und  e 
die  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  bezeichnet. 

§  108. 
Rollende  Bewegung  auf  schiefer  Ebene. 

Ohne  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  würde  der 
(vom  Zustande  der  Ruhe-  aus  seine  Bewegung  beginnende)  Körper 
eine  fortschreitende  Bewegung  ausführen,  und  die  Berührungs- 
stelle würde  dabei  längs  der  Unterlage  gleiten.  Der  Reibungs- 
widerstand 'wirkt  diesem  Gleiten  entgegen  und  bringt  gleichzeitig 
eine  drehende  Bewegung  hervor.  Falls  der  Reibungswiderstand 
gross  genug  ist,  um  das  Gleiten  der  Berührungsstelle  ganz  zu 
verhindern,  wird  die  Bewegung  des  Körpers  eine  rollende  sein. 

29* 
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Um  die  Frage  zu  entscheiden:  ob  ein  wirkliches  Rollen  oder 
ein  unvollkommenes,  mit  Gleiten  verbundenes  Rollen  stattfinden 
wird,  kann  man  sich  zunächst  durch  einen  um  den  Körper  ge- 
wickelten Faden,  welcher  längs  der  Unterlage  ausgestreckt  an 
einem  Punkte  derselben  befestigt  ist,  den  Körper  zu  einer  rol- 
lenden Bewegung  gezwungen  denken,  und  die  in  diesem  Faden 
stattfindende  Spannung  F  nachher  vergleichen  mit  dem  Reibungs- 
widerstande,   welcher  beim  Gleiten   des  Körpers  auftreten  würde. 

Findet    es    sichr    das* 
Fig.  444.  dieser      Reibungswider- 

stand nicht  kleiner  ist 
als  jene  Kraft  F,  so 
wird  auch  ohne  da* 
Vorhandensein  des  Fa- 
dens die  Bewegung  des 
Körpers  eine  rollende 
sein  (Fig.  444). 

Auf  den  rollenden  Kör- 
per wirken  drei  Kräfte, 
nämlich  das  Gewicht  Mg, 
der  Gegendruck  AT  und 
die  Kraft  F.     Von  diesen  drei  Kräften  ist  F  die  einzige,  welche 
nicht  durch  den  Schwerpunkt  geht;  folglich  geschieht  die  Drehung 
um  den  Schwerpunkt  mit  der  Winkelbeschleunigung: 

Fr 


,<<•< 


-"*# 


8  = 


T 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  T  das  Trägheitsmoment  in  Ke- 
zug  auf  die  rechtwinkelig  zur  Bahn  gerichtete  horizontale  Schwer- 
punkts-Achse ,  von  welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  dieselbe  die 
Eigenschaften  einer  freien  Achse  besitzt.  Die  Periphcriebeschleu- 
nigung,  welche  der  Winkelbeschleunigung  e  entspricht,  ist: 

p  =  re  =     T-  . 

Wenn  mit  ja  die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Kreises  re- 
ducirte  Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  T—  jxr2  zu  setzen,  also  ist: 

CT 

546)     p  -—      -     oder    F=\xp. 

Bei  der  rollenden  Bewegung  hat  die  der  Drehbewegung  ent- 
sprechende Peripheriegeschwindigkeit  stets  gleiche  Grösse  mit  der 
Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung   (§  105  Fig.  4381 
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Fig.  445. 


Es  müssen  daher  auch  die  Zunahmen  dieser  beiden  Geschwindig- 
keiten stets  einander  gleich  sein.  Hieraus  folgt,  dass  die  Be- 
schleunigung, mit  welcher  der  Schwerpunkt  längs  der  Bahn  fort-4 
schreitet,  ebenfalls  die  Grösse  p  hat.  Nach  dem  Gesetze  des 
Schwerpunktes  ist  diese  Beschleunigung  so  zu  bestimmen,  wie 
wenn  die  drei  Kräfte  unmittelbar  am  Schwerpunkte  angriffen. 
Man  erhält  also  nach  Fig.  445  die  Gleichung: 

547)  P  =  ^siy-*:. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung 
546)  für  F  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  p  aufgelöst  die 
Form  an: 

**>*  =  %&' 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
rechtwinkelig  zur  Bahnrichtung  wird 
durch  den  Gegendruck  N  verhindert; 
in  dieser  Richtung  ist  die  Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  gleich  Null,  folglich 
Es  ist  also: 


auch  die  Kraftsumme. 


549)     N  —  Mg  cos  a  =  0     oder    N  =  Mg  cos  a. 

Wenn  der  Reibungscoefficient  die  Grösse  /  hat,  so  würde  bei 
wirklichem  Gleiten  der  Berührungsstelle  •  der  entgegenwirkende 
Reibungswiderstand  die  Grösse  fN  haben.  Falls  diese  Kraft 
grösser  ist  als  die  Kraft  F,  so.  wird  von  der  Kraft  fN  nur  ein 
Theil  zur  Wirksamkeit  gelangen,  und  zwar  ein  Theil,  welcher 
gleich  F  ist.  Wenn  dagegen  fN  kleiner  ist  als  F,  so  würde  ohne 
Vorhandensein  des  Fadens  ein  Gleiten  stattfinden.  Den  Grenzfall 
bildet  derjenige  Fall,  in  welchem  fN=F  ist,  oder  (nach  Glei- 
chung 546) : 

fMg  cos  a  =  \*.p. 

Wenn  man  hierin  den  für  p  gefundenen  Werth  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

n  \m  V-  Mg  sin  a 

fMg  cos  «  =  -^   -  , 

welche  für  ig  a  aufgelöst  die  Form  annimmt  : 

M 


550)    tg«  =  (l  +f-)/ 
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Aus  dieser  Gleichung  ist  derjenige  Neigungswinkel  zu  be- 
stimmen, um  welchen  höchstens  die  Unterlage  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  sein  darf,  wenn  der  Reibungswiderstand  ausreichen 
soll,  zu  bewirken,  dass  die  Bewegung  eine  rollende  wird.  Sie  be- 
zeichnet zugleich  die  iirenze,  bis  zu  welcher  —  ohne  Vorhanden- 
sein des  Fadens  —  die  Gleichung  548)  als  gültig  zu  betrachten  ist: 

M 

Für  einen  Cylinder  ist  z.  6.  -      =2  zu  setzen  (nach  Gleichung  4M), 

darf  also  das  Steigungsverhältniss  der  Unterlage  höchstens  die  Grösse 

561)    tg  a  =  3/ 

haben,  wenn  noch  ein  Rollen  stattfinden  soll.  Bei  kleinerem  —  oder  wenig- 
stens nicht  grösserem  —  Werthe  des  Neigungswinkels  hat  die  Beschleunigung 
des  Rollens  (nach  Gleichung  548)  die  Grösse: 

552)  p  —  y  g  sin  a. 

Für  die  Kugel  ist  V-  =  ^  M  zu  setzen  (nach  Gleichung  480),  und  ergeben 
sich  die  auf  analoge  Weise  zu  deutenden  Gleichungen : 

7  5 

553)  tg  *  =  2  /    und    p  =  ~  g  sin  a. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  durch  einen  wirklich  vorhan- 
denen Faden  zu  einer  rollenden  Bewegung  gezwungen  ist,  gilt  die 
Gleichung  548)  bei  jeder  beliebigen  Grösse  des  Neigungswinkels  «. 
also  auch  dann  noch,  wenn  z.  B.  «  =  90°  ist,   wie  bei  dem  in 

Fig.  446  dargestellten  Falle.  Da  die  Kräfte 
Mg  und  F  beide  vertical  gerichtet  sind,  so 
ist  zur  Verhinderung  einer  seitlichen  Bewe- 
gung des  Körpers  in  diesem  Falle  der  Gegen* 
druck  einer  Wand  nicht  erforderlich.  Der 
frei  herabhängende  Faden  wird  seine  rer- 
ticale  Richtung  beibehalten,  und  der  Schwer- 
punkt —  obwohl  nicht  in  der  Verticalen 
des  Aufhängepunktes  befindlich  —  wird  in 
verticaler  Richtung  sich  hinabbewegen  mit 
der  Beschleunigung: 

554)  *=-!#-. 

Wenn  der  Körper  ein  Cylinder  vom  Halbmesser  R  ist,  und  der  Halb- 
messer des  rollenden  Kreises  die  Grösse  r  hat,  so  ist  die  auf  den  Umfang  des 

T          M   R* 
letzteren  reducirte  Masse  p.  =  — 2-  ==  -^ j-,  und  die  Beschleunigung  de« 

Sinkens  hat  die  Grösse: 


Flg.  446. 
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1  +  TT 

Also  z.  B.  für    -   =  10   würde  p  =  -£  ,  und  für  —  =  1   würde  p  =  0  g. 

r  ^51  r  3  * 

Bei  einem  auf  schiefer  Ebene  bergan  rollenden  Körper  hat 
die  Geschwindigkeit  —  sowohl  der  drehenden,  als  der  fort- 
schreitenden Bewegung  eine  der  vorigen  entgegengesetzte  Richtung. 
Durch  bie  Schwerkraft  wird  die  Geschwindigkeit  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  allmälig  vermindert,  und  damit  die  Bewegung 
eine  rollende  bleibt,  muss  die  der  Drehung  entsprechende  Peripherie- 
Geschwindigkeit  genau  in  demselben  Maasse  abnehmen.  Da  die 
Drehung  in  diesem  Falle  von  links  nach  rechts  erfolgt  (mit  Be- 
zug auf  Fig.  443),  so  ist  zum  Hervorbringen  einer  Verminderung 
der  Drehgeschwindigkeit  eine  an  der  Berührungsstelle  bergan  wir- 
kende Tangentialkraft  erforderlich.  Wenn  man  auch  in  diesem 
Falle  die  Wirkung  des  Reibungswiderstandes  anfänglich .  durch 
einen  gespannten  Faden  sich  veranschaulichen,  wollte,  so  würde 
man  finden ,  dass  .  dieser  Faden  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
Fig.  444  bei  dem  bergab  rollenden  Körper  angebracht  werden 
müsste.  Die  drei  Kräfte,  welche  auf  den  bergan  rollenden  Körper 
wirken,  haben  also  genau  dieselben  Richtungen  wie  in  Fig.  -444 
angegeben;  folglich  muss  auch  die  Anwendung  der  allgemeinen 
Bewegungsgesetze  zu  denselben  Gleichungen  (546,  547,  548) 
führen.  Es  gilt  daher  die  allgemeine  Gleichung  548)  auch  für 
die  Beschleunigung  des  bergan  rollenden  Körpers,  nur  ist  die 
Grösse  p  hier  als  die  in  jeder  Secunde  erfolgende  Geschwindig- 
keits- Abnahme  der  fortschreitenden  Bewegung  aufzufassen,  da 
die  Bewegungsrichtung  der  Beschleunigungsrichtung  entgegenge- 
setzt ist 

§  109. 

Gleitende  Bewegung  eines  rotirenden  Korpers  anf  schiefer 

Ebene. 

Bei  dem  rollenden  Körper  gelangt  —  wie  im  vorigen  PÄ*a- 
graphen  gezeigt  —  von  dem  Reibungswiderstande  fN=fMg  cos  ot 
im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  zur  Wirkung,  nämlich .  derjenige 
Theil,  welcher  ausreicht,  um  das  Gleiten  an  der  Berührungsstelle 
zu  verhindern.  Sobald  dagegen  ein  solches  Gleiten  wirklich  statt- 
findet,   wirkt  allemal    der  Reibungswiderstand   in    seiner   vollen 
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Grösse  dem  Gleiten  entgegen,  und  diese  Wirkung  dauert  so  lange, 
bis  die  Geschwindigkeit  der  Berührungsstelle  gleich  Null  geworden, 
d.  h.  bis  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergegangen  ist  Wenn 
also  der  anfängliche  Bewegungszustand  des  Körpers  mit  einem 
Gleiten  der  Berührungsstelle  verbunden  ist,  so  zerfällt  im  Allge- 
meinen die  ganze  Bewegungsdauer  in  zwei  Abschnitte  mit  ver- 
schiedenen Bewegungsgesetzen:  während  des  ersten  findet  ein 
Gleiten  statt,  und  wirkt  die  ganze  Kraft  fN  dem  Gleiten  ent- 
gegen; während  des  zweiten  Abschnitts  ist  die  Bewegung  eine 
rollende  >  und  nur  ein  Theil  jener  Kraft  in  Thätigkeit.  Da  das 
für  den  zweiten  Abschnitt  geltende  Bewegungsgesetz  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  gefunden  wurde,  so  ist  es  hier  nur  erforder- 
lich, die  während  des  ersten  Abschnitts  erfolgende  Bewegung  zu 
bestimmen. 

Bei  der  Anfangsstellung  A  des  in  Fig.  447  dargestellten 
Körpers  findet  jedenfalls   ein  Gleiten   der  Berührungsstelle  statt; 

denn    die   Geschwin- 
Fig.  447.  digkeit     u ,      welche 

*J^  dieselbe  vermöge  der 

^ —  -.      j  Drehbewegung      be- 

/  \  sitzt,     und    die   Ge- 

ß  •"      .  Ä  .?  \li  schwindigkeit  c,  wel- 

M5^       \  J  c^e  dieselbe  vermöge 

y«>  \  \       ,4i««-**~*     dar    fortschreitenden 

*'  ^    rrkZF'*''  Bewegung  besitzt  ha- 

ben beide  dieselbe 
Richtung.  Durch  den 
Reibungs-Widerstand 
fMg  cos  ol  wird  die 
Drehgeschwindigkeit  allmälig  vermindert ;  die  Grösse  fc,  um  welche 
die  derselben  entsprechende  Peripherie-Geschwindigkeit  in  jeder 
Secundc  abnimmt,  findet  man  aus  Gleichung  546),  indem  man 
darin  k  statt  p  und  fMg  cos  ot  statt  F  substituirt;  es  ist  also: 

556)    k=f*fgc™*-. 

Die  fortschreitende  Bewegung  wird  eine  beschleunigte  oder 
eine  verzögerte  sein,  jenachdem  vou  den  beiden  Kräften  Mg  sin  « 
und  fMg  cos  a  die  eine  oder  die  andere  die  grössere  ist.  Ih 
Verzögerungen  als  negative  Beschleunigungen,  und  umgekehrt  Be- 
schleunigungen als   negative  Verzögerungen   aufzufassen  sind,  so 
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ist  es  bei  richtiger  Deutung  der  Vorzeichen  für  den  Gang  der 
Rechnung  gleichgültig,  ob  die  Geschwindigkeitsänderung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  als  Zunahme  oder  als  Abnahme  in  die 
Rechnung  eingeführt  wird.  Die  (positive  oder  negative)  Grösse  y, 
um  welche  die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  in 
jeder  Secunde  abnimmt,  ist  nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

RK.TN                fMg  cos  a  —  Mg  sin  a  ,  *  N 

557)     q  =  -J — *- J- =  g  (f  cos  a  —  sm  a). 

Hiernach  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Ver- 
zögerungen der  Werth: 


«0  -f-iO-*/5)- 


Wenn  nach  Ablauf  von  t  Secunden  während  des  Ueberganges 
aus  der  Stellunng  A  in  die  Stellung  B  (Fig.  447)  die  der  Drehung 
entsprechende  Peripherie -Geschwindigkeit  von  u  bis  auf  w,  und 
die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  c  bis  auf 
v  sich  vermindert  hat,  so  muss  zwischen  den  ganzen  während  die- 
ser Zeit  erfolgenden  Geschwindigkeitsverminderungen  u  —  w  =  kt 
und  c  —  v  —  qt  dasselbe  Verhältniss  stattfinden  wie  zwischen  den 
in  jeder  einzelnen   Secunde  erfolgenden  Geschwindigkeitsvermin- 

derungen  Je  und  q;   denn   das  Verhältniss  -*-    erleidet    während 

der  Bewegung  keine  Aenderung.    Durch  Gleichsetzung  der  beiden 
Quotienten: 

c  —  v         q 

u  —  w  k 

erhält  man  nach  Substitution  des  für  letzteren  in  Gleichung  548) 
gefundenen  Werthes  die  Gleichung: 


559)     «=!•  =  JL /j  _  itfL). 


Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  beliebigen  Zeitpunkt  innerhalb 
desjenigen  Zeitraums,  in  welchem  noch  ein  Gleiten  der  Berüh- 
rungsstelle stattfindet,  folglich  auch  noch  für  den  Endpunkt  dieses 
Zeitabschnitts  oder  für  denjenigen  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit der  Berührungsstelle  w  -\-  v  die  Grösse  Null  er- 
reicht, und  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergeht.  Wenn  also 
unter  t  die  ganze  Dauer  dieses  Abschnitts  verstanden  wird,  so  ist 

* 

w  -\-v  =  0    oder    w  =  —  v 
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zu  setzen,  und  w«nn  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  in 
Gleichung  559)  dieselbe  für  i?  auflöst,  so  erhält  man  für  die  End- 
geschwindigkeit der  gleitenden,  oder  für  die  Anfangsgeschwindigkeit 
der  rollenden  Bewegung  die  Gleichung: 

560)     v= *L±- J-!-. 

H-iO-y-) 

Die  Grenze,  bis  zu  welcher  diese  allgemeine  Gleichung  ihre 
Gültigkeit  noch  behält,  ist  durch  Gleichung  550)  des  vorigen 
Paragraphen  festgestellt.  Der  Uebergang  in  die  rollende  Be- 
wegung wird  natürlich  nur  dann  wirklich  stattfinden,  wenn  der 
Neigungswinkel  a  klein  genug  ist,  um  überhaupt  eine  rollende 
Bewegung  zu  gestatten,  d.  h.  wenn  derselbe  nicht  grösser  ist  aK 
der  aus  Gleichung  550)  zu  bestimmende  Roll- Winkel.  Im  Uebrigwi 
gilt  die  Gleichung  560)  ganz  allgemein  für  positive  sowohl  aN 
negative  Werthe  der  Anfangsgeschwindigkeit  u  und  c,  sowie  de^ 
Neigungswinkels  a.  Dieser  letztere  ist  als  positiv  oder  negativ  zu 
betrachten,  jenachdem  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Berühruuc^ 
stelle  bergab  oder  bergan  gerichtet  ist;  d.  h.  es  ist  immer  die- 
jenige von  den  beiden  Richtungen  als  die  positive  Beweguns*- 
richtung  zu  wählen,  für  welche  die  Grösse  u  -f-  c  positiv  ist 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ergeben  sich  für  die  verschiedenen 
speciellen  Fälle  die  nachfolgenden  Resultate: 

I.  Wenn  tga  =(l  f  —  1/  ist,   so  wird  v  =  oo,   d.  h.  wenn  der  N'et- 

gungswinkel  a  die  Grösse  des  Roll -Winkels  (Gleichung  550)  erreicht,  so  g*>h* 
erst  nach  unendlich  langer  Dauer  —  oder  mit  anderen  Worten  niemals  — 
die  Bewegung  in  eine  rollende  über. 

/        M\  c'(ltÄt)* 

II.  Wenn  tg  a  =  —  1 1  +  ----)/  ist.  so  wird  v  = — *  --' —  • 

und  wenn  z.  B.  der  Körper  zugleich  die  Form  eines  Cylinders  hat,  so  wmi 

c    -2  t* 
v  =  -    .    Bei  gleicher  absoluter  Grösse  des  Neigungswinkels,  wie  in 

o 

Falle  I.  tritt  also  schon  nach  endlicher  Zeit  eine  rollende  Bewegung  ein,  v*  m. 

die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Berührungsstelle  bergan  gerichtet  war.    ¥w 

einen  noch  grösseren  negativen  Werth  von  tg  a  würde  es  zwar  auch  ov*fc 

einen  Zeitpunkt  geben,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  der  Berührung»*ttll* 

Null  wird,   aber  die   Geschwindigkeit  würde  nicht  Null  bleiben,  sonders  <> 

würde  in  diesem  Zeitpunkte  ein  Gleiten  nach  der  entgegengesetzten  Richu.;.* 

beginnen.    Die  Falle  I.  und  IL  bilden  also  die  beiden  äussersten  Gren/ül!-. 
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innerhalb  deren  überhaupt  noch  *  der  Eintritt  einer  rollenden  Bewegung  zu 
erwarten  ist 

III.  Wenn  tg  *  =/  ist,  so  wird  »  =  c;  d.  h.  wenn  der  Neigungs- 
winkel a  gleich  dem  Reibungswinkel  ist ,  so  haben  Endgeschwindigkeit  und 
Anfangsgeschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  gleiche  Grösse.  Der 
Körper  bewegt  sich  in  diesem  Falle  gleichförmig  (bergab  oder  bergan,  jenach- 
dem  c  positiv  oder  negativ  ist),  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  eine 
rollende  wird,  und  mit  der  bergab  gerichteten  Beschleunigung  p  (Gleichung  548) 
alsdann  sich  weiter  fortsetzt 

IV.  Setzt  man  tg  a  =  0,  so  erhält  man  für  die  Bewegung  auf  horizon- 
taler Unterlage  geltende  Gleichung: 

u. 

c ^  n 

561)     v  = -  -  , 

1  +  -£- 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Scheibe,  deren  fortschreitende  Bewegung 
anfangs  die  Geschwindigkeit  c  =  0  hatte,  die  Form  annimmt: 

u 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  der  rollenden  Bewegung  ist  unabhängig  von 
der  Grösse  des  fteibungscoefficienten,  also  für  eine  Scheibe  von  sehr  rauhem 
Umfange  ebenso  gross,  wie  für  eine  Scheibe  mit  sehr  glattem  Umfange.  Wenn 
eine  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  u  —  60m  in  verticaler  Ebene  rotirende 
Kreis-Säge  plötzlich  —  etwa  durch  Zapfenbruch  —  von  ihrer  Verbindung  mit 
den  Zapfenlagern  befreit,  die  horizontale  Bodenfläche  als  Unterstützungs- 
Ebene  erhielte ,  so  würde  auf  Kosten  eines  Theils  der  rotirenden  Bewegung 
allmalig  eine  fortschreitende  Bewegung  entstehen,  und  die  Scheibe  später  mit 
einer  Geschwindigkeit  v  =  20™  gleichförmig  fortrollen. 

V.  Wenn  tg  a  Si  ist,  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  beide  positiv 

*ind,  so  ist  die  fortschreitende  Bewegung  anfangs  eine  bergabwärts  gerichtete 
gleichförmig  verzögerte.  Setzt  man  zugleich  v  =  —  c  in  Gleichung  560) ,  so 
erhält  man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Anfangsgeschwindigkeiten  die  Be- 
dingungsgleichung : 


562)     JL  =  1  +  8JL(       /_V 
C  P-    \/—  tg  a/ 


Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  fallen  die  beiden  Stellungen  A  und  B 

zusammen,  d.  h.  der  Körper 

Fig.  448.  befindet  Bich  beim  Beginn  der 

«Js^  f~~\       rollenden  Bewegung  wieder  an 

/^\  }^mm0     derselben  Stelle,  von  wo  die 

(     *)tlg0g0j0^^^      Bewegung  anfing,  und  hat  bei 

/^\  ^iP^^^^^  **er  Rückkehr  eine  Geschwin- 

C     V^-*a8#$^^^^    ^c*  digkeit,  welche  der  Anfangs- 

^0*jjß0^^'  gesch  windigkeit     gleich     und 

entgegengesetzt  ist  (Fig.  448). 
Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  nimmt  anfangs  in  jeder 
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Secunde  um  die  Grösse  q  ab  (Gleichung  557),  und  wird  nach  Zurück!*  nur 
eiuer  gewissen  Strecke  AM  gleich  Null.  Bei  M  findet  eine  Umkehr  sutx: 
der  Körper  bewegt  sich  dann  mit  der  Beschleunigung  q  von  M  nach  A  zum  k 
und  kommt  mit  der  Geschwindigkeit  c  bei  A  wieder  an.  Hier  gebt  aWvrx 
die  vorher  gleitende  beschleunigte  Bewegung  in  eine  rollende  verzögerte  t~- 
wegung  über;  der  Körper  rollt  mit  der  Verzögerung  p  (Gleichung  54*.  xu- 
wärts  von  A  nach  C,  wo  die  Geschwindigkeit  wiederum  Null  wird,  und  *-.l- 
zweite  Umkehr  stattfindet.  Hierauf  rollt  der  Körper  mit  der  BescfatanifMf  p 
wieder  bergab,  und  die  Bewegung  bleibt  eine  gleichförmig  beschleunigte.   I»* 

Strecken  A  M  und  A  C,  sowie  die  Zeiten ,  in  welchen  diese  Strecken  zurin  k- 
gelegt  werden ,  können  nach  den  im  §  7  für  die  gleichförmig  veränderte  Be- 
wegung gefundenen  Regeln  bestimmt  werden. 

Wenn  z.  B.  bei  dem  Reibungscoefficienten  /  =  0,2  auf  einer  schier»  l 
Ebene  vom  Steigungsverhältniss  tg  a  =  0,1  (oder  vom  Steigung*  vink^ 
a  =  5°  45')  eine  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  =  10™  bergabgewori»  u- 
cylindrische  Scheibe  die  eben  beschriebene  Bewegung  ausfuhren  soll,  so  mu><- 
derselben  gleichzeitig  eine  anfangliche  Drehgeschwindigkeit  ertheUt  werd»». 

entsprechend  (nach  Gleichung  562)  der  Bedingung  —  =9  oder  i»  —  '«' 

c 

Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  A  nach  M  nimmt  i 
jeder  Secunde    ab    uin    die  Grösse   q  =  g  (/  cos  a  —  sin  *)  =  0"^7t>  ur .. 

wird  Null  nach  —   _^-  =  10,246  Secunden.     Es  ist  also  die  Strecke  J  V 

=        -     '  —  =  51m,23.     Die  gleichförmig  beschleunigte  Rückkehr  von  M 

nach  A  erfordert  ebenfalls  10,246  Secunden.    Die  Scheibe  kommt  mit  **:*r 

Geschwindigkeit  von  10  Metern*  in  A  wieder  an  und  rollt  alsdann   mit  o-r 

2 

Verzögerung  p  =  -0  g  sin  a  =  0m,654  von  A  nach  C.    Die  Geschwindigk  ,t 

o 

des  Rollens  wird  Null  nach       ^r,    =  15,3  Secunden  und  die  in  dieser  7« :: 

zurückgelegte  Strecke  ist  AC  =   1U~ -^  =  76» A    Bei  C  kehrt  die  Scheid 

zum  zweiten  Male  um;  dieselbe  rollt  alsdann  mit  der  Beschleunigung  0"a4 
wieder  bergab,  gelangt  nach  15,3  Secunden  zum  dritten  Male  mit  der  ti- 
schwindigkeit  von  10  Metern  nach  A  und  setzt  die  gleichförmig  beschleunig* 

bergab    rollende  K-- 
Fig.  440.  wegung    dann   weiw 

fort 

Die  fortechrehvb  J« 
Bewegung  der  Sehe:*' 


A  10,246  M^*1** 
10 


10    7si 


*\,t*/  "  ^\^is,5     |0         ist  in   Fig.  449  jcr*- 

phisch  dargestellt:  br 
die   bergab    gericit'- 
ten  Geschwindigkeit!  r. 
sind  die  Ordinaten  nach  unten,  für  die  bergan  gerichteten  nach  oben  hin  ab- 
getragen.   Die  Zeitpunkte  des  Eintreffens  in  den  Stellungen  J/f  J,  C  m* 
durch  die  gleichnamigen  Buchstaben  bezeichnet 
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§  HO. 

Bewegung  der  Fuhrwerke  auf  geneigten  Bahnen. 

Wenn  an  der  Drehachse  des  rollenden  Körpers  noch  eine 
Masse  m  aufgehängt  ist,  welche  nur  an  der  fortschreitenden  Be- 
wegung desselben  Theil  nimmt,  so  ist  bei  der  Bestimmung  der 
Beschleunigung  des  rollenden  Körpers  ausser  den  drei  Kräften 
Mg,  AT,  F  (§  108)  noch  die  auf  den  Auf  hängepunkt  übertragene 
Kraft  K  in  Rechnung  zu  bringen  (Fig.  450).  Nach  dem  Gesetze 
des  Schwerpunktes  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  der  fort- 


Fig.  460. 


Fig.  451. 


*&* 


&&*\  *r^'n 


schreitenden   Bewegung  des  rollenden  Körpers  aus   Fig.  4SI  die 
Gleichung: 


563) 


Mg  sin  a  +  Ksin  (a  -  8)  -  F 
P  =  — a m * 


Da  das  statische  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  des  rollenden  Körpers  gleich  Null  ist,  so  bleibt  die 
Gleichung  546)  auch  für  diesen  Fall  gültig,  ist  also  F=jip  zu 
setzen.  Der  obigen  Gleichung  kann  daher  auch  die  Form  ge- 
geben werden: 

564)    (M  -f-  fi)p  =  Mg  sin  a  -f-  sin  a  .  K  cos  ß  —  cos  a  .  K  sin  ß. 

Die  Masse  m  ist  in  Bezug  auf  den  mit  der  Beschleunigung 
p  fortschreitenden  Raum  als  im  relativen  Gleichgewichtszustande 
befindlich  anzusehen;  es  würde  also  die  in  entgegengesetzter 
Richtung  hinzugefügte  Kraft  mp  den  beiden  wirklich  vorhandenen 
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Kräften  mg  und  K  das  Gleichgewicht  halten.     Hiernach  erg»l*rii 
sich  aus  Fig.  452  die  beiden  Gleichungen: 

Flg.  452.  565)    K cos  ß  =  mg  —  mp  sin  a. 

*£  566)    IT  sin  ß  =^=  mp  cos  a. 

U  Wenn  man  diese  Werthe   in  Gleichung  504 

^L^^^        substituirt  und  dieselbe  alsdann  für  p  auflöst  *u 
5  erhält  man  die  Gleichung: 

567)  />=  wj-»)**»* . 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  im  Zähler  <1> 

in    der    Bewegungsrichtung    wirkende    Seitenkraft    der    GewuL:- 

Summe;   im  Nenner  die  wirkliche   Massen- Summe  vermehrt  ul. 

die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Körpers  reducirte  Masse  Ar* 

letzteren.    Die  Beschleunigung  der  fortschreitenden  Bewegung  de* 

Massen-Systems  kann  also  wie  bei  einem  einfachen   materielle 

Kraft 
Punkte  gleich  dem  Quotienten  ■=-. gesetzt  werden ,   sobald  ra 

der  beschleunigten  Masse  noch  die  auf  den  Umfang  des  rollende: 
Kreises  reducirte  rollende  Masse  hinzugerechnet  wird. 

Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes. 

Bei  der  obigen  Berechnung  sind  die  Zapfenreibungswider- 
stände unberücksichtigt  geblieben,  welche  an  der  Verbinduii.'- 
stelle  zwischen  der  fortschreitenden  und  der  rollenden  Ma>* 
unvermeidlich  auftreten.  Um  den  Einfluss  der  Zapfenreibung  zu 
ermitteln,  kann  man  sich  die  fortschreitende  Masse  m  an  eiu>m 
gewichtlosen  Ringe  aufgehängt  denken,  welcher  seinerseits  an  driL 
Zapfen  des  rollenden  Körpers  aufgehängt  ist  (Fig.  453).  Für 
diesen  Ring  sind  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewi*  L:> 
identisch  mit  denen  des  absoluten  Gleichgewichts,  da  die  Ma^ 
—  folglich  auch  der  Trägheitswiderstand  —  des  Ringes  glti  - 
Null  vorausgesetzt  wird.  Es  wird  daher  der  Ring  auf  die  il 
Fig  454  angedeutete  Art  von  den  beiden  in  den  Punkten  A  und 
B  angreifenden  entgegengesetzten  Kräften  K  im  relativen  GleicL- 
gewicht  gehalten,  und  an  der  Beriihrungsstelle  B  wird  die  Kni.* 
K  in  unveränderter  Richtung  und  Grösse  auf  den  rollend-:. 
Körper  übertragen  (Fig.  455).  Wenn  wiederum  mit  p  die  Be- 
schleunigung der  fortschreitenden  Bewegung  bezeichnet  wird  uiJ 
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mit  j3  der  Winkel,   den  die  Eichtungslinie  der  Kraft  K  mit  der 
Verticalen  einschliesst,  so  bleiben  die  Gleichungen  563),  565),  566), 


Fig.  453. 


Fig.  454. 


Fig.  455. 


welche  auf  die  fortschreitenden  Bewegungen  der  Massen  M  und  m 
sich  beziehen,  unmittelbar  für  diesen  Fall  gültig.  Der  einzige 
Unterschied  zwischen  diesem  und  dem  vorigen  Falle  besteht  darin, 
dass  für  die  Kraft  F  ein  anderer  Werth  zu  substituiren  ist,  inso- 
fern in  diesem  Falle  ausser  der  Kraft  F  auch  die  Kraft  K  in 
Bezug  auf  die  Drehachse  ein  statisches  Moment  hat,  welches  von 
Null  verschieden  ist.  Das  statische  Moment  dieser  letzteren 
Kraft  ist  gleich  2T.psin<p  (§79,  Fig.  359),  oder  wenn  der 
Zapfenreibungscoefficient  sin  <p  mit  /  bezeichnet  wird,  gleich 
/Ä'p  zu  setzen.  Nach  Gleichung  504)  ist  also  die  Winkelbe- 
schleunigung : 

Fr-fK? 

T 
und   die  dieser   Winkelbeschleunigung  entsprechende   Peripherie- 
Beschleunigung  des  rollenden  Kreises: 


p  =  r  e  -— 


F  —  f   P   K 
Fr7  —fKpr  ._  J     r 


(-') 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  den  Umfang 


T 


reducirte  Masse  —y  =  p,  gesetzt  wird,  für  F  der  Werth: 
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568)  F^pp+f-l-K. 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  563)  substituirt,  *o 
erhält  man: 

Mp  =  Mg  sin  a-\-sin  a  .  K cos  ß  —  cos  a  .  K sin  ß  —  jx/>  — / - '    A" 

Nach  Substitution  der  in  den  Gleichungen  565)  und  f>*>j> 
gefundenen  Werthe  nimmt  diese  Gleichung,  für  p  aufgelöst,  dir 
Form  an: 

(M+m)gsina-fK-£- 

569)  p  = ttt-x —  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Beschleunigung  p  be- 
rechnen können,  wenn  die  Kraft  K  bekannt  wäre.  Durch  Addi- 
tion der  Quadrate  von  den  beiden  Gleichungen  565)  und  50»  *■ 
erhält  man  die  Gleichung: 

K2  =  m2  gr2  -f-  m2  p2  —  2m2  pg  sin  a,    oder 

570)  K  =  mg  j/l  -  A  (2  sin  a  —  -*-). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Unterschied  zwischen  K  und 
mg  um  so  kleiner  ist,  je  weniger  die  Grösse  p  von  Null  ver- 
schieden ist  (für  p  =  gr  sin  a  wird  X"  —  mg  cos  a,  und  für  p  -  ° 
wird  K=mg).  Um  also  einen  Näherungswerth  zu  erhalte T . 
kann  man  in  Gleichung  569)  zunächst  K=mg  setzen  und  di' 
Beschleunigung  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

(M  +  m)  g  sin  a  —  fmg  -£- 

571)  p  = M+^+m ' 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Gleichung  570)  erhalt 
man  einen  genaueren  Werth  für  ÜT,  welcher  in  Gleichung  ütFJ' 
substituirt,  alsdann  zu  einem  genaueren  Werthe  für  p  führt  E* 
zeigt  sich  indessen,  dass  bei  den  meisten  praktischen  Anwendungen 
diese  Correction  ihrer  Geringfügigkeit  wegen  überflüssig  ist,  inso- 
fern die  obigen  Gleichungen  ohnehin  nur  für  kleine  Werthe  de* 
Neigungswinkels  a  gültig  sind  (nämlich  für  solche  Werthe,  weicht* 
der  Bedingung  des  Rollens  noch  genügen),  und  die  Werthe  de> 
Reibungscoefficienten  /  ebenfalls  nur  annähernd  bekannt  Mind. 
Man  kann  daher  ohne  Bedenken  die  Gleichung  571)  im  mittelbar 
zur  Berechnung  der  Beschleunigung  p  benutzen. 
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Wenn  die  fortschreitende  Masse  m  —  anstatt  wie  in  Fig.  453 
unterhalb  des  Ringes  an  einem  Faden  zu  hängen  —  oberhalb 
desselben  an  einer  auf  den  Ring  sich  stützenden  Stange  be- 
festigt ist,  so  wird  dadurch  keine  Aenderung  in  der  Berechnungs- 
weise bedingt.    Wenn  ferner  in  der  Gleichung  571)  die  Grössen 

A/,  jjl,  m  vertauscht  werden  resp.  mit  den  Grössen  -^-,  -jr,  -^-, 
so  wird  dadurch  die  Grösse  p  ebenfalls  nicht  geändert.    Denkt  man 

sich  die  in  Fig.  456  dar- 
Fig.  456.  gestellten   beiden  Massen- 

Systeme  ihre  Bewegungen 
mit    gleichen    Anfangsge- 
schwindigkeiten gleichzeitig 
beginnend,  so  findet  man, 
dass  die  beiden  fortschrei- 
tenden Massen  auch  durch 
eine  Stange  verbunden  oder 
zu  einem  Körper  vereinigt 
werden  können,  ohne  dass 
die  Beschleunigungen  der 
beiden      Massen  -  Systeme 
dadurch  verändert  bürden. 
Man  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,   dass  die#  Gleichung  571) 
auch  für  die  Beschleunigung  des  in  Fig.  457  dargestellten  Fuhr- 
werks als  gültig  be- 
Fig.  457.  trachtet  werden  darf, 

dass  also  die  Beschleu- 
nigung desselben  be- 
stimmt werden,  kann 
wie  die  eines  unter 
Einwirkung  der  bei- 
den in  Fig.  457  an- 
gegebenen Kräfte  sich 
bewegenden  einfachen 
materiellen  Punktes,  sobald  zu  den  wirklichen  Massen  M  -f-m  noch 
die  auf  den  Umfang  der  rollenden  Kreise  reducirten  rollenden 
Massen  jjl  hinzugerechnet  werden.  Die  Zapfenreibung  äussert  also 
ihren  Einfluss  als  eine  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Massen- 
Systems  entgegenwirkende  Widerstandskraft  von  der  Grösse: 

572)    3  =/«</•-!- 
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welche  durch  das  Product  aus  dem  wirklichen  Zapfenreibungs- 
widerstande  /  .mg  in  das  Verhältniss  des  Zapfenhalbmessers  zum 
Radhalbmesser  dargestellt  und  der  auf  den  Rad-Umfang  reducirte 
Zapfenreibungswiderstand  genannt  wird. 

Wenn  die  Räder  die  Formen  von  cylindrischen  Scheiben  haben,  so  ist 

M 

fx  =  —   zu  setzen,  und  wenn  ferner  m  =  53f,   sin  a  =  0,1,  /  =  0,01. 

-p-  =  0,1  in  Gleichung  571)  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  Beschleoni- 
f 

gung  der  Werth: 

p  =  9,81  .  (-6-^0^ MLiLiM  J  =  o-^98. 

Ohne  das  Vorhandensein  sonstiger  Widerstände  wurde  also  z.  B.  in 
20  Secunden  die  Geschwindigkeit  des  Wagens  von  Null  bis  17",%  zunehmtu 
und  die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Wegeslänge  179,6  Meter  betragen. 

Denjenigen  Neigungswinkel  bei  welchem  ohne  das  Vorhan- 
densein sonstiger  Widerstände  die  Bewegung  des  Wagens  eine 
gleichförmige  sein  würde,  findet  man  aus  Gleichung  571),  indem 
man  darin  p  =  0  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

573)    *ina=f-l-(-Af^-). 

Hiernach  würde  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  ein 
Gefalle  von  ^  (oder  von  0m,000833  auf  jeden  Meter  der  Bahnlänge)  aus- 
reichen, um  die  verzögernde  Wirkung  des  Zapfenreibnngswiderstandes  aus- 
zugleichen. 

Widerstand  der  rollenden  Reibung. 
Bei  kleinen  Werthen  des  Reibungscoefficienten  /  und  de* 
Verhältnisses  -p-  hat  der  auf  den  Rad-Umfang  reducirte  Zapfen- 
reibungswiderstand —  wie  das  vorige  Zahlenbeispiel  zeigt  —  eine 
so  geringe  Grösse,  dass  noch  ein  anderer  —  bisher  unberück- 
sichtigt gebliebener  —  Widerstand  seinen  Einfluss  neben  jenem 
bemerkbar  macht  und  im  Vergleich  mit  demselhen  nicht  mehr 
als  verschwindend  klein  anzusehen  ist.  Wäre  der  rollende  Körper 
nebst  dessen  Unterlage  absolut  fest  und  hart,  so  würde  bei  der 
geringsten  Neigung  der  Bahn  schon  der  Schwerpunkt  ausserhalb 
der  Verticalen  der  Unterstützungsstelle  liegen,  folglich  eine  be- 
schleunigte Bewegung  stattfinden,  und  das  Gleichgewicht  des  sich 
selbst  ü  belassenen  ruhenden  Körpers  nicht  möglich  sein.  lo 
Wirklichkeit  wird  jedoch  durch  den  auf  die  Berührungsstelle  sich 
concentrircndcn  Druck  eine  geringe  Zusammendrückung  daselbst 
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hervorgebracht;  in  Folge  dessen  erweitert  sich  die  Berührungs- 
stelle zu  einer  Fläche,  .welche  auch  bei  einer  geringen  Neigung 
der  Bahn .  noch  dem  Schwerpunkte  eine  Unterstützung  gewährt 
(Fig.  458)  und  einen  Gleichgewichtszustand  möglich  macht,   zu 

dessen  Aufrechterhal- 

Fig.  458.  Fig.  459.  fcung    q^q    jene    £u- 

sammendrückungeine  # 
bergaufwärts  wirken- 
de Widerstandskraft 
W  erforderlich  sein 
würde,  von  gleicher 
Grösse  mit  der  bergab 
gerichteten  Seiten- 
kraft der  Schwere 
(Fig.  459).  Es  kann  also  der  Einfluss  jener  Zusammendrückung 
aufgefasst  werden  wie  das  Vorhandensein  einer  im  Schwerpunkte 
angreifenden  der  fortschreitenden  Bewegung  des  rollenden  Körpers 
entgegenwirkenden  Widerstandskraft,  welche  der  Widerstand  der 
rollenden  Reibung  genannt  wird. 

Um  die  Grösse  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  würde 
man  durch  Versuche  denjenigen  Neigungswinkel  6  zu  ermitteln 
haben,  bei  welchem  W=  QsinG,  und  die  Bewegung  des  hinab- 
rollenden Körpers  eine  gleichförmige  ist.  Nach  Analogie  des  in 
Bezug  auf  die  Bestimmung  der  gleitenden  Reibung  angewendeten 
Verfahrens  würde  dieser  Winkel  0  als  der  Reibungswinkel  für 
rollende  Reibung  zu  bezeichnen,  und  die  Tangente  dieses  Winkels 
(wofür  wegen  Kleinheit  derselben  auch  der  Sinus  oder  die  Winkel- 
zahl 0  selbst  genommen  werden  kann)  als  der  Coefficient  der  rol- 
lenden Reibung  in  Rechnung  zu  bringen  sein.  Im  Gegensatze 
zu  den  Gesetzen  der  gleitenden  Reibung  hat  sich  jedoch  aus  sol- 
chen Versuchen  ergeben,  dass  die  Grösse  dieses  Winkels  0  als 
eine  mit  dem  Halbmesser  des  rollenden  Körpers  veränderliche 
Grösse  anzusehen  ist,  dass  es  nicht  die  Grösse  sin  6,  sondern 
vielmehr  das  Product: 

574)  r  sin  6  =  s 

ist,  welches  bei  gleicher  Material -Beschaffenheit  annähernd  als 
eine  constante  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Der  Reibungs- 
coefficient  für  die  rollende  Reibung: 

575)  sin  6  =  —     oder    6  =  — 

'  r  r 
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:  .  —   ...  — -   ~   ^r-:    t«~*«Wfjreii  Werth  des  Halbmessers  r  nach 
*  *    .-  ~~l.   ."""".      ■*-*»~.2  .r,,v  itt3vi*iinet  werden. 

-•    -  ■**     ui.    r.trfs     >wtk    aucL  fnr  hartes  H0I2  aof  hartem  Holzet 
t-^.    -a     V'«r     u —♦    *  =•  f^jMlF»  pesetxt  werden.     Demnach  würfe 

.    *      v     i*a    I^TJi-ra^c-   -=«w^:    der  Coefficient  *  =  -7,^-—  =  0,0^2 

t.    'c-i-*    «<;.:      -£j-  -ri»*!*:   ii.."a»f»?c5«T  »  =  0"*^  dagegen  wäre  *  -—  -      „ 

—      «r     u    ^-i-r-     T  -l,    *»■"-  iv  T-r  irit»irlii<irmig  hinabrollen  soll,  so  mü^te 
+t~    *^     -1    fsfr«-.   '-*.-   3   i..fs  Wintel  von  0"  3' 36",  im  letzteren  Falle 

..  ^-- v  _-  :   -i  ^    ^  ^-jq    :".:iit:u>rw   des  Halbmessers  r  kann  die 

\   .•-..  -,    .«- -    -   "      .-  :    u-  :.ini£   auf  deiche  Weise   wie  die  der 

■  -  :     *..      -  .^    -^. :.;-*:   v^rlt*!*.     I*er  Widerstand  der  rol- 

•-•*.» s»    .j  -    i    iV.n.  iTuäucte  aus  dem  Normaldrücke 

»*^  •»  _-      -  *    * .  — -  -v  ^  ^  i    Ti«   }»M.ii   in   dt*n  Coefficienten  der 

**.:.-:     ".  .  - -V    -:v-i    «.ir   inraöutaler  Bahn  rollenden 

i     ■***:*-*    \  .r^<    1    >c    ii'-s;*r  Widerstand  gleich  H  Mg  zu 
^  .    i.     '*_'       _-  •    .,_    :  .-..  ■!-:;* »:c   3i:J.ii   bewegten  Wagen  vom 

m 

yjr    -  .:t    a.»  iVi    i- .:i— i  ^\ii-I  »  gt-neigte  Bahn  wurden 

<~::;    ^  r  .v.:si» -i  *i»  >*   ^  :-ra*    i».».*l   mit   c<»>  «  zn  multipliciren 

>*  n      *.-     :*•.•■*«*  i  .'vi   vir  "w  •  i.xr  ^  »x  Eins  verschieden  ist,  so 

».  \:.i*,u    *>.      ,.v^.,i  V1  •■-  >  i.;u'i    ^lt  *.aw(i  geneigte  Bahnen  als 

V»    -jv.-i«  v^».^  .^i.^  J*-^  T*  •i*«£5.i»Sts  3t-r  rollenden  Reibunn 
:«**K»r    lr^.i    iA^#     -V    *:«    >s-:.»:.ivr^i:    <:nes    berg:ibn>llenden 

*  i»I    V    }:k   :«*<.•!.•  i.i  u"n*i    :»:^   >:rc^J-~>"r.d*n  Wagens  (statt 

:"tr*.^c  *V  i<i>.-i^.|   X    v:'iT'j>»-  :i:I,  Vi  w^Lrui  die  Bewegung 
>%v  ^  *^ut>  xi -k  4/v  •  .^  \i'ii  -:•:>£.    <jl^  C>^    die  lileiohung: 
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Setzt  man  in  letzterer  Gleichung /— 0,01,  o=Qmfi&,  r  =  0"»A  -J-  =  5 

M 

und  ö  =  0,001,  so  wird: 

sin  at  =  0,000 833  +  0*001  =  0,001 833. 

Die  Bewegung  des  Wagens  würde  also  eine  gleichförmige  sein,  wenn 
z.  B.  auf  6000"  Bahnlänge  das  Gefalle  llm  beträgt. 

Da  die  Unterschiede,  zwischen  den  Sinus -Zahlen  und  den 
Winkel- Zahlen  als  verschwindend  klein  zu  betrachten  sind.,  so 
kann  man  die  bei  etwas  stärker  geneigter  Bahn  stattfindende 
Beschleunigung  auch  in  der  Weise  berechnen,  dass  man  sich  den 
ganzen  Neigungswinkel  a  in  die  beiden  Theile  a,  und  a — a, 
zerlegt  denkt,  und  die  Bewegung  so  auffasst,  als  ob  der  eine 
Theil  a,  zum  Ueberwinden  der  Widerstände  3,  W,  und  der  Rest 
a— a,  zum  Hervorbringen  der  Beschleunigung  p  verwendet  würde. 
Die  letztere  kann  alsdann  berechnet  werden  aus  der  einfacheren 
Gleichung: 

580)     p  =  <*±£*bp±L. 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahjenwerthen  würde  z.  B.  (wenn  auch 
hier  wieder  p.  =  -  -  M  gesetzt  wird)  für  die  Beschleunigung  auf  einer  um  das 

Steigungsverhältniss  *  =  -^  geneigten  Bahn  der  Werth  sich  ergeben : 

*  =  i  •  9>81  Göö  -  6ööö)  - 0"'0287- 

Für  gut  construirte  Eisenbahnwagen  ist  der  Widerstandscoefficient  a, 

im  Mittel  gleich  -^  zu  setzen,  wobei  jedoch  zu  berücksichtigen  ist,  dass  die 

obigen  Gleichungen  pur  für  kleine  Geschwindigkeiten  gelten,  und  dass  bei 
grösseren  Geschwindigkeiten  ausser  den  beiden  Widerständen  3  und  W  noch 
.die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  in  Rechnung  zu  bringen  sein  würde. 

Anstatt  die  oben  gefundenen  Gleichungen  zu  benutzen,  um 
aus  den  bekannten  Werthen  der  Widerstandscoefficienten  die  un- 
bekannte Beschleunigung  p  zu  berechnen,  kann  man  auch  umge- 
kehrt die  letztere  durch  directe  Versuche  bestimmen  und  jene 
Gleichungen  alsdann  zur  Berechnung  der  Widerstandscoefficienten 
benutzen.  Wenn  man  auf  einer  Bahn  von  bekanntem  Neigungs- 
winkel das  eine  Mal  den  ganzen  Wagen,  das  andere  Mal  die 
Räder  für  sich  allein  hinablaufen  lässt  und  beide  Male  die  Zeit 
t  beobachtet,  in  welcher  eine  bestimmte  Strecke  x  zurückgelegt 
wird,  so  kann  man  zunächst  aus  der  Gleichung  für  die  gleich- 
förmig beschleunigte   Bewegung  (x  =  ~- j  die  Beschleunigungen 
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il^rr  b»rüiea  R;w**!rin:Mi  ber^Liien:  und  wenn  man  die  auf 
»•l«-he  W~ise  £~  rinde nen  W^rthr*  äixLuui  resp.  in  den  Glei- 
i'hnn^n  37*  und  577"  für  p  *uh^tituirt .  so  ertüilt  man  zwei 
•  rL*ri«:  hangen,    aa*?   tLneii   «I>?    beiden   Coerfici^nten  /"  nnd  h   be- 

rei;linet  w/enien.  k<  «cmen. 

H  ixie  man  z.  B.  beobachtet.  <LbS  jaf  einer  um  ^  geneigten  Bahn  di»1 

'wi^deran  ju*  kr^Lst^rüii^i  Scheiben  Tonur«ie*«?tzten%  Ruder  jenes  Wagens  für 
*i«-h  .ii!*»ui  eine  ^cn»»'ke  **m  l««>  Metern  in  <*3  Sekunden  ^also  mit  der  Ke- 
*4rii!»»ani^in^  «,pV*^tfl»>  2urn»:k!^«jten.  «o  würde  aas  Gleichung  'uD  nach  Snb- 
*titati«m  des  Werth»»s  p  =  0»,0*.!Klf»  *ich  ersehn.  <Lk>»  ^  =  0.001  war;  nnd 
w»»nn  ferner  b^«^a.:htet  wire.  dass  «Kr  «ranze  W.i**ti  dieselbe  Strecke  iß 
*c>.*  ^c  an  Jen  iL»o  mit  der  Be^hleoni^nnjr  t/".<r£%7)  zurücklegte,  so  würde 
aiu  Gleichnis  57**  nach  Sub^thation  der  Werthe  p  =  0^,0Ä»7  nnd  h  =  (V*>1 
siirh  erz^ben.  iLüs  /  =  0,01  wir. 

Die  beiden  Widerstände  3  an^  ""  ^n^ke»  immer  der  Be- 
*esn  Hinrichtung  entgegen.  Weun  al>o  die  Bewegung  bergan  ge- 
richtet i>t.  *o  nimmt  die  Geschwindigkeit  des  sich  selbst  über- 
his^eüen  Wagens  in  jeder  Strande  ab  um  die  Grosse: 

r  M-r  ?  -r  * 

t«-  460.  nnd    für    die    zum 

gteidiUirigM  Berg- 

anziehen  des  Wagen* 
erforderliche  Zug- 
kraft ergiebt  sich 
nach  Fig.  460  die 
Gleichung : 

582)    P  =  ( J/+  m)  ^  sin  «  +  3  +  H\ 

worin  die  Griten  3  um'  W  wiederum  resp.  nach  den  Gleich ungen 
572)  und  576)  zu  bestimmen  sind. 

Wenn  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  das  Gewicht  dtT 
fortschreitenden  Masse  tng  =  5000  KiL,  und  das  Gewicht  der  rollenden  M*>*e 
Mg  =  1000  Kil.  beträgt,  so  ist  zum  gleichförmigen  Berganziehen  des  Wajren* 

auf  einer  um  -       ansteigenden  Bahnstrecke  die  Zugkraft  erforderlich: 
p  =  J*J2?-  +  0,01 .  5<XX) .  0,1+0,001 .  6000  =  31  KilM 

wovon  5  Kil.  auf  Uebcrwindung  des  Zapfenreibungswiderstandes,  und  6  Ki). 
auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  der  rollenden  Reibung  verwendet  werden 
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Fig.  461. 


§   111/ 

Beschleunigte  Bewegung  der  Schraube. 

Um  die  Beschleunigung  p  zu  bestimmen,  welche  der  Schrauben- 
spindel (Fig.   462)  durch  eine    in  der  Achsenrichtung  wirkende 

Kraft  P  ertheilt  wird,  hat 
man  zunächst  (auf  ähnliche 
Weise  wie  in  §  85,  Fig.  375 
geschehen)  nach  der  Theorie 
des  Reibungs  winkeis  die  Rich- 
tungen der  Druckkräfte  D 
zu  bestimmen,  welche  an 
den  Berührungsstellen  von 
dem  festliegenden  Mutter- 
gewinde auf  die  Schrauben- 
spindel übertragen  werden. 
Für  den  Fall,  dass  die  fort- 
schreitende Bewegung  im 
Sinne  der  Kraft  P  stattfindet, 
weicht  die  Richtung  des  an 
der  Berührungsstelle  A  auf 
die  Schraube  übertragenen  Druckes  D  um  den  Reibungswinkel  <p 
nach    obenhin    von    der   Richtung   der   Normalen,    folglich    nach 

Fig.  462  um  den  Winkel  a  —  <p  von  der 
Achsenrichtung,  ab.  Wenn  man  jede  dieser 
Druckkräfte  alsdann  zerlegt  in  die  tangen- 
tiale Seitenkraft  D  sin  (a  —  <p)  und  die 
parallel  zur  Achse  gerichtete  Seitenkraft 
D  cos  (a  —  <p),  so  erhält  man  nach  dem  Ge- 
setze des  Schwerpunktes  für  die  in  der 
Achsenrichtung  erfolgende  Beschleunigung 
desselben  die  Gleichung: 

P-1[D  cos  (*-<?)] 


Fig.  463 


P  = 


M 


Dsm{a-f)    A 

ohung  auch  die  Form  gegeben  werden: 


worin  M  die  ganze  an  der  Schraubenbewe- 
gung theilnehmende  Masse  bezeichnet.  Da 
die  Grösse  cos  (et  —  <p)  gemeinschaftlicher 
Factor  aller  unter  dem  Summationszeichen 
vereinigten  Glieder  ist,  so  kann  dieser  Glei- 
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583)  cos(a  —  <p)2(Z>)  =  P—  Mp. 

Für  die  Winkelbeschleunigung,  mit  welcher  die  gleichzeitig 
neben  der  fortschreitenden  Bewegung  stattfindende  Drehbewegung 
geschieht,  ergiebt  sich  ferner  aus  Fig.  463  nach  dem  Gesetze  der 
Winkelbeschleunigung  (§  99)  die  Gleichung: 

1  [D  sin  (q  — -  y)  p] 

®  — ~  jt  ) 

in  welcher  T  das  Trägheitsmoment   der  ganzen  Masse   in  Bezug 
auf  die  Achse  der  Schraube  bezeichnet.    Wenn  die  auf  den  mitt- 

leren  Schraubenhalbmesser  p  reducirte  Masse  -,-  mit  \l  bezeichnet 

wird,  so  ist  T=\ip2  zu  setzen,    und  der  obigen  Gleichung  kann 
daher  auch  die  Form  gegeben  werden:  . 

584)  sin  (a  — <p)  ü  (D)  =  jjl  .  pe. 

Diese  letztere  Gleichung  nimmt,   durch  Gleichung  583)   dividirt 
die  Form  an: 

585)  tg(a-?)  =  -^^-. 

Wie  auch  immer  die  Geschwindigkeiten*  der  beiden  Be- 
wegungen sich  ändern  mögen:  das  Verhältniss  der  parallel  zur 
Achse  gerichteten  zu  der  tangentialen  Seitengeschwindigkeit  des 
Punktes  A  bleibt  stets  gleich  dem  Steigungsverhältniss  der  mitt- 
leren Schraubenlinie  (Fig.  373,  Gleichung  414).  Hieraus  folgt 
dass  auch  das  Verhältniss  der  pro  Secunde  erfolgenden  Zih 
nahmen  dieser  beiden  Seitengeschwindigkeiten  stets  gleich  tga 
bleibt.     Es  ist  daher: 

586)  £-  =  tga. 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werth 
pe  =  -p--  in  Gleichung  585)  substituirt  und  dieselbe  für  p  auf- 
löst, so  erhält  man  die  Gleichung: 

587)  p« P   —  -. 

M+        ^       -    - 

|tg  *  tg  (a  -  <p) 

Die  in  der  Achsenrichtung  hervorgebrachte  Beschleunigung 
ist  daher  wie  die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  be- 
rechnen, dessen   Masse  die   Grösse  M  -f-  •      -■ -  ** N   hat    Für 

1     tg  a  tg  (a  -  ?) 

den  Füll,   dass   die  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne  erfolgt. 
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würde  -(-9  mit  — cp  zu  vertauschen  sein,  und  die  Grösse  p 
würde  in  diesem  Falle  die  in  der  Aohsenrichtung  hervorgebrachte 
Verzögerung  bedeuten. 

Wenn  der  Trägheitehalbmesser  mit  R  bezeichnet  wird,  so  ist  jxp2  =  MB1 
zu  setzen,  und  wenn  man  zugleich  P=  Mg  setzt,  so  erhält  man  für  die  von 
der  Schwere  hervorgebrachte  Vertical-Beschleunigung  einer  verticalen  Schrauben- 
spindel die  Gleichung: 

p'tgatg(a  +  <p) 

worin  das  Minuszeichen  auf  die  sinkende  und  das  Pluszeichen  auf  die  stei- 
gende Bewegung  sich  bezieht.  Diese  Gleichung  kann  annähernd  auch  für  den 
in  Fig.  461  dargestellten  Fall  als  gültig  angesehen  werden ,  wenn  die  Masse 
der  Schraubenspindel  klein  ist  im  Verhältniss  zu  den  in  der  Entfernung  R 
von  der  Achse  angebrachten  Schwungmassen. 

R 

Setzt  man  z.  B.  —  =  20,  tga  =  0,2  und  tg©  =  0,06  (oder  a  =  lle20' 

P 
und  cp  =  4"  350»  so  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  der  vertical  abwärts 

gerichteten  Bewegung  der  Werth: 

und  für  die  der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Peripheriebeschleunigung 
der  Schwungmassen  der  Werth: 

JKc  =  —  -p—  =  0*058. 
P      tga 

Bei  der  steigenden  Bewegung  dagegen  würde  die  Yerticalgeschwindigkeit 
in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  0",0014,  und  die  der  Drehbewegung  ent- 
sprechende Peripherie  -  Geschwindigkeit  der  Schwungmassen  in  jeder  Secunde 
um  die  Grösse  Om,l4  abnehmen. 

§  112. 
Bedingungen  der  beschleunigt  fortschreitenden  Bewegung. 

Mittelst  des  in  §  40  erklärten  Verfahrens  können  sämmtliche 
auf  einen  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  unter  allen  Umständen 
ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende  resulti- 
rende  Einzelkraft  R  und  ein  resultirendes  Kräftepaar  vom  Mo- 
mente 2W.  Die  Bewegung,  welche  dem  anfangs  im  Ruhezustande 
befindlichen  Körper  durch  die  Kräfte  ertheilt  wird,  ist  im  Allge- 
meinen eine  fortschreitende  Bewegung  verbunden  mit  einer  gleich- 
zeitigen Drehung  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt.  Erstere 
kann  als  Wirkung  der  Einzelkraft  Ä,  letztere  als  Wirkung  des 
Kräftepaares  SSI  angesehen  werden  —  wie  am  Schlüsse  des  §  107 
bereits  erklärt  wurde. 
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Soll  die  von  den  Kräften  hervorgebrachte  Bewegung  lediglich 
in  einer  fortschreitenden  Bewegung  bestehen,  so  muss  SR  gleich 
Null  sein,  in  welchem  Falle  die  Kraft  R  für  sich  allein  die  Mittel- 
kraft  sämmtlicher  vorhandenen  Kräfte  bildet  Bedingung  der 
fortschreitenden  Bewegung  ist'  daher:  es  muss  die  ResuRfrende 
sämmtlicher  Kräfte  eine  Einzelkraft  sein,  deren  Richtungslinie  ihntk 
den  Schwerpunkt  hindurchgeht.  Mit  der  Richtung  dieser  Mittelknut 
fällt  zugleich  die  Richtung  der  hervorgebrachten  beschleunigten 
fortschreitenden  Bewegung  zusammen. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  z.  B.  die  Stabilitätsbedingungeu 
für  einen  auf  horizontaler  Unterlage  in  Bewegung  versetzten 
Körper  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden.  Wenn  dem  ruhen- 
den Körper  durch  die  horizontale  Zugkraft  H  eine  fortschrei- 
tende —  d.  h.  nicht  mit  gleichzeitigem  Umkippen  verbundene  — 
Bewegung  längs  der  horizontalen  Unterlage  ertheilt  werden  soll. 
so  muss  die  Mittelkraft  R  von  den  vier  auf  den  Körper  wir- 
kenden Kräften:  N  (normaler  Gegendruck  der  Unterlage),  fS 
(Reibungswiderstand),  Mg  (Gewicht  des  Körpers)  und  H  —  jeden- 
faljs  in  die  Horizontale  des  Schwerpunktes  fallen  (Fig.  464). 

Die    beiden   (in 
Fig.  466.  derselben    Vertieal- 

Ebene  wirkend  r«»r- 
ausgesetzten)  KratV 
H  und  Mg  können 
ersetzt  werden  durch 
ihre  Mittelkraft  A': 
ebenso  die  beiden 
Kräfte  N  und  fS 
durch  ihre  Mittel- 
kraft D.  Der  Win- 
kel a,   welchen  die 


Fig.  464. 
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Kraft    K    mit    der 
Verticalen  einschliesst,   ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


589)    tg  a  = 


Mg 


Die  Kraft  D  weicht  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Verti- 
calen ab;  für  die  Lage  ihres  Angriffspunktes  bilden  die  l'unkto  A 
und  B  die  iiussersten  Grenzen,  bis  zu  welcheu  derselbe  iwp. 
nach  rechts  oder  links  sich  verschieben  kann. 
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Fig.  466. 


Die  Mittelkraft  R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfte  K  und  D\  es  muss  daher  der  Durchschnittspunkt  O,  in 
welchem  die  Horizontale  des  Schwerpunktes  von  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  K  geschnitten  wird,  zugleich  in  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  D  liegen  (Fig.  465).  Man  findet  also  den  An- 
griffspunkt C,  indem  man  von  0  aus  eine  gerade  Linie  zieht, 
welche  um  den  Reibungswinkel  <p  von  der  Verticalen  abweicht. 
Wenn  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende  Stützpunkt  C  nicht 
ausserhalb  der  beiden  Grenzpunkte  A  und  B  liegt,  so  wird  ein 
Umkippen  nicht  stattfinden. 

Die  beiden  Grenzfälle,  in  denen  der  Punkt  C  mit  einem  der 
beiden  Grenzpunkte  A  oder  B  selbst  zusammenfällt,  sind  in 
Fig.  456  und  Fig.  467  dargestellt.     Denkt  man  sich  in  einem 

dieser  beiden  Fälle 
Fig.  467.  die  in  dem  Punkte 

""        > .  E  angreifende    ho- . 

rizontale  Zugkraft  H 
—  und  in  Folge 
dessen  auch  den 
Winkel  a  —  noch 
etwas  vergrÖ8sert,  so 
findet  ein  Umkippen 
statt  —  und  zwar 
bei  dem  in  Fig.  465 
dargestellten    Falle 


v 

ein  Umkippen  um 
die  Kante  A  (nach  rechts  herüber);  bei  dem  in  Fig.  467  dar- 
gestellten Falle  dagegen  ein  Umkippen  um  die  Kante  B  (nach 
links  herüber). 

Für  die  Beschleunigung  der  fortschreitenden  Bewegung,  welche 
der  Körper  ausführt,  sobald  die  Stabilitätsbedingungen  gegen 
gleichzeitiges  Umkippen  erfüllt  sind,  erhält  man  nach  dem  Ge- 
setze des  Schwerpunktes  die  Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  Wefthe  N=  Mg,  H  =  Mg  tga, 
/=tg«p  die  Form  annimmt: 

590)    p  =  0(tgoc  —  tg?) 
und  zeigt,  dass  in  dem  hier  vorausgesetzten  Falle  des  wirklichen 
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Eintretens  einer  fortschreitenden  Bewegung  der  Winkel  a  immer 
grösser  ist  als  der  Winkel  9. 

-Auf  gleiche  Weise  können  auch  die  Stabilitatsbedingungen  für  einen  anf 
beschleunigt  fortschreitender  Unterlage  befindlichen  Körper  ermittelt  werden. 
Wenn  q  die  Beschleunigung  ist,  mit  welcher  die  Unterlage  von  rechts  nach 
links  bewegt  wird,  so  geschieht  die  relative  Bewegung  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  fortschreitende  Unterlage,  wie  wenn  ausser  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  noch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende  von  links  nach  rechts  ge- 
richtete Ilorizontalkraft  H  =  Mq  auf  den  Körper  wirkte.  Es  ist  also  nur 
nöthig,  das  in  Fig.  465  angegebene  Constructionsverfahren  auf  den  specienm 
Fall  anzuwenden,  in  welchem  die  Punkte  E  und  O  beide  mit  dem  Schwer- 
punkte 8  zusammenfallen.  Man  findet  auf  diese  Weise,  dass  durch  einen  von 
rechts  nach  links  gerichteten  Horizontalstoss  gegen  die  Unterlage  —  wie  gro^ 
auch  immer  die  derselben  dadurch  ertheilte  Beschleunigung  sein  möge  —  nie- 
mals ein  Umsturz  des  auf  derselben  stehenden  Körpers  bewirkt  werden  kann: 
sobald  der  Winkel,  den  die  von  S  nach  A  gezogene  Linie  mit  der  Vertiefe 
einschliesst,  nicht  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 

§  113. 
Beschleunigte  Bewegung  des  Pochstempels. 

Am  Schlüsse  des  §  62  wurde  gezeigt,  wie  man  die  zum  gleich- 
förmigen Heben  eines  Pochstempels  erforderliche  Kraft  berechnen 
kann.  Wenn  die  wirklich  angewendete  Hubkraft  grösser  oder 
kleiner  wäre  als  diese  zum  gleichförmigen  Heben  erforderliche 
Kraft,  so  würde  die  aufsteigende  Bewegung  des  Pochstempels  ein»* 
beschleunigte  oder  verzögerte  sein,  auf  alle  Fälle  aber  eine  fort- 
schreitende, da  durch  die  festen  Querstangen  A  und  By  weicht 
demselben  unten  und  oben  als  Führung  dienen,  jede  Dreh- 
bewegung von  vorn  herein  unmöglich  gemacht  wird. 

Zur  Berechnung  der  zum  Hervorbringen  einer  bestimmten 
Beschleunigung  p  erforderlichen  Kraft  K  kann  man  das  cTAIem- 
bert'sche  Gesetz  (§  U3)  benutzen,  indem  man  die  der  Beschleu- 
nigung p  entsprechende  Kraft  -  - .  p  in  entgegengesetzter  Richtung 

genommen  hinzufügt  und  alsdann  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts anwendet.  Nach  Fig.  468  erhält  man  dann  als  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0: 

0=(Q  +  Q  J)*-JT(.-a). 
Wenn  man  hierin  für  8  den  bereits  in  §  62  (Gleichung  2M 
gefundenen  Werth  - .   substituirt,    so   ergiebt   sich   für  die  /um 
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Hervorbringen   der  Beschleunigung  p  erforderliche    Kraft  K  der 
Werth: 


-im 


591)    K  = 

oder   für    die   von  der   gegebenen  Kraft  K  hervorgebrachte  Be- 
schleunigung p  die  Grösse: 


592)    P  =  0|f(l-2/l)-lj.' 


Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  p  =  0  wird,  wenn  K  = 

Q 


Q 


a 


l-2/T 


ist,  und  negativ,  wenn  K  < 


1-2/ 


Setzt  man  wieder  /  =  0,4  und 


mm  ■ 

r  =  -j-,  80  findet  man  übereinstimmend  mit  dem  schon  in  §62  gefundenen 
Resultate,  dass  die  Bewegung  eine  beschleunigte  oder  verzögerte  ist,  jenach- 
dera  K  grösser  oder  kleiner  ist  als  -5-  Q. 

Bei  der  vertical  abwärts  gerichteten  Bewegung  des  Poch- 
stempels würde  der  Punkt  Ot  (Fig.  469)  der  Durchschnittspunkt 
der  beiden  von  den  Punkten  A  und  B  ausgehenden  Gegendrücke 
sein,  und  wenn  diese   Bewegung  mit  der  Beschleunigung  p  ge- 
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schieht,   so   ist  die  nach   dem  d'Alembert'schen  Principe  hinzu- 
zufügende  Kraft  Q  .  -^-   als   eine    aufwärts   gerichtete  Kraft  ia 

Rechnung  zu   bringen.      Man    erhält  also   für*,  diesen  Fall  nach 
Fig.  469  die  Gleichung: 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  für  K  resp.  p  den  Werth 
liefert: 

593)    K  =  Q[ 2—  I     oder 


594)    p  =  ^ji-*(l  +  8/-J-)|. 


a        3 
Setzt  man  wieder  /  =  0,4  und  —  =  — ,  so  findet  man  aus  dieser  Glri- 

Ä  4 

f> 

chung,  dass  K  ==  ~Q  sein  muss,  wenn  die  Beschleunigung  p  =0  sein  m>U. 

d.  h.  wenn  die  Bewegung  des  Sinkens  gleichförmig  erhalten  werden  soll.  W^rt 

5 
dagegen  K  grösser  oder  kleiner  als  -  -  Q,  so  würde  die  sinkende  Bewies 

o 

des  Pochstempels  im  ersteren  Falle  eine  verzögerte,  im  letzteren  eine  be- 
schleunigte sein. 


Fünfter  Abschnitt. 

Statik  elastischer  Körper. 


Capilel  XI. 

Widerstand  einer  prismatischen  Stange  gegen  Ver- 
längerung nnd  Verkürzung. 

§  114. 
Elastidtätswiderstände. 

In  den  vorigen  beiden  Abschnitten  wurden  die  (sogenannten) 
festen  Körper  vorläufig  als  absolut  feste  Körper  behandelt;  es 
wurde  angenommen:  dass  die  materiellen  Punkte  eines  solchen 
Körpers  durch  starre  Linien  mit  einander  verbunden  sind,  oder 
durch  anziehende  und  abstossende  Kräfte,  welche  den  äusseren 
Kräften  gegenüber  als  passive  Widerstände  sich  verhalten  und 
stets  in  solcher  Weise  ihre  Wirksamkeit  äussern,  wie  es  erforder- 
lich ist,  um  die  Abstände  der  materiellen  Punkte  vollkommen 
unverändert  zu  erhalten,  also  jede  Formänderung  des  Körpers 
gänzlich  zu  verhindern. 

Diese  Annahme  entspricht  —  wie  in  §  36  schon  erwähnt 
wurde  —  auch  bei  den  festesten  Körpern  nur  annäherungsweise 
der  wirklichen  Beschaffenheit  jener  Verbindungen.  In  Wirklichkeit 
sind  die  materiellen  Punkte  eines  solchen  Körpers  nicht  zu  einem 
starren,  unveränderlichen,  sondern  zu  einem  elastischen  Systeme 
mit  einander  verbunden  —  durch  Kräfte,  welche  mit  den  Ab- 
ständen der  materiellen  Punkte  nach  bestimmten  Gesetzen  sich 
ändern.  Diese  Elasticitätskräfte  wirken  zwar  jeder  Formänderung 
des  Körpers  als  Widerstände  entgegen,  jedoch  in  einer  Weise, 
welche  nicht  ausreicht,  um  diese  Formänderung  ganz  zu  verhüten; 
insofern  sie  diejenige  Grösse,   welche  zur  Verhinderung  der  ent- 
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stehenden  Formänderung  erforderlich  gewesen  wäre,  allemal  erst 
dann  erreichen  können,  wenn  eine  gewisse  Formänderung  bereits 
wirklich  eingetreten  ist.  * 

Wenn  an  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Stange  zwei  gleich  gro^ 
entgegengesetzte  Zugkräfte  wirken,  so  tritt  unter  allen  Umstanden  eine  Ver- 
längerung der  Stange  ein  —  wie  gross  auch  immer  die  Festigkeit  des  Mate- 
rials, und  wie  klein  auch  immer  die  Intensität  jener  äusseren  Zugkräfte  sein 
möge.  Die  Elasticitätswiderstände  der  Stange  wirken  zwar  dieser  Verlängeren* 
entgegen,  erreichen  aber  erst  bei  einer  bestimmten  Grösse  der  Verlängerung 
diejenige  Grösse,  welche  erforderlich  gewesen  wäre,  um  von  vornherein  die 
Wirkung  der  äusseren  Kräfte  aufzuheben  und  die  Verlängerung  im  Entstehe 
schon  zu  verhindern. 

Die  Form  eines  von  äusseren  Kräften  im  Gleichgewicht  ge- 
haltenen Körpers  weicht  unter  aüen  Umständen  von  seiner  ur- 
sprünglichen Form  ab.  Zur  vollständigen  Lösung*  der  im  dritten 
Abschnitte  behandelten  Aufgabe,  betreffend  die  Gleichgewichts- 
zustände fester  Körper,  ist  daher  noch  erforderlich,  die  jenen 
Gleichgewichtszuständen  entsprechenden,  von  den  äusseren  Kräften 
hervorgebrachten  Form-Abweichungen  zu  bestimmen,  und  die  Be- 
dingungen zu  finden,  unter  welchen  die  Widerstandsfähigkeit 
des  Körpers  ausreicht,  um  den  Gleichgewichtszustand  zwischen 
inneren  und  äusseren  Kräften  überhaupt  möglich  zu  machen. 

Die  Gesetze,  nach  welchen  bei  den  verschiedenen  Arten  von 
elastischen  Körpern  die  Elasticitätswiderstände  mit  den  Abständen 
der  materiellen  Punkte  oder  mit  den  Formen  der  Körper  skli 
ändern,  müssen  zu  diesem  Zwecke  durch  Versuche  zuvor  ermittelt 
werden.  Im  Uebrigen  behalten  die  im  dritten  Abschnitte  gefun- 
denen allgemeinen  Gesetze  der  Statik  auch  für  den  elastischen 
Körper  ihre  Gültigkeit.  Denn  der  Gleichgewichtszustand  eine> 
von  äusseren  Kräften  in  verbogener  oder  verzerrter  Form  er- 
haltenen elastischen  Körpers  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn 
mit  Beibehaltung  dieser  Form -Abweichung  der  elastische  Körper 
in  einen  absolut  festen  Körper  verwandelt  würde.  Es  müssen 
daher  für  die  äusseren  Kräfte ,  welche  den  elastischen  Körper 
in  diesem  Gleichgewichtszustande  erhalten,  dieselben  allgemeine 
Gleichgewichtsbedingungen  gelten,  welche  bei  einem  absolut  fe>ten 
Körper  gleicher  Form  anzuwenden  wären.  Dasselbe  gilt  auch  *i»n 
den  inneren  Kräften  oder  den  Elasticitäts widerständen.  I>enkt 
man  sich  den  Körper  durch  einen  beliebigen  Schnitt  in  /***» 
Theile  zerlegt  und  an  den  Schnittstellen  äussere  Kräfte  vor 
bracht,   welche  an  jedem  der  beiden  Theile  den  früheren  (ileieh- 
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gewichtszustand  genau  Wieder  herstellen  —  diejenigen  Kräfte 
also,  welche  vorher  als  innere  Kräfte  thätig  waren  —  so  gilt  nun- 
mehr von  jedem  der  beiden  Theile,  was  vorher  vom  Ganzen  galt, 
und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  können  die  an  jeder 
beliebigen  Stelle  des  elastischen  Körpers  wirkenden  inneren  Kräfte 
ebenfalls  der  früheren  Untersuchungsweiso  zugänglich  gemacht 
werden.  Die  Kenntniss  der  Elasticitätsgesetze  reicht  daher  aus, 
um  die  Statik  elastischer  Körper  zurückführen  zu  können  auf  die 
schon  bekannte  Lehre  vom  Gleichgewicht  absolut  fester  Körper. 

§  115. 
Elasticitätsmodulus. 

Einer  von  den  Fundamental -Versuchen  der  Elasticitätslehre 
besteht  darin:  dass  man  eine  am  oberen  Endpunkte  aufgehängte 
geradlinige  prismatische  Stange  mit  unten  angehängten  Gewichten 
belastet  und  die  Verlängerungen  beobachtet,  welche  der  Stange 
von  den  verschiedenen  Belastungen  ertheilt  .werden.  Derartige 
Versuche  führen  zu  folgenden  Resultaten: 

1)  Solange  die  Spannung  der  Stange  eine  gewisse  Grenze  — 
die  sogenannte  Elasticitätsgrenze  (§  110)  —  nicht  Überschreitet, 
wächst  die  Verlängerung  proportional  dem  verlängernden  Gewichte, 
und  nimmt  die  Stange  beim  Wegnehmen  der  Belastung  ihre  ursprung- 
liche Länge  wieder  an.  Da  Spannungen,  welche  diese  Grenze 
überschreiten,  in  praktisch  ausgeführten  Bau-  oder  Maschinen- 
Constructionen  nicht  vorkommen  dürfen,  so  ist  es  zulässig,  bei 
clor  Berechnung  solcher  Constructionen  dieses  Gesetz  der  Pro- 
portionalität zwischen  Spannungen  und  Verlängerungen  (Elastici- 
tätsgesetz)  als  allgemein  gültig  anzunehmen. 

2)  Die  Verlängerung  der  Stange  ist  proportional  ihrer  ursprung- 
lichen Länge.  Die  Spannung  —  und  in  Folge  dessen  auch  die 
Verlängerung  —  vertheilt  sich  gleichförmig  über  die  ganze  Länge 
der  Stange.  Die  Verlängerungen  der  einzelnen  Theile  verhalten 
sich  wie  ihre  ursprünglichen  Längen.  Das  Verlängerungsverhält- 
niss,  oder  der  Quotient  „Verlängerung  dividirt  durch  ursprüng- 
liche Länge*4  hat  daher  für  jeden  einzelnen  Theil  dieselbe  Grösse 
wie  für  die  ganze  Länge  und  ist  unabhängig  von  der  Länge  der 
Stange. 

3)  Die  Verlängerung  ist  umgekehrt  proportional  dem  Querschnitte 
der  Stange.    Auch  über  die  Querschnittsfläche  der  Stange  vertheilt 
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sicli  die  Spannung  gleichförmig.  Eine  Stange  vom  n- fachen 
Querschnitte  kann  angesehen  werden  als  zusammengesetzt  aus 
»  Stangen  vom  einfachen  Querschnitte,  deren  jede  den  n-ten  Theil 
des  angehängten  Gewichts  trägt,  folglich  auch  nur  den  n-ten  Tbil 
derjenigen  Verlängerung  erleidet,  welche  das  ganze  Gewicht  an 
der  einfachen  Stange  hervorbringen  würde. 

4)  Die  Verlängerung  hängt  ausserdem  noch  ab  von  der  Art  des 
Materials,  aus  welchem  die  Stange  besteht.  Gleichgeformten  Stangen 
verschiedenen  Materials  werden  durch  gleiche  Belastungen  un- 
gleiche Verlängerungen  ertheilt.  Um  dieses  ungleiche  Verhalten 
der  verschiedenen  Arten  von  festen  Körpern  durch  Zahlenwertlu 
zu  characterisiren ,  hat  man  den  Begriff  des  Elasticttätsmodulus 
eingeführt.  Wenn  man  das  von  der  Gewichtseinheit  an  einer 
Stange  vom  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit  hervorgebrachte 
Verlängerungs  -  Verhältniss  ausdrückt  durch  einen  Bruch  vom 
Zähler  Eins,  so  ist  der  Nenner  dieses  Bruches  der  Elasticität>- 
modulus. 

Der  Elasticitätsmodulus  ist  der  reciproke  Werth  des  vom  Ge- 
wichte „Eins"  an  einer  Stange  vom  Querschnitte  „Eins"  hervorge- 
brachten Verlängerungs-Verhältnisses. 

Der  numerische  Werth  des  Elasticitätsmodulus  hängt  natürlich  ab  tob 
der  Wahl  der  Flächeneinheit  und  der  Gewichtseinheit. 

Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  Quadratmillimeter  Querschnitt,  beb-M 

mit  einem  Gewichte  von  1  Kilogramm,  verlängert  sich  um  ^^  ihrer  ursprüg- 
lichen Länge.  Der  Elasticitätsmodulus  für  Schmiedeisen  ist  daher  gl'irh 
20000  zu  setzen,  wenn  der  Millimeter  als  Längeneinheit,  und  das  Kilogrjcir. 
als  Gewichtseinheit  angenommen  wird. 

(Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  Quadratzoll  Querschnitt,  belastet  trit 

einem  Gewichte  von  1  Pfund,  verlängert  sich  um  ^iÄkTwu  inrer  ^P™" 
liehen  Länge.  Der  Elasticitätsmodulus  für  Schmiedeisen  würde  »Im»  ßlrn!i 
24000000  zu  setzen  sein,  wenn  der  Zoll  —  statt  des  Millimeters  *u 
Längeneinheit,  und  zugleich  das  Pfund  —  statt  des  Kilogramme*  —  ab  <ir 
wichtseinheit  gewählt  wurde.) 

Wenn  der  Elasticitätsmodulus.  des  Materials  mit  E  bezeichne 
wird  (für  den  Millimeter  als  Längeneinheit  und  das  Kilogramm 

als  Gewichtseinheit),   so  ist  -_,-    das     Verlängerungs  -  Verhältnis 

welches  1  Kil.  Belastung  an  einer  Stange  von  1  Quadratmilii- 
meter  Querschnitt  hervorbringt.  Nach  dem  Gesetze  der  Propor- 
tionalität  zwischen    Spannung    und    Verlängerung    ist   das  W- 
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längerungs-Verhältniss  8,  welches  eine  Belastung  von  S  Kilogram- 
men jener  Stange  ertheilt,  8  mal  so  gross,  also : 

595)  8  =  5  .  ^r. 

Nach  dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  für  eine  beliebig  ge- 
gebene Stange  desselben  Materials,  von  F  Quadratmillimetern 
Querschnitt  und  l  Millimetern  Länge,  die  Verlängerung  \  be- 
rechnen, welche  durch  eine  beliebig  gegebene  Belastung  von 
Q  Kilogrammen  hervorgebracht  wird.  Wenn  man  diese  Stange 
als  ein  Bündel  von  F  einzelnen  Stangen  von  je  1  Quadratmilli- 
meter Querschnitt  ansieht,  und  mit  S  den  Gewichtsantheil  be- 
zeichnet, welchen  jede  einzelne  dieser  Stangen  zu  tragen  hat,  oder 
die  Spannung  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts,  so  ist: 

596)  S  =  -|r 

zu  setzen;   wenn  ferner  das  der   Verlängerung  k  entsprechende 
Verlängerungs-Verhältniss  mit  8  bezeichnet  wird,  so  ist 

597)  8  =  ~    . 

Nach  Substitution  der  für  8  und  8  gefundenen  Werthe  nimmt 
Gleichung  595)  die  Form  an: 

*  SL     J_      «Aar      l_-«i- 


598)   -y-  =  ->.i-   oder  *- 


FE' 


Eine  2000n,m  lange  schmiedeiserne  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Recht- 
eck Ton  lO"1"  Breite  und  40mB>  Länge  bildet,  erhält  durch  eine  Belastung  von 
3000  K8L  die  Verlängerung: 

*  -  SS  -  °-75  MiUimeter- 

Setzt  man  F  =  l  und  X  =  J,  so  erhält  man  aus  Gleichung  598)  E=  Q; 
<).  h.  der  Elasticitätsmodulus  kann  auch  definirt  werden  als  dasjenige  Gewicht, 
welches  die  Länge  einer  Stange  vom  Querschnitt  Eins  verdoppeln  wurde  — 
falls  die  bei  solcher  Belastung  eintretende  Spannung  die  Elasticitätsgrenze 
nicht  überschritte. 

Wenn  man  (den  im  Eingange  dieses  Paragraphen  beschrie- 
benen Versuch  umkehrend)  die  Stange  am  unteren  —  statt  am 
oberen  —  Ende  befestigt  und  das  Gewicht  am  oberen  —  statt 
am  unteren  —  Ende  auf  die  Stange  wirken  lässt,  so  bringt  das- 
selbe eine  Druckspannung  und  in  Folge  dessen  eine  Verkürzung 
der  Stange  hervor.  Es  zeigt  sich  bei  diesen  letzteren  Versuchen, 
dass  für  die'  Bestimmung  der  hervorgebrachten  Verkürzungen 
genau  dieselben  Gesetze   und  Gleidhungen  gelten,   nach  welchen 
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im  vorigen  Falle  die  hervorgebrachten  Verlängerungen  zu  be- 
rechnen waren,  und  dass  bei  allen  Körpern  der  Elasticitätsmodulus 
für  Druckspannung  mit  dem  Elasticitätsmodulus  für  .Zugspannung 
gleiche  Grösse  hat.  Da  Verkürzungen  als  negative  Verlängerungen, 
und  Druckspannungen  als  negative  Zugspannungen  betrachtet 
werden  können,  so  folgt  hieraus,  dass  die  allgemeine  Gleichung 
598)  auch  für  negative  Werthe  von  Q  noch  ihre  Gültigkeit  be- 
hält. Der  Spannung  -f-  Q  entspricht  die  Verlängerung  -f-  **  UIU^ 
der  Spannung  —  Q  die  Verlängerung  — \. 

§116. 
Elasticitätsgrenzen  und  Festigkeitscoeffflcienten. 

Wenn  bei  dem  im  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Versuche  die  Belastung  der  Stange  über  eine  gewi**1 
Grenze  hinaus  gesteigert  wird,  so  entsteht  eine  Verlängerung, 
welche  beim  Aufhören  der  Spannung  nur  theilweise  wieder  ver- 
schwindet. Bei  noch  weiter  fortgesetzter  Steigerung  der  Be- 
lastung erreicht  die  Spannung  schliesslich  einen  zweiten  Grenz- 
werth,  bei  welchem  die  Widerstandsfähigkeit  des  Materials  ganz 
aufhört,  und  ein  Zerreissen  der  Stange  eintritt. 

Diejenige  Grenze  &,  bis  zu  welcher  die  Belastung  einer  Stange 
vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  eine 
bleibende  Verlängerung  hervorzubringen,  wird  die  Elasticitätsgrenze 
des  betreffenden  Materials  genannt. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  erwähnt  wurde.  Gilt 
diese  Grenze  zugleich  mit  derjenigen  Grenze  zusammen,  bi>  zu 
welcher  das  (in  Gleichung  598  enthaltene)  Elasticitätsgesetz  m>ch 
als  gültig  betrachtet  werden  darf. 

Diejenige  Grösse  p,  bis  zu  welcher  die  Belastung  einer  Stange 
vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  ein 
sofortiges  Zerreissen  zu  bewirken,  wird  der  Festigkertscoefficient  des 
betreffenden  Materials  genannt. 

Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  Quadratmillimeter  Querschnitt  erleid -t 
eine  bleibende  Verlängerung,  wenn  ihre  Belastung  die  Grösse  von  15  Kt! 
Oberschreitet ,  und  zerreisst  bei  einer  Belastung  von  40  Kil.  Für  Schmi»*«!- 
eisen  ist  daher  die  Elasticitätsgrenze  gleich  15  Kil.,  und  der  Festigkeithax  f- 
ticient  gleich  40  Kil.  zu  setzen. 

Wenn  die  Elasticitätsgrenze  Af  und  der  Festigkeitscoeffieient 

fi  des  Materials  aus  Versuchen  bekannt  sind,  so  findet  man  da*- 
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jenige  Gewicht  jP,  mit  welchem  eine  aus  diesem  Material  bestehende 
Stange  von  F  Quadratmillimetern  Querschnitt  höchstens  belastet 
werden  darf,  wenn  keine  bleibende  Verlängerung  hervorgebracht 
werden  soll,  aus  der  Gleichung: 

599)  P=S.F, 

und  dasjenige  Gewicht  Q,  welches  gerade  ausreichen  würde,  um 
ein  sofortiges  Zerreissen  der  Stange  zu  bewirken,  aus  der  Gleichung: 

600)  Q  =  ii.F. 

Der  in  Gleichung  599)  angegebene  Werth  bezeichnet  zugleich 
den  äussersten  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  bei  praktisch  ausge» 
führten  Constructionen  die  Belastung  jener  Stange  gesteigert  wer- 
den kann,  ohne  die  Sicherheit  der  Construction  zu  gefährden. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gewählte  schmiedeiserne  Stange 
von  400  Quadratmillimetern  Querschnitt  würde  höchstens  mit  dem  Gewichte 
P  =  15 .  400  =  6000  Kil.  heiastet  werden  dürfen,  wenn  die  £lasticitätsgrenze 
nicht  überschritten  werden  soll.  Das  zum  sofortigen  Zerreissen  dieser  Stange 
erforderliche  Gewicht  hat  die  Grösse  Q  =  40 .  400  =  16000  Kil.  Zur  Berech- 
nung der  hervorgebrachten  Verlängerung  würde  die  allgemeine  Gleichung  598) 
nur  solange  benutzt  werden  dürfen,  als  die  Belastung  die  Grösse  von  6000  Kil. 
nicht  überschreitet. 

Da  es  bei  praktisch  auszuführenden  Constructionen  in  der 
Regel  nicht  möglich  ist,  im  Voraus  alle  Umstände  gehörig  zu 
übersehen,  welche  auf  eine  Vergrösserung  der  Spannungen  in  den 
einzelnen  Constructionstheilen  (oder  auf  eine  Verminderung  ihrer 
Widerstandsfähigkeit)  demnächst  hinwirken  können,  so  pflegt  man 
statt  der  Grösse  S  einen  kleineren  Werth  —  je  nach  dem  Grade 

Sf  Sf  Sf 

der  verlangten  Sicherheit  nur   die  Grösse  -5-  oder  -^-,    -7-  •  •  • 

—  als  praktisch  zulässige  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der 
Querschnittsfläche  anzunehmen. 

So  z.  B.  wird  für  Schmiedeisen  statt  15  Kil.  in-  der  Regel  nur  eine 
Spannung  von  6  bis  8  Kil.  pro  Quadratmillimeter  als  zulässig  betraohtet.  Die 
oben  als  Beispiel  gewählte  Stange  von  400  Dmm  Querschnitt  würde  daher  bei 
praktisch  auszuführenden  Constructionen  nur  für  eine  Belastung  von  2400  bis 
9200  Kil.  als  hinreichend  stark  anzusehen  sein,  obwohl  dieselbe  schlimmsten 
Falk  noch  eine  Belastung  von  6000  Kil.  mit  Sicherheit  zu  tragen  im  Stande 
wäre  und  erst  bei  einer  Belastung  von  16000  Kil.  sofort  zerreissen  würde. 

Auf  ähnliche  Weise  ist  zu  verfahren  bei  der  Berechnung  der 
Tragfähigkeit  einer  Stange,  welche  einer  in  ihrer  Längenrichtung 
wirkenden  Druckkraft  —  statt  einer  Zugkraft  —  ausgesetzt  ist. 
Die   in   analoger  Weise    zu  definirenden   Elasticitätsgrenzen   und 
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Festigkeitscoefficienten  für  Druckspannungen  sind  durch  besondere 
Versuche  zu  ermitteln,  und  statt  derjenigen  Spannung,  welche 
der  Elasticitätsgrenze  entspricht  ist  alsdann  —  wie  beim  vorigen 
Falle  —  ein  nach  den  Umständen  zu  wählender  Bruchtheil  der- 
selben als  praktisch  zulässige  Druckspannung  anzunehmen. 

Bei  langen  dünnen  Stangen,  welche  durch  Druckkräfte  in 
ihrer  Längenrichtung  zusammengedrückt  werden,  ist  jedoch  ausser- 
dem noch  die  Möglichkeit  einer  gleichzeitig  erfolgenden  seitlichen 
Ausbiegung  ins  Auge  zu  fassen,  und  aus  diesem  Grunde  fiir  die 
praktisch  zulässige  Druckspannung  im  Allgemeinen  ein  kleinerer 
Werth  anzunehmen,  als  bei  kurzen  dicken  Stangen.  Speciellere 
Regeln  für  die  Berechnung  der  Widerstandsfähigkeit  langer  dünner 
Stangen  gegen  Druckkräfte  ergeben  sich  aus  der  später  folgenden 
„Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken." 

Allgemeine  Regeln  für  die  Bestimmung  der  bei  praktisch 
auszuführenden  Constructionen  als  zulässig  anzunehmenden  Zug- 
oder Druck- Spannung  lassen  sich  nicht  angeben.  Je  nach  der 
Qualität  der  verwendeten  Material-Sorte,  und  je  nach  dem  Grade 
der  Möglichkeit,  alle  Umstände,  welche  die  Sicherheit  der  Con- 
struction  gefährden  können,  entweder  ganz  auszuschliessen,  oder 
wenigstens  der  Berechnung  zu  unterziehen,  wird  eine  grössere 
oder  kleinere  Spannung  als  praktisch  zulässig  anzunehmen  sein. 
Den  oberen  Grenzwerth  dieser  zulässigen  Spannung  bildet  unter 
allen  Umständen  die  Elasticitätsgrenze  des  verwendeten  Materials. 

Da  für  den  Elasticitätsmodulus ,  die  Elasticitätsgrenze  und 
den  Festigkeitscoefficienten  auch  bei  den  verschiedenen  Sorten 
eines  und  desselben  Materials  sehr  verschiedene  Werthe  sich  er- 
geben, so  ist  es  nicht  möglich,  bestimmte  ein  für  alle  Male 
gültige  Zahlenwerthe  dieser  Grössen  für  jeden  ein/einen  KörjKT 
anzugeben.  Um  die  genaueren  Werthe  zu  ermitteln,  hat  mau  für 
jeden  speciellen  Fall  mit  der  zu  verwendenden  Material -Sorte 
specielle  Versuche  anzustellen.  Die  in  nachfolgender  Tabelle  (für 
das  Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  den  Millimeter  als  Längen 
einheit)  zusammengestellten  Zahlenwerthe,  von  denen  die  in 
Klammern  eingeschlosseneu  auf  Druckspannung  sich  beziehe, 
sind  daher  nur  als  ungefähre  Mittelwerthe  anzusehen,  welche  Ui 
vorläufigen  allgemeineren  Untersuchungen  solange  benutzt  werden 
können,  bis  eine  genauere  Keimtniss  der  verwendeten  Material- 
Sorte  gestattet,  die  in  den  speciellen  Fällen  etwa  uoch  erforder- 
lichen Correctionen  zu  bestimmen. 
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Elasticitäts-    ' 
modulus. 

Spannung  an 

der  P^laBticitäts- 

grenze. 

Festigkeits- 
coefficient. 

Stahl 

Kupferdraht   .• 

Zink 

Blei 

Süber 

Gold 

Platin 

Glas • .  .  . 

Holz 

Stein 

Mörtel.  .  . 

10000 

20000 

20000 

20000 

30000 

10000 

10000 

9500 

3500 

6500 

10000 

6000 

600 

6750 

7300 

8000 

16000 

7000 

1000 

700 

7,5          [15] 
15            [15] 
30 
25 
65 

3 
12 

5 

13 

3 

1 

11 
13 
27 

2    .       [1,8] 

• 

12          [70] 
40          [30] 
70 
80 
100 

25          T50] 
40 

4 

3 

12         [100] 
35 
25 

1,5 
20 
29 
27 
34 

3 

8            [5] 

5 

2,5 

[5] 
[0,6] 

[0,4] 

Capitel  XXI. 
Widerstand  gegen  Biegung. 

§  117. 
Spannungen  im  gebogenen  Balken. 

Wenn  man  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens  in 
horizontaler  Lage  einspannt,  und  das  andere  freie  Ende  desselben 
mit  einem  Gewichte  belastet,  so  wird  durch  diese  Belastung  eine 
Biegung  des  Balkens  hervorgebracht;  der  vorher  geradlinige  Bal- 
ken nimmt  eine  krummlinige  Form  an,  deren  convexe  Seite  nach 
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Fig.  470. 
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Fig.  471. 


oben  gerichtet  ist  (Fig.  470).  Betrachtet  man  den  Balken  als  ein 
Bündel  von  parallel  neben  einander  liegenden,  in  unverschieb- 
barer Lage  an  einander  befestig- 
ten Fasern,  so  findet  man,-  dass 
beim  Eintreten  dieser  Biegung 
die  oben  liegenden  Fasern  sich 
verlängern,  die  unten  liegenden 
sich  verkürzen  müssen.  Zwischen 
der  obersten  und  untersten  Fa- 
sernschicht muss  irgendwo  eine 
mittlere  Fasernschicht  sich  be- 
finden, welche,  weder  eine  Verlängerung  uoch  eine  Verkürzung  er- 
leidet; diese  mittlere  Fasern -Schicht  AB  (Fig.  471)  wird  die  neu- 
trale Faser  genannt. 

Die  Verlängerungen  der  obe- 
ren und  die  Verkürzungen  der 
unteren  Fasern  sind  um  so 
grösser,  je  weiter  die  Fasern  von 
der  neutralen  Faser  entfernt  lie- 
gen. Man  darf  annehmen,  dass 
die  einzehren  Querschnitts -Ebe- 
nen des  Balkens,  welche  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  recht- 
winkelig zur  geradlinigen  Achse  des  Balkens  standen,  annäherungs- 
weise auch  nach  eingetretener  Biegung  noch  ihre  ebene  Form  und 
ihre  rechtwinkelige  Lage  zu  der  nunmehr  gekrümmten  Achsenlinie 
des  Balkens  überall  beibehalten.  Die  beiden  sehr  nahe  bei  ein- 
ander liegenden  Querschnitts  -  Ebenen  AI  und  iV,  welche  vorher 
einander  parallel  waren,  nehmen  beim  Eintreten  der  Biegung  die 
gegen  einander  convergirenden  Lagen  CD  und  EF  an  (Fig.  472 1 
Die  zwischen  diesen  beiden  Querschnitts-Ebenen  liegenden  Fasern- 
Abschnitte  hatten  vor  dem  Eintreten  der  Biegung  sämmtlich  die 
gleiche  Länge  AIN.  Die  Längenänderungen,  welche  diesen  Fasern- 
Abschnitten  durch  die  Biegung  eilheilt  werden,  kann  mau  finden, 
indem  man  jene  ursprüngliche  Länge  A1N  von  der  einen  Ebene 
EF  aus  auf  den  Fasernrichtungen  abträgt,  oder  indem  man  durch 
einen  Punkt  eine  Ebeue  GH  legt,  welche  der  Ebene  2?.F  parallel  ist 
Die  zw  isehen  den  beiden  Ebenen  CD  und  G  H  liegenden  Tlieile 
stellen  die  Längenänderungen  der  einzelnen  Fasern -Abschnitt«* 
dar.    Nach  Fig.  472  ist: 
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Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,   dass  die  Längenände- 
rungen der   einzelnen   Fasern-Abschnitte  sich  verhalten  wie  ihre 

Abstände  von  der  neutralen  Fa- 


Fig.  472. 


O' 


ser,  und  da  nach  dem  Elastici- 
tätsgesetze  die  Spannung  der 
Längenänderung  proportional  ist, 
so  verhalten  sich  auch  die  Span- 
nungen der  einzelnen  Fasern- 
Abschnitte  wie  ihre  Abstände 
von  der  neutralen  Faser. 

Wenn  also  mit  *  die  Span- 
nung (pro  Quadratmillimeter  des 
Querschnitts)  für  die  im  Ab- 
stände u  von  der  Neutralen  be- 
findliche  Faser  LQ  bezeichnet 
wird  (Fig.  473),  und  mit  S  die 
Spannung  (pro  Quadratmillimeter 
des  Querschnitts)  für  die  im 
Abstände  w  befindliche  Faser 
EC,  so  ist: 


601)    -'-  = 


U 
10 


oder    s  =  S 


u 

w 


Um   die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen, 
hat  man  die  pro  Quadratmillimeter  ihrer  Querschnittsfläche  ge- 
fundene Spannung  zu 
«8.473.  Fig.  474.  multipliciren   mit  der 

E      °  Anzahl    der    Quadrat- 

millimeter, welche  ihre 
Querschnittsfläche  ent- 
lV  hält.  Denkt  man  sich 
die  ganze  Querschnitts- 
fläche des  Balkens 
zerlegt  in  unendlich 
M'hmale  parallel  zur  neutralen  Faserschicht  liegende  Streifen,  und 
Meht  mau  den  Flächeninhalt  /  des  in  der  Entfernung  u  von  der  Neu- 
tralen befindlichen  Streifens  als  Querschnitts-Fläche  jener  im  Ab- 
stände «  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Faseruschicht  an  (Fig. 474), 
w>  erhält  man  für  die  totale  Spaunung  derselben  die  Grösse: 
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602)    a./=fiJL/. 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zug- Spannung  (positive  Span- 
nung) auzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  oberhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  b.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck- Spannung 
(negative  Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  negativ  ist  Der  obige  Ausdruck  kann 
daher  (für  positive  sowohl,  als  für  negative  Werthe  von  «)  als 
allgemein  gültiger  Ausdruck  für  die  Spannung  irgend  einer  im  Ab- 
stände u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  betrachtet  werden. 
Wenn  man  sich  durch  eine  an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 
Querschnitts-Ebene  den  Balken  in  zwei  Theile  zerschnitten  denkt 
und  untersucht,  welche  Kräfte  zur  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes für  das  Stück  BN  an  der  Schnittfläche  des- 
selben angebracht  werden  müssten,  so  findet  man:  dass  zunächst 
an  der  Schnittstelle  jeder  einzelnen  Faser  eine  in  die  Läugen- 
richtung  derselben  fallende  Kraft  anzubringen  ist  von,  gleicher 
Grösse  mit  der  Spannung,  welche  vorher  in  der  Faser  an  die^r 
Stelle    vorhanden    war    (Fig.  475).     Diese  Spannungswiderstände 

der  einzelnen  Fasern  können, 
wenn  die  Biegung  —  wie  vor- 
ausgesetzt werden  soll  —  eine 
sehr  geringe  ist,  als  Horizontal- 
kräfte angesehen  werden.  Ausser- 
dem ist  an  der  Schnittfläche 
noch  eine  vertical  aufwärts  wir- 
kende Kraft  V  anzubringen,  d.i 
jene  Horizontalkräfte  für  sich 
allein  nicht  ausreichen  würdci:. 
um  der  vertical  abwärts  wirkcu- 
^  den  Kraft  K  das  Gleichgewicht 
zu  halten.  Diese  Kraft  V  dar! 
—  bei  der  vorausgesetzten  geringen  Abweichung  der  Schnittflät •!/• 
von  der  Vorticalebene  -  als  eine  längs  der  TrennungbtUii-he  ab- 
wärts wirkende  Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  rin«r 
Verschiebung  des  Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegenwirkt, 
und  wird  der  Widerstund  gegeu  Abscheerung  genannt.  Da  dir 
Kräfte  V  und  K  die  einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  d^ 
Stück  BN  wirken,  so  ist  nach  den  allgemeinen  tileickgewüht«- 
bediuguugen : 
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603)     V=  K. 

In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungs- 
widerständen der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen 
Abscheerung  thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  (K)> 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Ver- 
schiebung längs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkräfte,  welche  auf  das  Stück  BN 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände,  der  einzelnen  Fasern. 
Oberhalb  der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach 
links,  unterhalb  derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische 
Summe  dieser  Horizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach 
Gleichung  602)  ist  also: 

8 


604)    z(-£-«/)=0. 


Wenn  man  die  Grösse  —  als  jgemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

605)    2(/«)  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Momenten-Summe  sämmt- 
licher  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  474)  in  Bezug 
auf  den  in  der  neutralen  Fasernschicht  liegenden  Horizontal- 
Uurchmesser  NN,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich 
Null  ist.  Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kann  statt  dieser 
Momenten-Summe  auch  das  Product  aus  der  ganzen  Querschnitts- 
däche  in  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  ge- 
setzt werden,  und  da  dieses  Product  gleich  Null  ist,  so  folgt 
hieraus,  dass  der  Schwerpunkt  der  Querschnittsfläche  in  der  neu- 
tralen Achse  NN  selbst  liegt.  Durch  Gleichung  604)  wird  also 
die  Lage  der  neutralen  Achse  bestimmt;  diese  Gleichung  drückt 
aus:  dass  die  neutrale  Fasernschicht  diejenige  ist,  welche  durch  die 
Schwerpunkte  sämmtlicher  Querschnittsflächen  hindurchgeht. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  erfordern  ausser- 
dem noch:  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  das  Stück  BN  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Achse  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  475  rechtwin- 
kelig zur  Bildfläche  stehende  neutrale  Achse  N  gleich  Null  ist. 
Es  muss  also  das  statische  Moment  der  Kraft  K,  welche  für  sich 
allein  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  Drehung  hervorbringen 
wurde,   gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller   Span- 


492  Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXI.    §  117. 

nungswidertände  sein,  deren  jeder  für  sich  allein  eine  von  rechts 
nach  links  gerichtete  Drehung  um  die  Achse  hervorbringen  würde. 
Das  statische  Moment  des  Spanuungswiderstandes  der  im  Ab- 
stände u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  ist  gleich  -  —  .u: 
folglich  ist: 

606)  2(~  .  u)  =  K.x, 

oder  in  Worten  ausgedrückt:  das  Widerstandsmoment  der  Fatern- 
spannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  biegenden  Kraft. 

Die  Grösse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  den. 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Sum- 
mationszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

607)  -J-  2  (/«»)  =  Kx. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  2  (/«2)  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  aus  den  einzelnen  Flächen theilchen  der  Querschnittstiätti« 
in  die  Quadrate   ihrer  Abstände   von  der  neutralen  Achse,  o<I»r 

das  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  in  Bezug  auf  den  hori- 
zontalen Schwerpunktsdurchmesser  derselben.  Wenn  man  dii>e> 
Trägheitsmoment  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Gleichum 
die  einfachere  Form  an: 

608)  -~  X  =  Kx. 

Für  den  Fall,  dass  ausser  der  Kraft  K  noch  andere  Vertu*.«  1- 
kräfte  auf  das  Stück  BN  wirken,  würde  man  statt  Kx  d>- 
Summe  der  statischen  Momente  aller  dieser  biegenden  Kraft*'  zu 
setzen  haben.  Wenn  man  also  allgemein  mit  SR  die  Moment*  n- 
Summe  der  biegenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achs* 
des  Querschnitts  bezeichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichim: 
die  noch  einfachere  und  allgemeinere  Form  geben: 

609)  ~-  %  =  2». 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
tralen befindliche  Faser,  also  -  wenn  man,  wie  hier  voraus- 
setzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten  ">" 
der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich  du» 
stärkste  Spannung  (pro  ü""»),  welche  in  der  ganzen  QuerM-hui'^- 
iläche  vorkommt.     Die  obige  Gleichung  kann  daher  in  der  Form 


Trägheitsmomente  der  Querschaittsflächen. 
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610)     S  = 


w 


a» 


benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  #u  berechnen,  sobald  die  drei  Grössen  w,  %  und  ÜW  ge- 
geben sind.  Diese  Spannung  ist  eine  Zugspannung,  wenn  die 
Crossen  w  und  2R  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind,  eine 
Druckspannung  dagegen,  wenn  von  den  beiden  Grössen  w  und  SSI 
die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 


§  118. 
Trägheitsmomente  der  Qoerschnittsflächeiu 

Wenn  man  bei  den  in  §  95  ausgeführten  Berechnungen  der 
Trägheitsmomente  ebener  Platten  statt  der  Massentheilchen  die 
Flächentheilchen  mit  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von  der  Achse 
multiplicirt,  so  erhält  man  statt  des  Trägheitsmomentes  der  Platte 
das  Trägheitsmoment  einer  ebenen  Fläche  von  gleicher  Form. 
Es  ist  daher  nur  nöthig,  den  Factor  y,  welcher  die  auf  der 
Flächen-Einheit  enthaltene  Masse  bezeichnete,  in  den  dort  ge- 
fundenen Ausdrücken  fortzulassen,  um  die  gesuchten  Trägheits- 
momente der  Flächen  zu  erhalten.  Wenn  das  Trägheitsmoment 
der  Platte  mit  T,  und  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  mit  % 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

T 
Hiernach   ergiebt   sich   z.  B.    für  das   Trägheitsmoment    der 
rechteckigen  Querschnittsfläche  (Fig.  4tt)  in  Bezug  auf  den  hori- 
zontalen  Schwerpunktsdurchmesser   des  Rechtecks  aus  Gleichung 
485)  der  Werth: 

6,1>  .*-■£-•    ... 

Die  in  Fig.  476  dargestellte  Querschnittsfläche  kann  als  Diffe- 
renz der  beiden  Rechteck- 
flächen BH  und  bh  ange- 
sehen werden;  das  Träg- 
heitsmoment einer  solchen 
Querschnittsfläche  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Schwer- 
punktsdurchmesser ist  also: 

bU)    %  = -. 
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Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  die  in  Fig.  477  dargestellt.' 
Qu  ersehn  itteform.      Auf   ähnliche    Weise    können    die    Trägheits- 
momente anderer  Querschnittsflächen,  weh  he 
auf  die  Grundform  des  Rechtecks  sich  zu- 
1  *    rückführen  lassen,  bestimmt  werden.  sotuU 

dieselben  symmetrisch  in  Bezug  auf  den 
"*  horizontalen  Schwerpunktsdorchmesser  ct- 
formt  sind.  So  z.  ß.  erhält  man  für  dj> 
Trägheitsmoment  der  in  Fig.  478  dann* 
stellten  Querschnittsfläche,  welche  als  Sumiu- 
zweier  Rechteckflächen  betrachtet  werden 
kann,  den  Werth: 

613)  !_•£.+  •£!, 

und  für  das   (las  Trägheitsmoment  der  in  Fig.  479   dargestellter. 
Quer schnittsfläche  ergiebt  sich  der  Werth: 

c.iS     ~         BH3         bh3  6.  V 

614)  %=   -12 f3- ft-. 

Bei  unsymmetrischen  Formen  ist  zuvor  die  Lage  des  horizon- 
talen Schwerpunktsdurchmessers  zu  bestimmen.    Nach  den  in  §  44 


gefundenen  Regeln  erhält  man  z.  B.   in   Bezug  auf  Fig.  480  üv 
Gleichungen : 

bthlxl  —  bJhixJ     und     xt  +a-a  =  J  (A,  -J-  A,). 
aus  denen  für  x,   und  a^  die  Wertho  sich  ergeben: 

i  6»  h,  (h,+hi)  „  16|*,  (*!+*,( 

X'  =       .t,  A,  4  6,  A,  X*  b,  k,    )   /.,  h,   ' 

Für  die  Trägheitsmomente  1,   und  X2    der  beiden  einiflmn 
Rechtecke  in  Bezug  auf  den  horizontalen  Seh werpuiiktsdurt' Innrer 
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der  ganzen  Fläche  erhält  man  alsdann  durch  Anwendung  des  in 
Gleichung  483)  enthaltenen  Satzes  die  Gleichungen: 

%x  =  -Li  +  b,  hx  **    und    z2  =  -^  +  b2  h2  x\, 

worauf  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Fläche  zu  bestimmen  ist 
aus  der  Gleichung: 

SC  =  5C1  -f—  Z2. 

Das  Trägheitsmoment  einer  kreisförmigen  Querschnittsfläche 
(Fig.  415)  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  derselben  ist  nach 
Gleichung  488): 

fu.  481.  615)    *  =  -i-*4 

/^S§lli^  oder,   wenn  mit  D  der  Durchmesser  des 

i    /^^T@m  Kreises  bezeichnet  wird: 

.{.:..■!  ...§...:  Wk    d  D  v  - 

616)    Z  =  ~D*. 

Die  Ringfläche  (Fig.  481)  k&nn  als  Diffe- 
renz zweier  Kreisflächen  von  den   Durch- 
messern D  und  d  angesehen  werden.     Das  Trägheitsmoment  der- 
selben ist  also: 

617)  Z  =  £  (jD4  _d4). 

§  119. 
Berechnung  der  Maximal -Spannung. 

Aus  Gleichung  608)  ergiebt  sich,  dass  die  grösste  in  einem 
Querschnitte  vorkommende  Spannung  an  den  verschiedenen  Stellen 
des  Balkens  verschiedene  Grössen  hat;  denn  die  Grösse  S  hängt 
ab  von  dem  Momente  der  biegenden  Kraft  und  wir4  am  grössten 
da,  wo  der  Hebelarm  x  seinen  grössten  Werth  annimmt,  d.  h.  in 
demjenigen  Querschnitte,  welcher  mit  der  Befestigungsstelle  zu- 
sammenfällt.   Setzt  man  x  =  l,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

618)  ~Z  =  Kl, 

in  welcher  die  Grösse   S  nunmehr   die   grösste    in    dem   ganzen 
Balken  überhaupt  vorkommende  Spannung  bezeichnet. 

Für  einen  Balken  von  rechteckigem  Querschnitte  (Fig.  482) 

ist  tc  =  —  und  nach  Gleichung  611)  Z  =  -^-  zu  setzen,  nimmt 

also  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 


-^  -- 1 rt-i  Dieser  Werth   ist  nnalihinpc 

I-     jA       von  der  Beschaffenheit  des  Mi- 
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tilg)    i^.  =  Kl 

Wenn  man  z.  B.  K=  125  Kil.,  /=  800""»,  6  =  S0—\  A  =  Kür-  wi. 
erhält   man   für   die   grüsste   in   dem  Balken   vorkommende  Spannung  An 

Werth: 
m  Fl8'  4BB'  c_  ,;ff'        6.18S.800        ,  ..n 

Ä~  w"-  ao:ioo*  =  JKl1 

r> 

teriala.     Bei   einer   Vergleichet 

desselben    mit   der   für  das  k- 

•*  *K  treffende  Material  als  zulässig  m 

betrachtenden    Spannung    find«! 

man   alsdann :   ob   die  Widerstandsfähigkeit   des  Balkens   der  biegenden  Krjft 

gegenüber  eine  hinreichende  Grösse  hat,  oder  umgekehrt:  wie  gross  die  l*tn*t* 

höchstens  sein   darf,   wenn  jene  Grcnie  nicht  überschritten  werden  soll.    So 

z.  B.  wurde  man  für  einen  sc  hm  ied  eisernen  Balken  von  den  oben  angenommen  i 

Dimensionen  finden,  dass  die  Kraft  K  bis  auf  das  Doppelte  (also   bis  »df 

250  Kil.)  vergrössert  werden  kann,  ohne  dass  die  (für  Schmiede iten)  als  pr*i 

tisch  zulässig  anzunehmende  Spannung  von  b'  Kil.  pro  □""  überschritten  wird. 

Wenn    die    biegend«   Kraft    und    die   Grosse    der    sulässipei 

Spannung  gegeben   sind,   ao  kann   die  allgemeine  Gleichung  HI* 

aucli  zur  Berechnung   dqr   erforderlichen  Querschnittsdimensi<m<-ii 

benutzt  werden. 

Kür  einen  Balken  von  kreisförmigem  Querschnitte   (Fig.  4831 
Flg.  483.  ißt  w  —  «■  un<5  nach  Gleichung  6h> 

%  =-£-<!*  zu  setzen;    n«ui  erhält 
also  nach  Gleichung  618): 
620)     Jj '-i>  =  Kl. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man 
die    Grösse    d    als     erforderlichen 
Durchmesser  des  cylindrischen  Balkens  berechnen. 

Setzt  man  ?..  B.  I  =  1,5  d,  K  =  1000  Kil.  und  als  praktisch  inlissi«« 
Spannung  (für  Gusseisen)  S  =  3  KU.,  so  erhalt  man : 


o 


■t/i».  K  _  |/48  .  1000  _  _ 
=  V    S'.-k    —   V  8.8,14'  ~71 


Auf  diese  Weise  würde  der  erforderliche  Durchmesser  eines  WfHr»- 
Zapfens  zu  bereebnen  sein,  wenn  man  (der  grösseren  Sicherheit  wegen*  m 
nimmt,  dass  der  Gegendruck  des  Zapfenlagers  an  dem  äusseren  Knd>  il« 
Zapfens  seinen  Angriffspunkt  hat  (was  bei  ungenauer  Bearbeitung  de-  Zapfen- 
lagers vorkommen  kann}. 


Berechnung  der  Maximal  •'Spannung. 


497 


Fig.  484. 


*4 


L. 


*4 


Die  grösste  Spannung  in  einem  an  beiden  Endpunkten  unter- 
stützten Balken  AB,,  der  an  irgend  einem  Zwischenpunkte  A  mit 
einem  Gewichte  Q  belastet  ist  (Fig.  484);  kann   ebenfalls  nach 

Gleichung  618)  berechnet  wer- 
den, wenn  mit  K  der  Gegen- 
druck des  einen  Stützpunktes, 
und  mit  l  die  Entfernung  des- 
selben von  dem  Belastungs- 
punkte bezeichnet  wird.  Denkt 
man  sich  den  Theil  ABX  in 
eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  findet  man.  dass  der  Theil  AB  in  demselben  Biegungszustande 
sich  befindet,  wie  der  in  Fig.  482  dargestellte  Balken  —  nur  mit 
dem  unterschiede,  dass  die  biegende  Kraft  hier  nach  oben  wirkt, 
and  in  Folge  dessen  die  grösste  Zugspannung  in  der  unteren  Faser 
stattfindet.  Wenn  man  für  den  Gegendruck  K  alsdann  den  aus 
der  Gleichung  des  Hebels:  K(l-\-lt)  =  Qlt  sich  ergebenden 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung:  ' 

621)    JL%=<&±m 

(Da  K ,  lx  =  Kl  ist,  so  gelangt  man  zu  eben  derselben  Gleichung, 
wenn  .man  die  in  dem  Theile  ABX  stattfindende  grösste  Span- 
nung aufsucht.) 

Wenn  die  Belastung  eines  an  beiden  Endpunkten  unterstütz- 
ten Balkens  gleichförmig  über  seine  Länge  L  vertheilt  ist,  und 
mit  p  die  auf  jeder  Längeneinheit  enthaltene  Belastung  bezeichnet 

wird,  so  ist  K  =  p-  -  der  Gegendruck  jedes  der  beiden  Stute- 

punkte,   und  px  die  Belastung   des  Theils   BM  =  x  (Fig.  486). 

Denkt  man  sich  den  Theil  A  M 
Fig.  485.  in    eine    feste    Wand    einge- 

schlossen, so  findet  man,  dass 
der  aus  der  Wand  hervor- 
ragende Theil  BM  angesehen 
werden  kann  als  ein  Balken, 
der  unter  Einwirkung  zweier 
biegenden  Kräfte  sich  befindet, 
nämlich  der  aufwärts  biegen- 
den Kraft  K  und  der  abwärts  biegenden  Kraft  px.  Die  in  dem 
Querschnitte  M  hervorgebrachten  Biegungsspannungen  entsprechen 


K.pl 


, L-x  \       x 


A 


j 


X 


a 


'/ 


px 


B 


/ 
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also  der  Differenz  der  statischen  Momente  dieser  beiden  Kräfte 
und  in  der  allgemeinen  Gleichung  609)  ist  fiir  die  Grösse  9K  in 
diesem  Falle  der  Werth  zu  Substituten: 

2ß  =  Kx  —  Vx\  =  P~ö~  •  x  —  ~£~ ' 

Für  die  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Endpunkte 
stattfindende  grösste  Spannung  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

622)  JLz  =  JLx(L-x). 

Das  Product   der  beiden  Abschnitte   x  und  L — x  wird  am 

grössten,  wenn  x  =  L  —  sc  =  —  gesetzt  wird.      Die  grösste  in 

dem  Balken  Überhaupt  vorkommende  Spannung  findet  also  in  der 
Mitte  des  Balkens  statt  und  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

623)  -§■*  =  *¥• 

Das  eigene  Gewicht  eines  prismatischen  Balkens  bildet  ein»1 
gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte  Belastung.  Wenn 
mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters,  und  mit  F  die  Qiu-i- 
schnittsfläche  des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Gewicht 
eines  Theiles  von  1  Millimeter  Länge: 

p  =  f.F.l. 

Die  grösste  Biegungsspannung,   welche  durch  das  eigene  Ge- 
•  wicht  .des  Balkens  in  demselben  hervorgebracht  wird,  ergiebt  sich 
also  aus  der  Gleichung:. 

624)  -^1  =  ?^ 

'       w  8 

Für  einen  parallelepipedischen  Balken  von  der  Höhe  h  und  der  Breiu*  b 
nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

^t-itje.  -  * -{(■?)(>-). 

Die   Länge,  bei  welcher  der  Balken  noch  im  Stande  ist,  sein  eu'«'«^ 

Gewicht  zu   tragen,    wird    also    bedingt:    einerseits    durch    den    Quotienten 

S 

— ,  welcher  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  dw<i 

den  Quotienten  -=.-  oder  das  Verhältniss  der  Höhe  zur  Länge.   Für  SohmioJ- 

eisen  ist  7  =  0Kn,000 007 7  zu  setzen,  und  wenn  man  als  zulässige  Spuimiiu. 
£  — BKil.  annimmt,  so  erhält  man  für  einen  Balken,  dessen  Höhe  ich*11*' 
dem  zehnten  Theile  der  Länge  ist,  als  zulässige  Länge: 

L  =  \  •  ÜJÖ06«I7  7  "  i  =  m  **"  =  103'9  Meter* 
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Für  einen  Balken  von  der  in  Fig.  476  dargestellten  Querschnittsform  wäre 
I  = r^ ,  «7=-g-,  F  =  B  H  —  b  h  zu  setzen ,  und  die  zu- 
lässige Länge  aus  der  Gleichung : 

BH*—  bh* 


( 


st- 


eil 


\  =  l(BH—bh) 


L\ 

~8 


oder 


i  —  -; 


bh* 


r  _  4    (  S\  (H\  BH 


BH^_ 

bh 

BH 


Setzt  man  beispielsweise  -=r  =  —  =  0,9,  so  erhält  man: 

IS  H 


»-{(fK-f)* 


Dem  hohlen  Balken  würde  also  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine 
1,81  mal  so  grosse  Länge  gegeben  werden  dürfen  als  dem  massiven  Balken. 

Setzt   man  \  L  =  l  und   l  —  x  —  z  in  der  oben  für  2R  ge- 
fundenen Gleichung,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

625)  Wt=P(^r-ei). 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  das  dem  Wertho  z  =  0 
Hitsprechende  grösste  Biegungsmoment  die  Grösse:    . 

626)  SK0  =  ^-, 

und  wenn  man   die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  dividirt, 
**  erhält  man  die  Gleichung: 

627)  #-  =  1-    '' 


Fig.  486. 


Die  graphische  Darstellung   des  Gesetzes,   nach  welchem  2W 
mit  z  sich  ändert,  führt  zu  einer  Parabel,  deren  grösste  Ordinate 

72 

in  der  Mitte  das  Maximalmoment  ^-   darstellt   (Fig.  486).     Da 

die  grössten  Biegungsspan- 
nungen in  den  verschiedenen 
Querschnitten  sich  verhalten 
wie  die  Grössen  der  daselbst 
stattfindenden  Biegungsmo- 
mente, &o  führt  die  gra- 
phische Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Grösse  S  mit 
z  sich  ändert,  ebenfalls  zu  einer  solchen  Parabel,  und  zwar  würde 

die  Pfeilhöhe  dieser  letzteren  die  Grösse  S0  =  -=- .  ÜK0  erhalten. 


•j^l'H-«! 


i:  <  .1 


3PMF 
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§  120. 

Träger  von  gleichem  Widerstände. 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  610)  ist  zu  ersehen,  dass  die 
grösste  in  einem  bestimmten  Querschnitte  vorkommende  Spannung 

S  dem  Producte  der  beiden  Grössen  2R  und  -*-  gleich  ist.  al>o 

einerseits  von  dem  Momente  der  biegenden  Kraft,  anderersciN 
von  der  Querschnittsform  an  der  betreffenden  Stelle  des  Balken 
abhängt.     Man  kann  dem  Balken  eine  solche  Form  geben,  da^ 

das  Product  der  beiden  Grössen  2Ä  und  -!?-  für  alle  Stellen  de> 

Balkens  gleiche  Werthe  annimmt.  In  diesem  Falle  wird  du 
grösste  Spannung  ebenfalls  in  allen  Querschnittsflächen  gleicht* 
Werthe  erhalten,  und  der  Balken  wird  alsdann  ein  „Träger  von 

Am 

gleichem  Widerstände"   genannt.    Wenn   also   mit  ÜWj  und  -^ 

resp.   die  Werthe  bezeichnet  werden,   welche   die  veränderlichen 

Grössen  501  und  -&-  an  einer  bestimmten  willkürlich  zu  wählenden 

Stelle  des  Balkens  annehmen,  so  ergiebt  sich  als  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung für  einen  Träger  von  gleichem  Widerstand»* 
die  Gleichung: 


628)  m 


=  ».  %. 


m 

'2- 
'/•■ 

i 


Für  den  in  Fig.  487  dargestellten  Fall  kann  2W,  =  Kl  und 

SM  =  K x  gesetzt  werden,  nimmt  aN  • 
die   obige  Gleichung  die  Form  an 


Flg.  487. 


M 


629) 


xic  lwx 


K 


Wenn  der  Balken  überall  eiiif» 
kreisförmigen  Querschnitt  erhalten 
soll,    so  ist   nach   der   in  Fig.  4J7 

gewählten   Bezeichnung  w  =  p,  I- jp^    tc,=r,  X  —  ^  r1 

zu  setzen,  und  man  erhält  die  Gleichung: 

630)    £.=  -J-, 

aus   welcher   für  jeden   beliebigen  Werth   von  x  der  zugehörig«1 
Werth  von  p   berechnet  werden  kann,    sobald  die  Grosse  r  iu«1i 
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den  im  vorigen  Paragraphen   gefundenen  Regeln  zuvor  bestimmt 
worden  ist  (aus  der  Gleichung  S  -?-r8  =  Kl). 

Für   rechteckige    Querschnittsformen    ist   nach  Fig.  488  zu 


setzen:    v)=* 


u 


Z  = 


Fig.  488. 


zu* 
12 


w 


9.    >       *!    


'4 


^ 


u 

I 


?4. 


u 


I 


i 


9     ~i i2~ '       und 

die  Gleichung  629) 
nimmt  nach  Substitu- 
tion dieser  Werthe  die 
Form  an: 

l 


631) 


X 


z 


*K 


Fig.  489.  ^ 


«u1  bh2  ' 

Setzt    man    hierin 
z  =  6 ,   so  erhält  man 
für  einen  Träger  von 
instanter  Breite  (Fig.  489  als  Aufriss  und  Fig.  490  als  Grund- 

riss)  die  Gleichung: 

632)    £  =  -f, 

aus  welcher  für  jeden  Werth 
von  x  die  zugehörige  Höhe 
yK  des  Balkens  bestimmt  wer- 
den kann.  Die  Begrenzungs- 
linie des  verticalen  Längen- 
Durchschnitts  ist  in  diesem 
Falle  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  B  mit  dem 
Angriffspunkte  der  Kraft  K  zusammenfällt. 

Setzt  man  u  =  h  in  Gleichung  631)  so  erhält  man  für  einen 

Träger  von  constanter  Höhe 

l 

Fig.  491. 


Fig.  490. 


Fig.  492.        h 


(Fig.  491  als  Aufriss  und 
Fig.  492  als  Grundriss)  die 
Gleichung : 

+tf  633)    -f  =  -jp 

aus    welcher    sich    ergiebt, 
____  B     dass  der  Balken  in  diesem 

j-— -       ""  Falle  eine  dreieckige  Grund- 

rissform erhält. 

Der  Querschnitt  an  der  Befestigungsstelle  ist  in  beiden  Fällen 
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nach   den   im    vorigen   Paragraphen  gefundenen    Regeln   zu  lx?- 
reqhnen  (aus  der  Gleichung  A-ß—  =  Kl). 

Für    den   an   beiden   Endpunkten    unterstützten    mit   gleich- 
förmig über  die  Länge  vertheilter  Belastung  versehenen  Balken 

(Fig.  493)  ist  nach  Gleichung  623)  ü»1  =Jt~  und  nach  Gl«- 

Fig.  493. 


x/ , X 

a  a 


u 


J& 


chung  622)  ÜR  =  -*-  x  (L  -  *) 

zu  setzen.  Nach  Substitution 
dieser  Werthe  nimmt  die  allge- 
meine Gleichung  628)  die  Form  an: 

634)    «(Z-.)--«*  «;. 

Wenn  der  Balken  eine  rechteckige  Querschnittsform  von  der 
constanten   Breite   z  =  b  erhalten   soll,    so   ist  (nach   Fig.  493' 
w  6  i    «7t  6 


und 


*i 


=  , ,«    zu  setzen ,  und  man  erhält  die  Glei- 

0  n* 


%  bu2 

chung: 

635)  ;'-  = 4* {LL~ x) , 

aus  welcher  sich   ergiebt,  dass  der  verticale  Längenduivhsolniitt 
in  diesem  Falle  von  einer  Ellipse  begrenzt  ist. 

Wenn  an  dem  freien  Ende  eines  in  horizontaler  Lage  am 
anderen  Endpunkte  befestigten  Balkens  ein  Kräftepaar  vom  Mo- 
mente ÜK  =  Kl  wirkt,  so  hat  für  alle  Stellen  dieses  Balkens  da* 
Moment  der  biegenden  Kraft  die  constante  Grösse  2W  =  Kl  urM 
als  Körper  von  gleichem  Widerstände  muss  der  Balken  in  dies m 
Falle  eine  prismatische  Form  erhalten.  Bei  dem  in  Fig.  494  dar- 
gestellten Falle  würde  daher  d».m 
K  Thcile^C  eine  prismatische  Fora: 

zu  geben  sein,  während  der  Tim! 
I     ß     AB  einen  nach  Gleichung 62t* -  /« 
bestimmenden  veränderlichen  Quer- 
schnitt, z.  B.  bei  constanter  Breit« 
K    ein  parabolisches  Profil  (oder  In: 
constanter    Höhe    eine    dreieckig 
Grundrissform)  erhalten  würde. 

Die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Resultate  bedürfen  insofern  n<"  << 
einer  Correction,  als  auf  den  erforderlichen  Widerstand  gegen  Abscherr.:- * 
((ileiehung  G0.'J)    bei    diesen  Rechnungen   keine  Rücksicht   genommen  »ur-if 
Mit  Berücksichtigung  desselben  findet  man,   dass  in  allen  diesen  Fallen  u«r 


Pig.  494. 


C 


Elastische  Linie. 
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Querschnitt  des  Balkens  nach  dem  Endpunkte  hin  nicht  bis  auf  die  Grösse 
Null  abnehmen  darf,  sondern  nur  bis  zu  derjenigen  Grösse,  welche  aus  der 
„Theorie  des  Widerstandes  gegen  AbscheerungM  später  sich  ergeben  wird. 


§  121. 

Elastische  Linie. 

Die  krumme  Linie  AB  (Fig.  472),  nach  welcher  die  neutrale 
Faser  eines  gebogenen  Balkens  gekrümmt  ist,  wird  die  „elastische 
Linie"  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogenstück  MN  dieser 
elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen  werden, 
dessen  Mittelpunkt  O  mit  dem  Convergenzpunkte  der  beiden 
Normalen  CD  und  EF.  zusammenfallt,  und  dessen  Halbmesser 
0N=p  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  für 
diese  Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
CGM  und  MNO  ergiebt  sich  die  Proportion: 

aw\      CG   —   MG 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verlängerungs- 
verhältniss  derjenigen  Faser,  deren  Spannung  (pro  Quadratmilli- 
meter) mit  S  bezeichnet  wurde,  also  (nach  Gleichung  595)  gleich 


Fig.  495. 


Wenn  man  ferner  MG=w 


M 


E' 

und  ON=p  setzt,  so  erhält 

man  die  Gleichung: 

A  —  Jü 

E  ~~    p 

S         E 


637)    4  = 


oder 


w 


P 


Nach  Substitution    dieses 
Werthes  für  den  Quotienten 

—  nimmt  die  allgemeine  Glei- 
te ° 

chung  609)  die  Form  an: 

E% 


638) 


p 


=  SK. 


o 


Aus  dieser  Gleichung  er- 
giebt sich  für  den  Krümmungs- 
halbmesser des  unendlich  klei- 


nen   Bogenstückes   MN   der 
elastischen  Linie  AB  (Fig.  495)  der  Werth: 
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pOQN  JS%     E% 

»w)  p  —  -«      k(i-xv 

Bei  der  vorausgesetzten  geringen  Grösse  der  Durchbiegung 
kann  in  der  Gleichung: 

JTat              ^              ^# 
MN  —  p  9    oder    <p  = 

statt  des  Bogens  AfN  auch  die  Horizontalprojection  desselten 
MP=A  gesetzt  werden,  und  wenn  man  ausserdem  darin  den 
für  p  gefundenen  Werfch  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

*    .    «°>  ?=-V*-- 

Denkt  map  sich  die  Horizontalprojection  AQ  =  x  des  ganzen 
Bogens  AM  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt  und  in 
der  obigen  Gleichung  statt  x  der  Reihe  nach  die  einzelnen  Viel- 
fachen von  A  substituirt,  so  erhält  man  durch  Summation  aller 
der  auf  solche  Weise  für  die  zugehörigen  unendlich  kleinen  Winkel- 
grössen  gebildeten  Ausdrücke  die  Gleichung: 

641)    2  (?)  =  2  ( -*-(^A).  *) 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Winkelsumme  ist  gleich 
dem  Winkel  w,  welchen  der  Krümmungshalbmesser  OM  mit  der 
Verticalen  (oder  die  elastische  Linie  an  der  Stelle  M  mit  der 
Horizontalen)    einschliesst.     In  dem  Ausdrucke  auf   der  rechten 

Seite  ist  die  Grösse  -=r   (bei    der   vorausgesetzten    prismatischen 

Form  des  Balkens)  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  den» 
Summation6zeichen  vereinigten  Glieder.  Man  erhält  also  die 
Gleichung : 

642)    *  =  -/j.  v  [</  -  x)  A]  =  £%[l  1  (A)  -  1  l*H 

Hiorin  ist  2(&)=>x  und  (uach  §  95)  ü  (*•  1)  =  ^  /« 
setzen,  also  ist: 

643)    m  =  -£t  (^--^)- 


*)    Nach    der   Bezeichnungsweise    der   Integral  -  Rechnung  würde  «Ik- 
Gleichung  die  Form  erhalten: 


/  '/        K 

I    dm^    I      E%   (/   .x)d'- 

*/    0  J    0 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x  =  Z,  so  erhält  man  für  den 
Winkel  a,  welchen  die  elastische  Linie  an  dem  Endpunkte  B  mit 
der  Horizontalen  einschliesst,  die  Gleichung: 

oaa\       —    %lL 

In  dem  unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreieck  MNP  ist 
die  verticale  Kathete  e  =  A  tg  cd  ,  oder  —  da  wegen  vorausge- 
setzter geringer  Grösse  der  Durchbiegung  statt  tg  u>  auch  die 
Winkelzahl  tu  selbst  gesetzt  werden  kann  — : 

645)  e  ?=  tu  .  A. 

Wenn  man  hierin  für  cd  den  in  Gleichung  643)  gefundenen 
WTerth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

646)  *  •  = -£  (I— ■£)  * 

Denkt  man  sich  wiederum  die  Horizontalprojection  A  Q  des 
Rogens  AM  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt,  so  kann' 
man  die  zu  jedem  dieser  Theile  gehörige  Verticalprojection  des 
betreffenden  Bögentheiles  mittelst  der  obigen  allgemeinen  Gleichung 
bestimmen,  indem  man  jedes  Mal  den  zugehörigen  Werth  von  x 
substituirt ,  und  man  erhält  durch .  Summation  aller  auf  solche 
Weise  gefundenen  Gleichungen: 

647)  l(t)  =  -£%[l2(x*)-tl(x>A)}.*) 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Grösse  ist  als  Summe  der 
V  erticalprojectionen  aller  Theile  des  Bogens  AM  gleich  y  zu  setzen; 

ferner  ist  (nach  §  95)  I  (xA)  =  *'  und  1  (x-2A)  =  -**-;  man  er- 
hält  also  die  Gleichung: 

ÜAQ\  K      (Ix1  X3\ 

Für  x  =  l  wird  y  =  «,  die  Senkung  des  Endpunktes  B 
ist  also: 


*)   Nach    der    Bczeichnungweise    der   integral  -  Rechnung    würde    diese 
Gleichung  die  Form  erhalten: 


/ 


diJ==~E%    V   '     X^X~  2         x7dx 

0  *    •'O  •'O 
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Wenn   der   Balken    an   der  Befestigungsstelle  —  anstatt  in 
horizontaler  Lage  —  in   einer   um  den  sehr  kleinen   Winkel  « 
nach  unten  hin  von  der  Horizontalen   abweichenden  Lage  einge- 
spannt ist  (Fig.  496),  so  kann   der  Neigungswinkel  a  am  End- 
punkte B  angesehen  werden  als 
Fig.  496.  zusammengesetzt  aus  zwei  Hei- 

len: der  eine  Theil  ist  derjenige 
Neigungswinkel ,  um  welchen 
ohne  das  Vorhandensein  einer 
Durchbiegung  die  Achse  des  Bal- 
kens bei  B  von  der  Horizontalt  a 
abweichen  würde,  also  gleich  ©; 
der  andere  von  der  Durchbiegung 
herrührende  Theil  ist  nach  Glei- 
chung 644)  zu  bestimmen.  Man  erhält  also  für  diesen  Fall  uV 
Gleichung : 

650)  «  =  <»>  +  -2£j- 

Ebenso  kann  die  Grösse  8  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  dem  Theilo  l  tg  co  (wofür  wegen  vomu>- 
zusetzender  Kleinheit  des  Winkels  cd  auch  l  tn  gesetzt  werden 
kann),  welcher  ohne  das  Vorhandensein  der  Durchbiegung  die 
Höhendifferenz  der  beiden  Endpunkte  bilden  würde,  und  dt-m 
von  der  Durchbiegung  herrührenden  Theile,  welcher  aus  Glei- 
chung 649)  zu  bestimmen  ist.  Für  diesen  Fall  gilt  also  di< 
Gleichung : 

651)  9  =  l*  +  ^r. 

Zu  gleichem  Resultate  würde  man  gelangen,  wenn  man  in  Fig.  496  d»'a 
Theil  A  M  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen  ansähe,  und  für  den  Theil  M  h 
als  einen  schräg  eingespannten  Balken  die  Länge  l  —  x  mit  Z,  die  Hoh»n- 

differenz  8  —  y  mit  8  bezeich uew 
Fig.  497.  und  die  letztere  aus  den  Ik'hKu 

Gleichungen  648)  und  WS,  t><- 
rechnete. 

y  '        !  Für  den  Fall ,  dass  di.- 

M^^-^J  Belastung  gleichförmig  ül>r 

ß     f  die  Länge  des  Balkens  w- 

fc*)  theilt    ist    (Fig.  497),    Im- 

man  in  Gleichung  6,'^)  >t:ttt 

des  Momentes  il){  —  K (l  —  u)  das  Moment 


l-r 
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m = P  (i — x)  £=*>  =  -j-  (p  —  2 1  x  +  *•») 

zu  substituiren  und  erhält  dann  statt  der  Gleichungen  640)  und 
641)  resp.  die  Gleichungen: 

***%£%  (?»— 2'a  +  aB")A    und 
—  TB« ■P,2(A)-2«2(*A)  +  2(**A)]  *), 

aus  welcher  letzteren  resp.  für  die  Winkel  a>  und  a  die  Werthe 
sich  ergeben: 

fö2)    *>  =  -2m(l*x-lxi  +  lP)   und  653)   — &• 

Statt  der  Gleichungen  646)  und  647)  erhält  man  also  für 
diesen  Fall  die  Gleichungen: 

—  ife5(If«-w  +  T-)A   und 

2(«)  =  y  =  -i|S-P,2(*A)-«(»»A)  +  -J-2(*»A)]n 

aus  welcher  letzteren   für  die  Senkungen   der  Punkte  M  und  B 
resp.  die  Werthe  sich  ergeben: 

ees)  .  =  -/£-. 

Für  einen  schräg  eingespannten  Balken,  dessen  Achse  an  der 
Befestigungsstelle  lim  den  Winkel  co  von  der  Horizontalen  nach 
unten  hin  abweicht,  ergeben  sich  ferner  die  den  Gleichungen  650) 
und  651)  analog  gebildeten  Gleichungen: 

656)    «  =  •  +  -*£;-    und    657)    *  =  1«  +  -^-. 


*)   Nach    der    Bezeichnungsweise    der  Integral  -  Rechnung  würde   diese 
Gleichung  die  Form  erhalten: 

/     *"  =  '&%  [lJ     **-**]***  +   |     x*dxL 
**)  Oder  nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral -Rechnung: 
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::  i»;.v.v«iÄ 


Wenn   bei   dem   schräg  eingespannten   Balken  Fig.  486  die 
gleichförmig  über  die  Länge  vertheilte  Belastung  pl  und  die  am 

Endpunkte       aufgehängte 
Pi*  498-  Last  K  gleichzeitig  wirken, 

so  setzt  jede  von  den  bei- 
den Grössen  a  und  *  aus 
drei  Theilen  sich  zusam- 
£   är...    men:  der  erste  entspricht 
der    natürlichen    Neigung 
des  Balkens  (im  ungeboge- 
nen Zustande),  der  zweite 
und  dritte  Theil  entsprechen  den  Beiträgen,  welche  jede  von  den 
beiden  Belastungen  einzeln  genommen  zu  diesen  Grössen  liefert 
Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 


*T 


658)  m  =  m  +  J^  + 

659)  .-!.  +  -/£-  + 

Fig.  499. 


Kl2 


2E% 

JCP_ 
SEX 


und  für  den  in  Fig.  499 

dargestellten  Fall ,  in 
welchem  die  vertical  auf- 
wärts wirkende  Kraft  A' 
als  negativ  in  Rechnuntr 
zu  bringen  ist,  die  Glei- 
chungen: 


§  122. 
Balken  auf  drei  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Theil  ABi  (Fig.  500)  in  eine  Wand 
eingeschlossen,  so  findet  mau,  dass  der  Theil  AB  in  dem^eUM>n 
Zustande  sich  befindet  wie  der  in  Fig.  499  dargestellte  schnis 
eingespannte  Balken.  Die  Wirkung  der  Kraft  K  ist  jedoch  in 
diesem  Falle  so  beschaffen,  dass  sie  den  Endpunkt  B  in  gleicher 
Höhe  mit  dem  Punkte  A  hält;  folglich  ist  in  Gleichung  Ütil)  für 
diesen  Fall  *  =  0  zu  setzen;  man  erhält  also  die  Gleichung: 


Balken  auf  drei  Stützen. 
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K 


662)    0  =  .  +  -&- -^ 

Denkt  man  sich   ein   anderes   Mal  den  Theil   AB    in   eine 
Wand  eingeschlossen,  so  findet  man,  dass  der  Theil  AB{  in  der 

Lage   eines   schräg 
Fig.  600.  eingespannten    Bal- 

kens sich  befindet, 
dessen  Achse  bei  A 
um  den  Winkel  a> 
nach  oben  hin  von 
der  Horizontalen  ab- 
weicht. Für  diesen 
Theil  ist  daher  —  m 
statt  -f-  oi,  ansserdem  2,  statt  l  und  Kx  statt  K  zu  setzen;  also  ist: 


l 


i, 


B 


663)    0  =  — «o-f 


SEX 


SEX' 


Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  662)  und  663)  er- 
hält man  die  Gleichung: 

664)  0  =  -f  (Z3  +  l\)  -  (**  +  ***). 

Die  Gleichung  der .  statischen  Momente  sämmtlicher  auf  den 
Balken  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  ist: 

665)  0  =  ^-(l2  —  l\)  —  Kl  +  Kilv 

Durch  Auflösung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  erhält 
man  für  die  Gegendrücke  der  Endstützen  die  Werthe: 

666)  K  =  p^  *3  ~ -'  +  4 1*  h 
DVD)     a  Sl(l+h) 

Die  Mittelstütze  A  trägt  den  Rest  der  Belastung,  also  ist: 

668)    P=p(Z-J_  lx)  —  (K+Kt). 

Setzt  man  lx  =  Z,  so  erhält  man  für  die  Gegendrücke  der 
drei  Stützen  die  Werthe: 

Z1=fp*,       P=fpl,      K~±pl 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  662)  und 
663),  dass  in  diesem  Falle  -[-«>  =  —  «>,  also  «>  =  0  wird  (wie 
überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  die  Verticale  der  Mittelstütze  das 
Ganze  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt). 
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Das  Moment  der  biegenden  Kraft  für  eine  im  Abstand**  z 
vom  Endpunkte  B  befindliche  Stelle  der  Balkenhälfte  AB  ist: 

669)    Wl  =  Kz  —  pz.-~. 

Wenn  man  nach  dieser  allgemeinen  Gleichung  für  jeden 
Werth  von  z  den  zugehörigen  Werth  von  3ß  berechnet  und  ah 
Ordinate  abträgt,  so  erhält  man  als  graphische  Darstellung  de- 
Momentes eine  Curve  von  der  in  Fig.  501   dargestellten   Form. 

Diejenige  Stelle  />. 
an  welcher  das  Mo- 
ment Null  ist,  findet 
man  aus  der  Glei- 
chung: 

670)  0=Kz-^ 
oder 


Fig.  501. 


¥k  : 


Flg.  502. 


\\ 


E 


^4 


1 


L 


fPl 
D 


"ZT 

A 


k 


v 


ipi 


fr 


! 


B 


z  =  2-K-  =  U. 
P  4 

Für  kleinere  Werth^ 
von  z  ist  9R  positiv, 
für  grössere  nega- 
tiv. In  demjenigen  Querschnitte,  für  welchen  2R  =  0  ist,  findet 
keine  Biegungsspannung  statt,  insofern  nach  Gleichung  610)  für 
diese  Stelle  auch  S  =  0  wird.  Man  würde  also,  ohne  den  Gleich- 
gewichtszustand zu  stören,  an  dieser  Stelle  den  Balken  durch- 
schneiden können  —  vorausgesetzt,  dass  auf  irgend  eine  WeNe. 
z.  B.  auf  die  in  Fig.  502  dargestellte  Art  eine  Uebertragung  der 
Verticalkraft  (Gleichung  603)  von  dem  einen  Stücke  auf  das  an- 
dere möglich  gemacht  wird. 

Der  Theil  BD  befindet  sich  also  genau  in  demselben  Zu- 
stande wie  der  an  beiden  Endpunkten  frei  aufliegende  Ballon 
Fig.  485,  bei  welchem  das  Moment  der  biegenden  Kraft  in  der 
Mitte  seinen  grössten Werth  annimmt,  nämlich  (nach  Gleichung 623»: 


671)    2»,= 


p(^0  9  «/* 


8  128 

Der  Theil  AD  befindet  sich  in  demselben  Zustande  wie  ri» 
bei  A  horizontal  eingespannter  mit  gleichförmig  vertheilt4»r  V**- 
lastung  versehener  Balken,  an  dessen  freiem  Endpunkte  übenli«* 

eine  Last  ■-  p  l  angehängt  ist.     Das  Moment  an  der  Stelle  A  i>t 


Balken  auf  drei  Stützen. 
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also  (seiner  absoluten  Grösse  nach)  ans  der  Gleichung  zu    be- 
stimmen : 

pl         l      i     3  __,       l     __    16  „,2 


672) 


3»2  = 


Das  Moment  üß,  und  2R2  —  folglich  auch  die  an  den  Stellen 
E  und  A  stattfindenden  Biegungsspannungen  —  verhalten  sich 
also  wie  9  zu  16,  und  wenn  man  die  Belastung  p  allmälig  ver- 
grössert,  so  wird  an  der  Stelle  A  schon  der  Bruch  erfolgen,  wäh- 
rend die  gleichzeitig  an  der  Stelle  E  stattfindende  grösste  Biegungs- 
spannung erst  t\  der  Bruchspannung  beträgt. 

Da  die  Tragfähigkeit  des  Balkens  von  dem  Werthe  des 
grössten  der  beiden  Biegungsmomente  Wtt  und  2R2  abhängt,  so 
würde  man  dieselbe  vergrössern  können,  wenn  man  auf  irgend 
eine  Weise  bewirken  könnte,  dass  das  grösste  Biegungsmoment 
einen  kleineren  Werth  erhielte,  und  der  auf  solche  Art  zu  er- 
reichende Vortheil  würde  am  grössten  werden,  wenn  man  be- 
wirkte, dass  die  beiden  Maximal- Momente  3Jli  und  3R2  einander 
gleich  würden. 

Zu  diesem  Zwecke  würde  es  bei  der  in  Fig.  502  dargestellten 

Anordnung  nur  nö- 

Fig.  603. 


H 


Uz 


A 


% 


i 

pz 


B 


mehrigen  beiden  Maximal -Momente: 


thig  sein,  die  Schnitt- 
stelle D  nach  einer 
anderen  Stelle  F  zu 
verlegen  (Fig.  503), 
und  die  Entfernung 
.BF=z  so  zu  wäh- 
len, dass  die  nun- 


3R1=j£-     und     Kl  =  *^f£  +  J"  (i_s) 


8  ~i  —  2 

einander  gleich  werden.      Aus   der  Gleichsetzung   dieser  beiden 
Ausdrücke  ergiebt  sich  für  z  der  Werth: 

673)  2  =  0,8284. 1. 

Bei  dieser  Stellung  des  Balkens  würde  jede  der  Endstützen 
den  Gegendruck 

674)  K  =  -*/-  =  0,4 142  p  l 

leisten,  und  das  grösste   Biegungsmoment  würde   die  Grösse  er- 
halten : 

675)  W%  =  -*£i  =  0,0858 Pl2  =  ü»2. 
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Eine  Vergleichung  der  beiden  Werthe  672)  und  675)  zeigt, 
dass  durch  diese  Anordnung  das  Maximal  -  Moment  —  und 
in    Folge    dessen    auch    die    Maximal -Spannung   im    Verhältniss 

-/hnfr  =  0,686,  d.  h.  um  etwa  31,4  Procent  verkleinert  wird. 
0,125 

Genau  dieselbe  Wirkung  lässt  sich  bei  dem  continuirlichen 
—  nicht  durchschnittenen  —  Balken  auf  drei  Stützen  durch  eine 
Höhendifferenz  zwischen  Mittelstütze  und  Endstütze  erreichen. 
Um  die  erforderliche  Höhendifferenz  zu  finden,  ist  es  nur  nüthig. 
aus  Gleichung  661)  —  nachdem  darin  wegen  symmetrischer  An- 
ordnung wiederum  o>  =  0  gesetzt  —  für  die  Grösse  *  denjeni^i 
Werth  zu  bestimmen,  für  welchen  K  =  0,4142  pl  wird.  Man 
erhält  durch  Substitution  dieses  Werthes  die  Gleichung: 

«"»  •  -  ■«&  -  -iff~  -  -  o-01307  '£-  • 

welche  —  nach   der  aus  Fig.  499  zu   entnehmenden  Bedeutung 
der    Grösse    *    —    zeigt,    dass    die   Mittelstütze    um    die    Grösse 

0,01307  j^r  gesenkt  werden  muss. 

Wenn  die  Stärke  des  Trägers  dem  Maximal-Momente  entsprechend  ?*- 
wählt  werden  soll,  so  ist  die  Grösse  %  aus  der  Gleichung: 

-S-  %  =  0,0858  j>  V 

zu  bestimmen,   und  nach   Substitution   des  hieraus  für  %  sich  ergebenden 
Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

SP 
«=-0,15*3  -„• 

Setzt  man  hierin  S  =  6  EL,  E  =  20000,   l  =  100000n,m  und  u>  =  .W*". 

so  wird: 

s  =  —  91,4  Millimeter. 

Bei  einem  schmtodeisernen  Träger  von  200  Metern  Länge  und  10  Metern  Hob» 
würde  also  die  Mittelstütze  um  91,4  Millimeter  ttokr  liegen  müssen,  als  «In 
Endstützen,  wenn  bei  zunehmender  Belastung  die  Biegungsspannung  an  J^c 
drei  schwachen  Punkten  gleichzeitig  die  zulässige  Grösse  von  6  KU.  pro  Qu.ulut 
millimeter  erreichen  soll. 

§  123. 
Balken  auf  vier  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  504  angedeutd«1 
Art  in  einzelne  Theile  zerschnitten,  von  denen  die  auf  den  Ihm«!«» 
Mittelstützen  ruhenden  den  drei  andern  als  Stützen  dienen,  uml 
denkt  man  sich  die  Schnittstellen,  sowie  die  beiden  MittelstüU«-n. 
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so  gelegt,   dass  das   Moment  der  biegenden   Kraft  an  den   drei 
Stellen  -4,    CT,  fJ  gleiche  absolute  Werthe  erhält,   so  findet  man, 


Fig.  504. 
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dass  die  beiden  Grössen  u  und  s,   welche  die  Art  der  Theilung 
charakterisiren ,  auf  folgende  Weise  sich  bestimmen  lassen. 

An  jeder  von  den  beiden  Stellen  A  und  E  hat  das  Biegungs- 
moment die  Grösse: 

677)  mx=^~ 

und  an  der  Mittelstütze  C  hat  dasselbe  die"  Grösse : 

678)  2R2  =  p  z  .  u  -f-  pu  .  ~ . 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Momente  9R,  und  9J?2  erhält  man 
die  Gleichung: 

679)  z*  =  2zit  +  u'K 

Zwischen  den  drei  Grössen  u,  z,  2  findet  ausserdem  die  aus  der 
Figur  sich  ergebende  Beziehung  statt: 

680)  3s  +  2u  =  l 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  678)  und  679)  für  z  und  u 
auflöst,  so  erhält  man  die  Werthe: 

681)  z  =  0,2612  J,        682)    «  =  0,1082  Z, 

und  nach  Substitution  derselben  in  Gleichung  677)  oder  678)  für 
jedes  von  den  beiden  Biegungsmomenten  den  Werth: 

683)  2»,  =--2B2  =  0,0341  p*2. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  für  den  Gegendruck  jeder  von  den 
beiden  Endstützen  der  Werth: 

684)  K  =  pz  =  0,2G12pl 

und  für  den  Gegendruck  jeder  von  den  beiden  Mittelstützen  der 

Werth: 

685>   P=pl  —  K=0,7388pl 

Es  soll  untersucht  werden :  in  welche  Lage  bei  dem  continuir- 
Kehen  —  nicht  durchschnittenen  —  Balken  (Fig.  506)  die  vier 
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Stützen  gebracht  werden  müssen,  wenn  von  den  einzelnen  Tlieilen 
dieses  Baikens  ein  jeder  genau  in  demselben  Spannungszustande 


Fig.  505. 
0,6306  / 
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Fig.  506. 
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sich  befinden  soll  wie  das  gleichliegende  Stück  des  durch  Schnitt? 
getheilten  Balkens  Fig.  -605.  Zunächst  ergiebt  sich,  dass  zu  diex-m 
Zwecke  für  die  Horizontal -Entfernungen  der  Stützen  in  Fig.  506 
dieselben  Grössen  wie  in  Fig.  505  gewählt  werden  müssen.  Denkt 
man  sich  alsdann  in  Fig.  506  die  Stützen  in  verticaler  Richtung 
so  lange  gehoben  oder  gesenkt,  bis  die  Vertheilung  der  Drückt 
auf  die  einzelnen  Stützen  genau  dieselbe  geworden  ist  wie  in 
Fig.  505,  so  wird  auch  das  Moment  der  biegenden  Kraft  an 
jeder  Stelle  des  continuirlichen  Balkens  genau  denselben  Werth  an- 
nehmen wie  an  der  gleichliegenden  Stelle  des  durch  Schnitte  er- 
theiltcn  Balkens.  An  dea  Stellen  B  und  D  in  Fig.  506  wird  das 
Moment  gleich  Null  sein,  und  das  Stück  DF  wird  genau  in 
demselben  Biegungszustande  wie  ein  an  beiden  Enden  frei  aut- 
liegender Balken  sich  befinden. 

Denkt  man  sich  die  linke  Hälfte  des  ganzen  Balkens  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen ,  so  findet  man ,  dass  das  Stück  A  B 
genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  der  in  Fig.  507  dar- 
gestellte Balken  sich  befindet.  Eine  Vergleichung  der  Figuren 
507  und  499  zeigt  ferner,  dass  man  den  Winkel  a  nach  Gleich  um: 
660)  berechnen  kann,  indem  man  darin  die  Grösse  -\-  «  mit  —  «• 
die  Grösse  l  mit  0,2612 1  vertauscht  und  ausserdem  A'  =  0.:M>1S/''. 
a>  =  0  setzt.     Man  erhält  also  die  Gleichung : 

nans  p  (0,*>12  . 7)s  0,9612/1/ .  (0.3GI2 .  /)' 

b8o}    _a=  --0£% %K% 

Den  Biegungszustand  des  Stückes  B  C  veranschaulicht  Fig.  508 
aus  deren  Vergleichung  mit  Fig.  498  zu  ersehen  ist,  dass  di.iji 
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Pig  507. 


Fig.  508. 
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den  Winkel  a  auch 
nach  Gleichung  658) 
berechnen  kann,  in- 
dem man  darin  die 
Grösse  l  mit  0,1082. 1 
vertauscht  und 

K=  0,2612  pl 

setzt.     Es  ist  also: 

0,2612p / .  (0,1082  .  Q* 
2  EX 


Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  686)  und  687)  er- 
hält man  eine  Gleichung,  aus  deren  Auflösung  für  u»  der  Werth 
sich  ergiebt: 

688)     <o  =  0,004201^. 

Bei  einer  Vergleichung  der  Fig.  509,    welche  den  Biegungs- 
zustand des  Theiles  CF  darstellt,   mit  Fig.  499  findet  man  end- 
lich,   dass  die   der 

Fig.  509. 
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Mittelstütze  zu  er- 
theilende  Senkung  8 
aus  Gleichung  661) 
berechnet  werden 
kann ,  wenn  man 
darin  die  Grössen 
-j-  *,  -(-  co,  l  resp. 
vertauscht  mit  den 


Grössen  — *,  — to,  0,6306  Z,  und  ausserdem  K=  0,2612  pl  setzt, 
also  aus  der  Gleichung: 


689) 


0,2612p  l.  (0,6306.  J)3 
SEX 


Wenn  hierin  für  co  der  in  Gleichung  688)  gefundene  Werth  sub- 
stituirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  erforderliche  Senkung  der 
Mittelstfitze  die  Grösse: 

690)    8  =  0,004  716  *^-. 

In  der  Voraussetzung,  dass  der  Querschnitt  des  Trägers  dem 
Maximal -Momente  (Gleichung  683)  entsprechend '  gewählt  wurde; 
kann  man  hierin  für  die  Grösse  %  den  aus  der  Gleichung: 
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-A  %  =  0,0341  vi* 

sich    ergebenden   Werth    substituiren ,    und   die   obige   Gleichung 
nimmt  alsdann  die  Form  an: 

691)    8  =  0,1383  -J£. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  halbe  Höhe  des  (constant 
und  symmetrisch  vorausgesetzten)  Querschnitts,  l  die  halbe  Län^ 
des  Trägers,  S  die  zulässige  Spannung  und  E  den  ElasticiüiN- 
modulus. 

Wenn  für  gleichförmig  vertheilte  Belastung  die  Tragfähigkeit  eines  auf 
vier  Pfeilern  ruhenden  Brückenträgers  von  300  Metern  Länge  ein  Maximum 
werden  soll,  so  muss  (nach  Fig.  505)  die  Mittelöffnung  eine  Weite  von  1M*,V- 
und  jede  von  den  beiden  Seitenöffnungen  eine  Weite  von  WfiÖ  erhalten. 
Wenn  der  Träger  aus  Schmiedeisen  construirt  ist,  so  kann  Ä  =  2i»*i>. 
S  =  6  Kil.  gesetzt  werden,  und  wenn  die  Höhe  des  Trägers  10  Meter  betrast, 
so  ist  w  —  5000n,m,  l  =  150  000"m  zu  setzen  in  Gleichung  G91),  und  es  wird 

s  =  186,7  Millimeter. 

Es  müssen  also  ausserdem  die  beiden  Mittelstützen  um  186,7  Millimeter  ti»'tW 
gelegt  werden  als  die  beiden  Endstützen. 

§  124. 
Kreisbogen  als  elastische  Linie. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  hat  (ii:u*h 
Gleichung  039)  die  Grösse: 

% 


692)     p  =  E  . 


3K 


und  zwar  an  derjenigen  Stelle,  bei  welcher  das  Moment  c!«t 
biegenden   Kraft  die  Grösse  ÜK,    und   das   Trägheitsmoment  Jt-r 

Querschnittsfläche  die  Grösse  %  hat.     Wenn  der  Quotieut  ~.  für 

alle  Stellen  des  Balkens  gleiche  Werthe  annimmt,  so  ist  au<h 
der  Krümmungshalbmesser  an  allen  Stellen  gleich  gross,  and  dw 
elastische  Linie  wird  in  diesem  Falle  ein  Kreisbogen. 

Bei  einem  Balken  von  constantem  Querschnitte  ist  das  Träg- 
heitsmoment %  an  allen  Stellen  von  gleicher  Grösse.  Kin  pris- 
matischer Balken  wird  daher  nur  dann  nach  einer  Kreislinie  *i«l» 
krümmen,  wenn  auch  das  Moment  3tt  an  allen  Stellen  des  Bai 
kens  gleich  gross  ist,  wie  z.  B.  bei  dem  Theile  A  C  des  in  Fig.  494 
dargestellten  Balkens. 
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Wenn  dagegen  die  Grösse  2ß  mit  der  Entfernung  vom  End- 
punkte des  Balkens  sich  ändert,  so  muss  auch  der  Querschnitt 
eiu  veränderlicher  sein,  und  wenn  mit  !£,,  ÜB,  resp.  die  Werthe 
bezeichnet  werden,  welche  die  Grössen  !£,  3W  an  einer  bestimmten 
willkürlich  zu  wählenden  Stelle  —  z.  B.  an  dem  einen  End- 
punkte —  des  Balkens  annehmen,  so  drückt  die  Gleichung: 

693)  i  =  ^     odcr    £  =  s?; 

die  allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  elastische  Linie 
ein  Kreisbogen  wird. 

Setzt  man  in  Gleichung  628),  als  allgemeiner  Gleichung  für 
einen  Träger  von  gleichem  Widerstände,  die  Grössen  w  und  wx 
einander  gleich,  so  wird  jene  Gleichung  identisch  mit  Gleichung 
693).    Hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Bei  constanter  Höhe  ist  ein  Träger,  der  unter  Einwirkung  der 
biegenden  Kräfte  nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmt,  zugleich  ein 
Träger  von  gleichem  Widerstände  in  Bezug  auf  jene  biegenden  Kräfte. 

So  z.  B.  hat  der  in  Fig.  491  und  Fig.  492  dargestellte  Träger  von 
gleichem  Widerstände  zugleich  diejenige  Form,  welche  der  Bcdingungsgleichung 
täö)  entspricht;  es  wird  also  unter  Einwirkung  eines  am  freien  Endpunkte 
aufgehängten  Gewichtes  jener  Balken  nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmen. 

Für  den  in  Fig.  488  dargestellten  Fall  nimmt  die  allgemeine 
Bedingungsgleichung  693)  die  Form  an: 


694) 


ZU*  X 


bh*  l 

» 

Setzt  man  z  =  b,  so   erhält  man  für  den   in  Fig.  489  und 
Fig.  490  dargestellten  Träger  von  constanter  Breite  die  Gleichung : 

695)     -£  =  -^, 

bei  deren  Vergleichung  mit  Gleichung  632)  man  erkennt,  dass 
in  diesem  Falle  die  Form  des  Trägers  von  constanter  Krümmung 
und  die  Form  des  Trägers  von  gleichem  Widerstände  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Die  Senkung  des  Belastungspunktes  kann  für  den  in  Fig.  510 
dargestellten  Balken  von  constanter  Krümmung  nach  der  Gleichung 

der  Kreislinie 

Vi  =  2ps  —  s2 

berechnet  werden.  Wegen  vorauszusetzender  Kleinheit  der  Durch- 
biegung darf  in  dieser  Gleichung  das  Glied  *2  weggelassen,  und 


4 
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die  Grösse  l  als  Länge  des  Balkens  angesehen  werden.    Hiernach 
ergiebt  sich  für  die  Senkung  des  Belastungspunktes  B  der  Werth: 

Fig.  Bio.  696)    8—^-. 

A  Wenn  man  hierin  für  p  den  in  Gleichung 

3  ^     D  637)   gefundenen  Werth  substituirt,   so  erhält 

man  die  Gleichung: 

K     \  '       697)     *  =  2Vir 

Für  einen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
neutrale  Achse  geformten  Querschnitt  von  der 
Höhe  h  ist  2to  — /*  zu  setzen,  wird  also: 

698)    — -J-.-J-. 

Wenn  man  statt  dessen  in  Gleichung  6% 
für  p  den  Werth  aus  Gleichung  692)  einführt 

und  für  den  constanten  Quotienten   ^   den  Werth  vA   substituirt. 

welchen  derselbe  an  der  Befestigungsstelle  A  annimmt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

699)  «=2At;- 

Bei  dem  Träger  von  constanter  Krümmung  ist  also  die  Sen- 
kung des  Belastungspunktes  1,5  mal  so  gross  als  bei  dem  pris- 
matischen Träger  (Gleichung  649). 

§  125. 

Berechnung  der  Federwerke. 

Bei  der  Berechnung  einer  Feder  sind  als  gegebene  Grös^-n 
zu  betrachten:  die  drei  Grössen  Z,  s,  ÜT,  nämlich:  die  Länge  Aw 
Feder,  und  die  Grösse  der  Durchbiegung,  welche  von  einer  c**- 
gebenen  Kraft  K  hervorgebracht  wird  (Fig.  511);  ausserdem  dir 
Grösse  des  Elasticitätsmodulus  -E,  sowio  die  grösste  (zulässig* 
Spannung  5,  welche  bei  jeuer  Durchbiegung  nicht  überschritten 
werden  soll.  Diejenige  Form  ist  als  die  zweckmässigte  anzusehen, 
bei  welcher  der  Material- Aufwand  möglichst  klein,  und  die  Bieg- 
samkeit möglichst  gross  ist.  Die  Feder  ist  daher,  um  der  ersU'ivii 
Bedingung  zu  genügen,  als  Träger  von  gleichem  Wider>taud«\ 
und  um  der  letzteren  Bedingung  zu  genügen,  als  Träger  von  coo- 
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stanter  Krümmung  zu  construiren.     Da  die  dreieckige  Feder  von 
constanter  Dicke  beide  Vorzüge  vereinigt,   so  ist  diese  Form  als 

die   zweckmässigste  zu  wählen.     Die  zu 
Fig.  5U.  Fig.  512.       berechnenden  Grössen  sind  also  die  Dimen- 

s         K  sionen  k  und  6  des  rechteckigen  Quer- 

schnitts an  der  Befestigungsstelle  (Fig.  512). 
Erstere  ist  zu  bestimmen  nach  Gleichung 
698),  welche  für  ä  aufgelöst  die  Form 
annimmt: 

700)    A-4-.A 

-  Die  Grösse  b  kann  alsdann  nach  Glei- 

chung 619)  berechnet  werden,  welche  für 
^  m^       b  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

701)  *  =  •». 

Wenn  z.  B.  eine  gussstählerne  Feder  von  400  Millimetern  Länge  so  be- 
schaffen sein  soll,  dass  derselben  durch  eine  Kraft  von  24  Kil.  eine  Durch- 
biegung von  60  Millimetern  ertheilt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  700), 
wenn  für  Gossstahl  der  Elasticitätsmodulus  7?  =30000,  und  als  zulässige 
Spannung  pro  Quadratmillimeter  £  =  45  Kil.  gesetzt  wird,  für  die  Dicke  der 
Feder  der  Werth: 

Ä  =  nur  •  äöööö  =  4  Millimeter. 

und  für  die   erforderliche  Breite  an  der  Befestigungsstelle  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  701)  der  Werth: 

b  =*  — :„  j2  -  =  80  Millimeter. 

Denkt  man  sich  eine  Dreieckfeder  auf  die  in  Fig.  513. an- 
gedeutete Art  durch  Parallel-Schnitte  in  Streifen  von  gleicher 
Breite  getheilt,  hierauf  je  zwei  mit  gleichen  Ziffern  bezeichnete 
Theile  zu  einem  Stücke  vereinigt  und  die  einzelnen  Stücke  als- 
dann auf  die  in  Fig.  514  angedeutete  Art  über  einander  gelegt, 
so  erhält  man  ein  zusammengesetztes  Federwerk  (Fig.  515), 
welches  unter  Einwirkung  einer  am  freien  Endpunkte  B  angrei- 
fenden Kraft  K  in  jeder  Beziehung  genau  ebenso  sich  verhält  wie 
die  einfache  (nicht  durchschnittene)  Dreieckfeder  BDE. 

Denn  der  Theil  AB  befindet  sich  bei  dem  zusammengesetzten 
Federwerke  Fig.  515  genau  in  demselben  Zustande  wie  bei  der 
einfachen  Dreieckfeder  Fig.  513,  krümmt  sich  also  in  beiden  Fällen 
nach   einem    Kreisbogen    von    demselben    Halbmesser.     Soll    der 
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prismatisch  geformte  Theil  A  C  der  .oberen  Feder  ebenfalls  nach 
einem  Kreisbogen  von  diesem  Halbmesser  sich  biegen,  so  mus^  in 

dem  Punkte  A  eine 
aufwärts  gerichtete 
Kraft  K  auf  die  obere 
Feder  wirken,  weil  nur 
in  diesem  Falle  da» 
Moment  der  biegenden 
Kraft  für  alle  Stellen 
zwischen  A  und  C 
gleiche  Werthe  erhält. 
Diese  aufwärt*  gerich- 
tete Kraft  K  kann  mau 
sich  zunächst  dadurch 
hergestellt  denken,  da»* 
man  das  aus  den  uu- 
teren  Blättern  gebildete 
Federwerk  durch  eine 
an  dessen  freiem  End- 
punkte A  nach  unteti 
wirkende  Kraft  K  in 
gebogenen  Zustand  ver- 
setzt und  dasselbe  in 
v  diesem  Zustande  unter 

die  obere  Feder  al> 
Stütze  setzt ,  worauf  dann  die  au  der  Stelle  A  für  den  Gleich- 
gewichtszustand jedes  der  beiden  Theile  erforderlichen  Kräfte  K 
als  Druck  und  Gegendruck  von  den  beiden  Theilen  auf  einander 
gegenseitig  ausgeübt  werden.  Wenn  man  die  gleiche  Betrach- 
tung alsdann  in  Bezug  auf  das  zweite  und  successive  auf  jede* 
der  folgenden  Blätter  wiederholt,  so  findet  man,  dass  jedes  der- 
selben nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmt,  und  dass  die  Halb- 
messer dieser  Kreisbögen  genau  dieselbe  Grösse  haben  wie  bei 
demjenigen  Kreisbogen,  nach  welchem  die  einfache  Dreieckfeder 
Fig.  513  sich  biegen  würde.  Da  überdies  jedes  einzelne  Blatt 
zugleich  die  Form  eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände  tat. 
so  ist  auch  die  Biegungsspannung  an  allen  Stellen  von  gleicher 
Grösse  und  zwar  ebenso  gross  wie  bei  der  ungeteilten  Dreieckfeder 
Anstatt  das  Ende  jedes  einzelnen  Blattes  bei  coustanter  Dicke 
dreieckig  zuzuspitzen,    kann  man  annähernd  auch   bei  cou*taut<r 


Fig.  515. 
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Breite  durch  eine  nach  dem  Endpunkte  hin  abnehmende  Dicke 
den  gleichen  Zweck  erreichen.  Wenn  diese  Abnahme  der  Dicke 
genau  dem  in  Gleichung  695)  enthaltenen  Gesetze  entspricht,  so 
wird  jedes  Blatt  wie  im  vorigen  Falle  nach  einem  Kreisbogen 
sich  biegen,  und  das  zugeschärfte  Endstück  nur  wenig  abweichen 
von  der  Form  eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände. 

Wäre  bei  den  im  vorigen  Zablenbeispiele  angenommenen  Zahlenwerthen 
K  =  120  Kil.  (statt  K  =  24  KU.)  gegeben  gewesen ,  so  wurden  aus  den 
Gleichungen  700)  und  701)  resp.  die  Wcrtlie  h  =  4  Millimeter  und  b  =  400 
Millimeter  sich  ergeben  haben.  Statt  der  einfachen  Dreieckfeder  von  400mm 
Basis  würde  in  diesem  Falle  ein  auf  die  in  Fig.  514  augedeutete  Art  zusammen- 
gesetztes Federwerk  gleiche  Dienste  leisten,  bestehend  z.  B.  aus  4  Blättern 
von  je  100nim  Breite,  oder  aus  5  Blättern  von  je  80mm  Breite,  oder  auß 
8  Blattern  von  je  50m,n  Breite. 


Capilel  XXII. 

Zusammengesetzte  Spannungen. 

§  126. 
Widerstand  gegen  Zerknicken. 

Wenn  an  den  beiden  Enden  einer  geradlinigen  prismatischen 
Stange  vom  Querschnitt  F  zwei  gleichförmig  über  die  Endflächen 
vertheilte  gleich  grosse  Druckkräfte  K  wirken,  so  entsteht  in  der 

Stange  pro  Flächeneinheit 
.  „  r  ihres    Querschnitts    eine 

\         K  C  h  B    T.       , 

■  - -^±*=^-.—- —  _-  _ -—  -a^_^u    Druckspannung : 

702)     Sx  =    K 


Fig.  517. 


F  ' 

welche  längs  der  ganzen 
Stange    in   jedem   Quer- 
r  schnitte  und  in  allen  Thei- 

^  — "^ — "  f       ~ — ^^.^  len    dieses    Querschnitts 

A        fr  k~    i   e*ne  und  dieselbe  Grösse 

hat  (Fig.  516). 
Angenommen:  die   Stange  würde  auf  irgend  eine  Weise  in 
eine  gekrümmte  Form   gebracht,   und   die   Krümmung  so  lange 
vergrössert,  bis  die  Pfeilhöhe  der  Biegungscurve  die  Grösse  /  er- 
reicht (Fig.  517);  angenommen  ferner:  die  Stange  würde  in  diesem 
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gebogenen  Zustande  der  Wirkung  der  beiden  Kräfte  K  ausgesetzt, 
und  die  letzteren  würden  so  lange  vergrössert,  bis  dieselben  für 
sich  allein  ausreichen,  die  Stange  in  einem  solchen  gebogenen 
Zustande  zu  erhalten,  bei  welchem  die  Pfeilhöhe  der  Biegungv- 
curve  gleich  /  ist.  Die  grösste  Druckspannung,  welche  unter 
diesen  Umständen  in  der  Stange  entsteht,  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  berechnen. 

Die  an  irgend  einer  Stelle  eines  bestimmten  Querschnitt* 
stattfindende  Spannung  kann  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  aus  zwei  Spannungen  zusammengesetzt:  nämlich  aus  der  gleich- 


i\. 


r 


förmig  über  die  Querschnittsfläche  verteilten  Druckspannung 
welche  wie  im  vorigen  Falle  aus  Gleichung  702)  bestimmt  werden 
kann,  und  aus  der  in  Folge  der  Krümmung  an  dieser  Stelle  ent- 
stehenden Biegungsspannung,  welche  von  dem  Momente  der  biegen- 
den Kraft  abhängt  und  an  der  coneaven  Seite  der  Krümmung 
ebenfalls  eine  Druckspannung  bildet.  Das  Moment  der  biegenden 
Kraft  erreicht  an  der  Stelle  C  seinen  grössten  Werth: 

703)  Wl  =  Kf\ 

es  wird  daher  die  in  Folge  der  Biegung  hinzukommende  Druck- 
spannung ebenfalls  an  dieser  Stelle  (und  zwar  an  der  concaTei. 
Seite)  ihren  grössten  Werth  annehmen.  Setzt  mau  in  der  allge- 
meinen Gleichung  610)  für  2R  den  obigen  Werth,  so  erhält  maL 
für  diese  allein  von  der  Biegung  herrührende  grösste  Druck- 
spannung S2  die  Gleichung: 

704)  Ä2  =-£.*/. 

Die   grösste   in  der   Stange   Überhaupt   vorkommende    Druck- 
spannung S  ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

705)  S  =  SX+S2. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Elasticitätswiderstände  der 
Stange  auf  zwei  verschiedene  Arten  jenen  Druckkräften  K  da* 
Gleichgewicht  halten  können:  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  516 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  hervorgebrachte  Druckspannung 
nur  die  Grösse  Sx  erreicht;  das  andere  Mal  auf  die  in  Fig.  517 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  grössere  Druckspannung  S,  +  *\ 
entsteht  Wenn  also  diejenige  Querschnittsgrösse  F  berechnet 
werden  sollte,  bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  der  Staue» 
jenen  Druckkräften  gegenüber  eine  hinreichende  Grösse  besitzt, 
so  würde  zunächst  die  Frage  entschieden  werden  müssen,  ob  jene 
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Druckkräfte  auf  die  erste  oder  auf  die  zweite  Art  die  Wider- 
standsfähigkeit der  Stange  in  Anspruch  nehmen  werden.  Im 
ersten  Falle  würde  in  Gleichung  702)  für  St  die  Grösse  der  zu- 
lässigen  Druckspannung  zu  setzen,  und  die  Grösse  F  unmittelbar 
aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen  sein.  Im  zweiten  Falle  da- 
gegen würde  man  dem  Querschnitt  eine  solche  Grösse  zu  geben 
haben,  bei  welcher  erst  die  Summe  der  beiden  Spannungen  Sx 
und  S2  die  Grösse  der  zulässigen  Druckspannung  erreicht. 

Bei  langen  dünnen  Stangen  reicht  die  geringste  zufällige 
Krümmung  schon  hin,  um  zu  bewirken,  dass  durch  die  Druck- 
kräfte eine  seitliche  Ausbiegung  hervorgebracht  und  der  Wider- 
stand gegen  Zerknicken  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also 
nicht  durch  besonders  günstige  Umstände  —  wie  etwa  durch 
feste  Wände,  welche  die  Stange  von  allen  Seiten  umgeben  und 
die  Form  derselben  geradlinig  erhalten  —  jede  Möglichkeit  einer 
seitlichen  Ausbiegung  ausgeschlossen  ist,  so  wird  man  bei  der 
Querschnittsberechnung  allemal  die  zweite  Methode  vorziehen  und 
der  Sicherheit  wegen  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  jede 
Druckkraft  ausser  der  direct  hervorgebrachten  Druckspannung  St 
noch  eine  Biegungsspanuung  S2  erzeugt,  entsprechend  —  nach 
Gleichung  704)  —  dem  grössten  Werthe,  welchen  der  Hebelarm 
/  im  ungünstigsten  Falle  erreichen  kann. 

Für  diese  Grösse  /  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  oberer 
Grenzwerth  ermitteln,  in  Bezug  auf  welchen  mit  Bestimmtheit 
behauptet  werden  kann,  dass  bei  genügender  Stärke  der  Stange 
in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  kann,  bei 
welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  Grenzwerth  erreichte. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Stange  an  allen  Stellen  gleich  stark 
gekrümmt  —  in  welchem  Falle  also  die  Biegungscurve  ein  Kreis- 
bogen wird  —  und  denkt  man  sich  zugleich  diese  Krümmung 
so  stark,  dass  die  solcher  Krümmung  entsprechende  Biegungs- 
spannung für  sich  allein  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so 
würde  offenbar  bei  dem  Hinzutreten  der  gleichförmig  vertheilten 
Druckspannung  6'j  die  Elasticitätsgrenze  überschritten  werden. 
Könnte  durch  die  Druckkräfte  K  ein  solcher  Zustand  der  Stange 
jemals  herbeigeführt  werden,  so  würde  die  Stärke  der  Stange 
jedenfalls  ungenügend  zu  nennen  sein.  Wenn  man  also  die  einer 
solchen  Krümmung  entsprechende  Pfeilhöhe  /  in  Gleichung  704) 
als  Hebelarm  der  Kraft  K  in  Rechnung  bringt,  so  wird  der  aus 
jener  Gleichung  hervorgehende  Werth  von  S2  jedenfalls  grösser 
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sein  als  die  Biegungsspannung,  welche  bei  genügender  Stifte  der 
Stange  in  Wirklichkeit  durch  die  Kräfte  K  hervorgebracht  wer- 
den kann,  und  die  aus  dieser  Annahme  sich  ergebende  Quer- 
sehnittsgrosse  F  wild  etwas  grösser  ausfallen  als  in  Wirklichkeit 
erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  Gleichung  595)  dem  Buchstaben  8  die  Be- 
deutung der  „ Druckspannung  an  der  Elasticitätsgrenze*  giebt,  so 
bedeutet  8  das  Verkürzungsverhältuiss ,  welches  der  Klasticitatt- 
grenze  entspricht.     Man   kann   also  den  gesuchten  Werth  voii  / 

aus  Gleichung  697)  berechnen,  indem  man  darin  8  statt  -,,-  uml 
/  statt  s  substituirt,  woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 


706)    f=  lH 


2w  ' 

Wenn  man  diesen  Werth  für  /  und  ausserdem  den  au> 
Gleichung  702)  für  K  sich  ergebenden  Werth  in  Gleichung  704i 
substituirt.  so  nimmt  letztere  die  Form  an: 

707)  S,-Y*--Sf 

und  für   die   grösste  Druckspannung   in  der  Stange  ergiebt  sich 
nach  Gleichung  705)  der  Werth: 

708)  ä  =  6Y(l+4--xL> 

Wenn  man  die  ganze  Länge  der  Stange  21  =  L  setzt  unJ 
das  Verhältniss  -„-  mit  n  bezeichnet,  so  erhält  mau  für  letzten* 
Zahl  die  allgemeine  Gleichung: 

709)  „„£  =  i +-•..*£!. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S,  diejenige  Druckspannung 
welche  ohne  das  Hinzutreten  der  Biegung  iu  der  Stange  ent- 
standen sein  würde,  und  die  Verhältnisszahl  n  giebt  an:  wie  tiel- 
mal  die  Druckspannung  vergrössert  werden  kann  durch  das  Hin- 
zutreten der  Biegung. 

Die  Zahl  n  giebt  daher  zugleich  an :  den  wievielten  TbeH  von  *r 
sonst  zulässigen  Druckspannung  man  als  Belastung  für  jede  Fliehen- 
einheit  des  Querschnitts  als  zulässig  in  Rechnung  bringen  darf,  wen* 
die  Stange  eine  genügende  Widerstandsfähigkeit  gegen  das  Zerknick» 
besitzen  soll. 
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Wenn  man  die  Werthe  des  Coefficienten  8  aus  der  Tabelle 
des  §  116  bestimmt  und  in  Gleichung  709)  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  resp.  für: 

Gusseisen :        8  =  -^  710)    n  =  1  -f  -J^-  Zg- , 

Schmiedeisen:  8  = -g^jö,        711)    «  =  1 -f- --J^  Z|! , 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  %  das  Trägheitsmoment  der 
Qaerschnittsfläche  in  Bezug  puf  diejenige  Schwerpunktsachse, 
welche  rechtwinkelig  zur  Biegungs-Ebene  steht,  d.  h.  rechtwinkelig 
zu  derjenigen  Ebene,  in  welcher  eine  Biegung  der  Stange  am 
leichtesten  hervorgebracht  werden  kann. 

Wenn  z.  B.  der  Querschnitt  ein  Rechteck,  und  H  die  grössere,  B  die 

kleinere  Seite  desselben  ist,  so  würde  X  =  —  ^ —  zu  setzen  sein,  wenn  da- 

B IP 
gegen  H  die  kleinere,  B  die  grössere  Seite  wäre,  so  würde  %  =  -    „ —  zu 

E?  ü    TT  IQ 

setzen  sein.     Für  letzteren   Fall   würde   man    also  -y  =  -= —   =  -rr, 

%  ~   B  TP         H 

zu  substituiren  haben  und  die  Gleichungen  erhalten  resp.  für: 

Gusseisen:         713)    n  =  1  +  0,00225 (fy 

Schmiedeisen:  714)    n  =  1  +  0,001125  (~r) 

Holz:  715)    n  =  l +  0,0027  {-^j 

ans  denen  sich  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  ergeben: 

-^  =    10  20  30         40         50     * 

Gnsseisen:        n  =  1,225         1,9       3,025*    4,6      6,625 

Schmiedeisen:  n  =  1,1125      1,45      2,0125       2,8     3,8125 

Holz:  n  =  l,27         2,08       3,43        5,32      7,75. 

Setzt  man  als  zulässige  Druckspannung  für  Schmiedeisen  S  =  6  Kil.,  so 
würde  z.  B.  eine  parallelepipedische  schmiedeiserne  Stange,  deren  kleinere 
Querschnitts-Dimensionen  //  den  zwanzigsten  Theil  der  Länge  I,  beträgt,  nur 
mit  dem  Gewichte: 

8%  = '  -  =  ^4-  =  4,14  Kil. 
1         n  1,45 

für  jeden  Quadratmillimeter  des  Querschnitts  belastet  werden  dürfen;  und 

wenn  z.  B.  H  =  10mm,  B  =  40rom  ist,  so  würde  die  Druckkraft  K  (Fig.  517) 

die  Grösse 

Ä'  =  F .  Sx  =  400  .  4,14  =  1656  Kil. 
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nicht  aberschreiten  dürfen,  wenn  noch  hinreichende  Sicherheit  gegen  dis  Zer- 
knicken vorhanden  sein  soll. 

Wenn  die  Querschnittsnache  in   der  Differenz   zweier   Rechtecktiächeo 

f*  jD  JJ Jv  l 

besteht  (Fig.  476),  so  ist  —^-  =  -, -- zn  setzen,  und  die  für 

12  "  Ll  12  u  n 

Schmiedeisen  gefundene  Gleichung  714)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an: 

716)  «  =  1  +  0,001125-^7^^. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B.  für  eine  quadratische  schmiedeiserne  Rühre, 
deren  Wandstärke  ^  der  äusseren  Dicke  beträgt,  die  Gleichung: 

717)  n  ==  1  +  0,00062  (  ^Y 

und  wenn  zugleich  die  äussere  Dicke  H  gleich  dem  zwanzigsten  Theüe  der 

Länge  L  ist,  so  wird: 

n  =  1,248. 

Eine  solche  Röhre  würde  also   unter  den  obigen  Voraussetzungen  nur  mit 
dem  Gewichte: 

8,r  Tau" =  4,s  Ka- 

pro  Quadratmillimeter  ihres  Querschnitts  belastet  werden  dürfen. 

Für  eine  rund«  schmiedeiserne  Röhre  vom  äusseren  Durchmesser  D  und 

vom  inneren  Durchmesser  d  würde  -^-  =  — ==    -  ~,  ,    ,. 

*  r\(DA  —  dA)  D    *  d 

64 

setzen  sein,  und  ergiebt  sich  nach  Gleichung  714)  der  Werth: 
Fig.  518.  718)    w  =  1  +  0,0015  (  -,^r)  . 


16 


o 


+ 

Setzt  man  hierin  -=-  =  0,9   und    —f—  =  20,    so  wird 

▼AT       n  =■  1,3315  und   £,  =  4,5  Kü. 

Für  d  =  0  und  —  =  20  dagegen  wird  n  =  1,6  uud 
I       l  Sx  =  3,75  KU. 

c\\      \  Denkt  man  sich  in  Fig.  517  die  eine  Hälfte  der 

7^;1',.  .TT7"    Stange  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen,  so  findet 

man,   dass  dadurch  in  dem  Spannungszustande  der 

\  anderen  Hälfte  —  folglich  auch  in  der  bei  C  *4att- 

1         findenden    grössten    Druckspannung   —   keine   Aeu- 

derung  hervorgebracht  werden  würde.    Die  allgemeine 

t/l       Gleichung  709)  gilt  daher  auch  für  den  in  Fig.  518 

dargestellten  Fall,  und  wenn  man  wiederum  L  —  2/ 

setzt,  so  erhält  man  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

719)    *  =  i+  \-F£-. 


Widerstand  gegen  Zerknicken. 


527 


Für  eine  massire  runde  schmiedeiserne  Stange,  deren  Länge  BC  =  l  das 
Zwanzigfache  des  Durchmessers  beträgt,  wurde  als  in  diesem  Falle  n  =  3,4  und 

8t  =  -qT-  =■  1,76  KU.  «tt  setzen  sein;  und  wenn  der  Querschnitt  der  Stange 

z.  B.  100  Quadratmillimeter  enthielte,  so  würde  bei  der  in  Fig.  518  dargestellten 
Befestigungsweise  nur  eine  Belastung  K  =  176  KU.  als  zulässig  zu  betrachten 
sein  (während  dieselbe  Stange  bei  der  in  Fig.  517  dargestellten  Belastungs- 
weise ein  Gewicht  K  =  375  Kil.  mit  hinreichender  Sicherheit  tragen  würde). 


Fig.  519. 


Wenn  an   dem  freien  Ende  der  Stange   ausser  der  parallel 

zur  Richtung  derselben  wirkenden  Kraft  K  noch 
eine  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtete  Kraft 
P  wirkt  (Fig.  519),  so  setzt  sich  die  grösste  in 
der  Stange  vorkommende  Druckspannung  an 
der  Befestigungsstelle  C  aus  drei  Spannungen 
zusammen,  von  deinen  die  beiden  ersten  wie 
im  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sind,  während 
für  die  von  der  Kraft  P  hervorgebrachte  dritte 
Spannung  S3  aus  Gleichung  610)  der  Werth  ' 
sich  ergiebt: 


w 


720)    S3  =  ^Pl 

Betrachtet'  man  die  Kräfte  K  und  P  als  Seitenkräfte  der 
den  Winkel  *  mit  der  Stangenrichtung  einschliessenden  Kraft  R1 
und  setzt  man  P  —  K  tg  a ,  oder  [da  nach  Gleichung  702) 
K=z  Sx  F  ist]  P=  Sx  Ftg  a,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

7.21)     o3  = 2:        .  £>,. 

Um  die  zulässige  Grösse  der  Kraft  R  zu  bestimmen,  hat 
man  die  Summe  der  drei  Spannungen  Sx  (Gleichung  702),  S2 
(Gleichung  707),  Sz  (Gleichung  721)  gleich  der  zulässigen  Span- 
nung S  zu  setzen  und  erhält  dann  für  das  Verhältniss  der  letz- 
teren zur  ersteren  die  Gleichung: 


722)    ...   *_|+J£ 


(t  +  t*«)- 


Wenn  man  aus  dieser  Gleichung  die  Grösse  St  berechnet 
hat,  so  kann  man  die  Grösse  R  aus  Gleichung  702)  bestimmen, 
indem  man  darin  für  K  den  Werth  Äcosa  substituirt,  woraus 
sich  die  andere  Gleichung  ergiebt*: 

FSX 


723)     R  = 


cosa 
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Fig.  521. 


B 


a  D 


K 


c 


Setzt  man  z.  B.  *  =  45°,  so  erhält  man  für  eine  runde  schmiedeiserne 
Stange,  deren  Länge  das  Zwanzigfache  des  Durchmessers  beträgt,  ans  Glei- 
chung 722)  n  =  163,4,  also  Sx  =  j*^  =0,0367  Kil.  und  nach  Gleichung  693) 

B  =  F. 0,052;  also  z.  B.  fttr  ^=10000- 
wird  B  =  52  Kil. 

Für  den  Fall,  dass  statt  der  ein- 
zelnen Kraft  P  ein  Kräftepaar  vom 
Momente  9R  =  Ka  an  dem  freien 
Ende  der  Stange  wirkt  (Fig.  520). 
hat  man  nach  Gleichung  610): 

724)     Sz=~Ka 

zu  setzen  und  im  Uebrigen  die  Grösse 
n  wie  beim  vorigen  Falle  zu  bestim- 
men. Setzt  man  nach  Gleichung  7U2» 
K=FSV  so  erhält  man  die  Gleichung. 

720)    —  ^—  «  +  ^  ff +(-7-)-(t)P 

welche  auch  für  den  in  Fig.  521  dargestellten  Fall  gültig  ist,  da 
man  durch  Hinzufügung  der  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  A' 
in  dem  Punkte  B  ein  Kräftepaar  vom  Momente  Ka  und  ausser- 
dem eine  im  Punkte  B  angreifende  Einzelkraft  K  erhält 

Wenn  z.B.  bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Werthen  -.-  =  „- 

gesetzt  wird,  so  erhalt  man  n  =  9,8  und  Sx  =  QQ-  =  0,C12  und  als  in- 

lässige  Belastung  des  Punktes  1)  (Fig.  521)  die  Grösse  K  =  F .  Sx  =  612  Kil 
Wenn  die  Stange  aus  einem  Material  besteht,  für  welche* 
die  zulässige  Zugspannung  kleiner  ist  als  die  zulässige  Druck- 
spannung (wie  z.  B.  bei  dem  Gusseisen),  so  würde  man  bei  all<  u 
diesen  Fällen  der  Sicherheit  wegen  ausserdem  noch  zu  unter- 
suchen haben,  ob  bei  dem  vorauszusetzenden  Biegungszustaiulr 
der  Stange  die  an  der  convexen  Seite  der  Biegungscurve  bei  d*-r 
Befestigungsstelle  C  entstehende  grösste  Zugspannung  die  für 
letztere  als  zulässig  anzunehmende  Grösse  nicht  überschreitet 

§  127. 
Widerstand  gegen  Abseheernng. 

Denkt  man  sich  die  an  den  festen  Punkten  A  und  H  1*- 
festigten    beiden   rechtwinkelig    zu    einander    gerichteten  Stanntii 
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AC  und  BC  (Fig.  522)  durch  einen  Gelenkbolzen  C  mit  einander 
verbunden,  ujid  an  diesem  Verbindungspunkte  ein  Gewicht  K  auf- 
gehängt,   so    entsteht 
Pig.  522.  Fig.  523.  in  der  Stange  AC  der 

£\MA  mm  Zug -Widerstand 

j     JV  726)     £=*cosa 

und  die  Stange  BC 
leistet  den  Druck- Wi- 
derstand : 

727)    D  =  JTsina. 

In    Folge   der  mit 
diesen  Spannungen  ver- 
bundenen Längenände- 
rungen     der     beiden 
Stangen  senkt  sich  der 
Belastungspunkt  um  eine  Grösse  o  (Fig.  523),  welche  als  aus  zwei 
Theilen  ot  und  o2  zusammengesetzt  angesehen  werden  kann.  Den 
ersten  Theil  o,  findet  man,   indem   man  annimmt,   dass  nur  die 

Stange  A  C   ihre   Länge 
Fi«  &24  Pig.  525.  ändert    (Fig.   524),    den 

anderen  Theil  o2 ,  indem 
man  annimmt,  dass  nur 
die  Stange  BC  ihre  Länge 
ändert  (Fig.  525).  Es  soll 
angenommen  werden,  dass 
die  Querschnittsflächen 
der  Stangen  resp.  den  von 
ihnen  zu  leistenden  Wider- 
ständen Z  und  D  propor- 
tional gewählt  wurden, 
dass  also  die  Spannung 
pro  Flacheneinheit  des  Quer- 
schnitts in  beiden  Stangen  dieselbe  Grösse  hat.  In  diesem  Falle 
ist  das  Verlängerungs-Verhältniss  der  Stange  A  C  ebenso  gross  wie 
das  Verkllrzungs- Verhältniss  der  Stange  B  V\  wenn  also  dieses  Ver- 
hältniss  mit  5  bezeichnet  wird,  so  ist: 


728)    o=-£^-  =  -^- 


AC 


BC 


Ritter,  Mechanik. 
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Da  die  Längenändeningen  als  verhältnissmässig  sehr  kleine 
Grössen  zu  betrachten  sind,  so  kann  nach  Fig.  524  gesetzt  werden: 

729)  3.  =  C  C.  .  cos  a  =  o.iC\  cos  a  =  o  -.   —  .  cos  * 

11  sin  a 

und  ans  Fig.  525  ergiebt  sich  für  die  Senkung  o2  der  Werth: 

730)  a*  =  CC,  .  sin  a  =  o  .  ß  C  .  sin  a  =  o  —     .  sin  a. 

72  *  cos  a 

Durch  Addition  dieser  beiden  Grössen  erhält  man  für  die 
totale  Senkung  den  Werth: 

731)  o  =  5/  (-?¥■  ?-  +  >--?-)  =  -4-\U 

\  sin  *      '      cos  a  /  sin  2  a 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  a  =  45°  ist,  wird  also: 

732)  a  =  2o/. 

Wie  in  Fig.  522  die  Elasticitats- Widerstände  der  beiden 
Stangen  AC  und  BL\  so  kann  man  sich  die  Zug-  und  Druck- 
Widerstände  der  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  wirkend  vor- 
stellen  in   einem    sehr    kurzen   Balkenstücke  AB  CD  (Fig.  5261 

welches  am  einen  Ende   in  einer  festen 
Pig.  526.  Wand  befestigt,  einer  am  anderen  Ende 

<|] l^B  wirkenden  abscheerenden  Kraft  ausgesetzt 

ist.     Man  kann  sich  dieses   Balkenstüek 

fcfeofa      zerlegt  denken  in  parallele  Streifen,  deren 

\    \      /  Richtung  den  Winkel  a  mit  der  Vertiealen 


^esina 

\ 


\ 


/ 


'M 


n 


"» 


j  /  einschliesst,  und  annehmen,  dass  in  die^wi 

Streifen  Zugspannungen  entstehen ,   wah- 
rend gleichzeitig  in  einer  Richtung  recht- 
s*  winkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  Pmck- 

spannungen  in  diesen   Streifen  hervorge- 
I  bracht    werden.      Das     Zusammenwirken 

"  ?  dieser  Zug-  und  Druck-Widerstände  kanu 

man  sich  in  ähnlicher  Weise  geschehend 
vorstellen  y  wie  wenn  jeder  von  den  gezogenen  Streifen  an  seinem 
Endpunkte  unterstützt  wäre  durch  einen  rechtwinkelig  zu  ihm  ge- 
richteten gedrückten  Streifen,  dessen  Material  zugleich  einen  Thed 
des  in  den  unterhalb  liegenden  gezogenen  Streifen  enthaltenen 
Materials  bildet. 

Wenn  die  verticale  Endfläche  eines  der  gezogenen  StreirVn 
mit  e  bezeichnet  wird ,  so  ist  e  sin  a  der  Querschnitt  des  ge- 
zogenen,  und  e  cos  a  der  Querschnitt  des  zugehörigen  gedrückten 
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Streifens.  Wenn  ferner  mit  S  die  auf  jede  Flächeneinheit  der 
rerticalen  Endfläche  wirkende  abscheerende  Kraft  bezeichnet 
wird,  und  resp.  mit  j,  b  die  in  den  gezogenen  und  gedrückten 
Streifen  entstehenden  Zug-  und  Druckspannungen  pro  Flächen- 
einheit, so  nehmen  die  Gleichungen  726)  und  727)  für  diesen 
Fall  die  Form  an: 

j .  e  sin  a  =  Ss  .  cos  et,     b  .  s  cos  «  =  St .  sin  a,     oder 

«-in-.  »=*■%«• 

Die  Grössen  ]  und  b  hängen  also  ab  von  der  willkürlich  an- 
genommenen Grösse  des  Winkels  a.  Man  darf  voraussetzen,  dass 
in  Wirklichkeit  die  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  solche 
Richtungen  annehmen,  bei  welchen  für  die  Zug-  und  Druck- 
spannungen in  denselben  gleiche  Grössen  sich  ergeben.  Unter 
dieser  Voraussetzung  würde  - —  =  tg  a  oder  a  =  45"  zu  setzen 
sein  und  wird: 

733)     i  =  S  =  b. 

Zugleich  kann  in  diesem  Falle  die  Senkung  der  Endfläche 
nach  Gleichung  732)  bestimmt  werden,  wenn  wiederum  der  Quotient 
■g  =  S  gesetzt  wird,  oder  aus  der  Gleichung : 

734)    .  =  *•!-'' 
welche  zeigt,  dass  diese  der  Abscheerungsspannung 
S  entsprechende  Verschiebung  doppelt  so  gross  ist, 
als  die 'der  Längsspannung  S  entsprechende  Verlän- 
gerung des  Balkens  sein  würde. 

Wenn  die  ganze  Endfläche  mit  F,  und  die 
ganze  auf  die  Endfläche  wirkende  abscheerende 
Kraft  mit  K  bezeichnet  wird  (Fig.  527),  so  ist 
K=  SF  zu  substituiren,  und  man  erhält  die  Glei- 
chungen : 

735)     0  =  2-^-     und     736)     j  =  -J-  =  b, 

j,         deren   letztere   zeigt,   dass   die   von    der    auf  Ab- 

frSF    scheerung  wirkenden  Kraft  K  hervorgebrachten  Zug- 

und  Druckspannungen  dieselbe  Grösse  haben,   wie 

wenn  diese  Kraft  K  in  horizontaler  Richtung  wirkend  den  Balken 

in   seiner   LäDgenrichtung    spannte,  in    welchem    Falle   ebenfalls 

pro.  Flächeneinheit  des    Querschnitts   die    Spannung   S  =         in 


Fig.  527. 
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demselben  entstehen  würde.  Hieraus  folgt  /.  B.  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  489  und  Fig.  492  dargestellten  Formen  eines  Trägers  von 
gleichem  Widerstände:  dass  der  Querschnitt  des  Balkens  nach 
dem  Endpunkte  hin  nicht  bis  auf  die  Grösse  Null  abnehmen  darf, 
sondern  nur  bis  auf  diejenige  Grösse: 

737)    F  =    f - , 

bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  des  Balkens  gegen  die  ab- 
scheerende  Wirkung  der  am  freien  Ende  desselben  angreifenden 
Kraft  K  noch  eine  hinreichende  Grösse  behält 

Zar  vollständigen  Losung  der  in  §  119  behandelten  Aufgabe,  betreffend 
die  Maximal  Spannung  im  gebogenen  Balken,  würde  noch  erforderlich  sein,  zu 
untersuchen:  nach  welchem  Gesetze  die  Abscheerungskraft  V  =  K  (Fig.  475. 
auf  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  sich  vertheilt,  und  auf  welche  WrUe 
die  in  jedem  Querschnitte  durch  die  abschccrewde  Wirkung  der  Kraft  K  her- 
vorgebrachten Zug-  und  Druckspannungen  mit  den  der  bie|Wdwi  Wirkung  dieser 
Kraft  entsprechenden  horizontalen  Biegungsspannungen  zu  den  resultirenden 
Spannungen  sich  zusammensetzen.  Es  zeigt  sich  indessen  bei  diesen  Unter- 
suchungen, dass  die  auf  solche  Weise  zu  bestimmenden  wirkliche«  Maxim «d- 
spannungen  in  den  meisten  Fällen  nur  tun  Weniges  grösser  sind  als  die  in 
§  119  gefundenen  Werthe,  und  dass  bei  einem  prismatischen  Balken,  de<,vn 
Länge  gross  ist  im  Verhalt niss  zu  dessen  Querschnittsdimensionen  in  der  Regel 
die  abscheerende  Wirkung  der  biegenden  Kraft  ganz  unberücksichtigt  gelassen 
werden  darf. 

Die  Gleichung  737)  kann  auch  benutzt  werden  zur  Bestim- 
mung der  erforderlichen  Querschnittsflächen  der  Niete  bei  Blech- 
verbindungcn,  wobei  zu  unterscheiden  ist  zwischen  dem  Falle,  in 
welchem  bei  etwa  erfolgender  Trennung  der  Verbindung  eine  Ab- 
scheerung  des  Nietes  längs  einer  Querschnittsfläche,  und  dem 
Falle,  in  welchem  eine  Abscheerung  längs  zwei  Querschnittsfliichen 
zugleich  entstehen  würde  —  wie  z.  B.  bei  der  in  Fig.  528  dar- 
gestellten Verbindung.  In 
Fig.  528.  letzterem  Falle  ist  die  er- 

forderliche  Querschnitts- 
-r  J  K  fläche  des  Nietes  zu  be- 

rechnen     aus    der   (Jlei- 


chung: 

2FS  =  K\ 

und  für  die  (J rosse  d,  als  erforderlichen  Durchmesser  des  Niete>, 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

738)     2  .  -J  d*  .  S=  K    oder    rf  — |  ?*  , 
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in  welcher  für  die  zulässige  Spannung  S  im  Allgemeinen  ein 
etwas  kleinerer  Werth  in  Rechnung  zu,  bringen  ist,  als  bei 
Stangen,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen  werden,  inso- 
fern die  oben  gemachte  Voraussetzung:  dass  die  abschcerende 
Kraft  gleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  sich  vertheilt,  hier 
nicht  iü  aller  Strenge  zutrifft. 

Setzt  man  z.  B.  K  =  1000  EU.  und  als  zulässige  Abscheerungsspannung 
für  Schmiedeisen  ß=4  Eil.  pro  Quadratmillimeter,  so  erhält  man  als  er- 
forderlichen Durchmesser  des  Nietes: 


d  ---=  y  -|^jj-  =  12,6  Millimeter. 


-  Selbstverständlich  ist  in  solchen  Fällen,  wo-  mehrere  in  einer  Reihe  be- 
findliche Niete  an  dem  Widerstände  gegen  die  abscheerende  Kraft  sich  be- 
theiligen, für  K  derjenige  Bruchtheil  der  ganzen  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen, 
welcher  bei  der  Vertheilung  auf  das  einzelne  Niet  fallt. 

§  128. 

Widerstand  gegen  Torsion. 

Die  Gültigkeit  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Glei- 
chungen beschränkt  sich  auf  Solche  Fälle,  in  denen  die  Länge  l 
des  aus  der  festen  Wand  hervorragenden  Balkenstücks  oder 
Blechstreifens  (Fig.  527)  eine  sehr  geringe  Grösse  hat,  und  die 
gleichzeitig  entstehenden  Biegungsspannungen  in  Folge  dessen 
nicht  in  Betracht  konmien.  Wenn  man  sich  dagegen  jenen  Blech- 
streifen kreisförmig  in  sich  zurücklaufend  zu  einer  Röhre  umge- 
formt denkt,  wobei  jede  von  den  auf  die  einzelnen  Flächenein- 
heiten der  Endfläche  wirkenden 
Fig.  529.  Abscheerungskräften  S  nunmehr 

eine  in  tangentialer  Richtung  an 
der  ringförmigen  Endfläche  wir- 
kende Kraft  bildet  (Fig.  529),  so 
findet  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  Gleichungen  733)  und  734) 
für  jede  beliebige  Länge  der 
Röhre  gültig  bleiben.  Denn 
wenn  man  sich  die  ganze  Röhre 
in  unendlich  kurze  Stücke  von 
gleicher  Länge  zerlegt  denkt,  so 
zeigt  es  sich,  dass  jedes  ein- 
zelne von  diesen  Ringstücken  genau  in  demselben  Zustande  wie 
jedes  der  übrigen  sich  befindet,  dass  also  die  ganze  Verschiebung 
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der  Endfläche,  als  Summe  der  unendlich  kleinen  Verschiebungen, 
welche  für  jeden  einzelnen  Ring  nach  §  127  sich  ergeben  würden, 
unmittelbar  aus  Gleichung  734)  bestimmt  werden  kann,  wenn  man 
darin  für  l  die  ganze  Länge  der  Röhre  setzt.  Für  den  der  Ab- 
scheerungsspannung  S  entsprechenden  Verdrehungswinkel  9  ergiebt 
sich  hiernach  die  Gleichung: 

739)    o  =  Ä.?  =  2|/, 

welche  zeigt,  dass  bei  gegebener  Länge  der  Röhre  die  einem  be- 
stimmten Verdrehungswinkel  der  Endfläche  entsprechende  Ab- 
scheerungsspannung  S  dem  Halbmesser  R  proportional  ist. 

Wenn  also  bei  einem  massiven  Cylinder,  dessen  eine  End- 
fläche an  einer  festen  Wand  befestigt  ist,  die  freie  Endflache  um 
$inen  bestimmten  Winkel  9  verdreht  wird,  so  entstehen  in  den 
einzelnen  Hohlcylindern ,  aus  welchen  man  sich  den  massiven 
Cylinder  zusammengesetzt  denken  kann,  Abscheerungsspannungen 
von  verschiedenen  Grössen,   deren   Verhältniss  gleich  dem  Ver- 

hältniss  der  Halbmesser  dieser  Hohlcylinder 
ist,  und  wenn  mit  *  die  Abscheerungs- 
spannung  pro  Flächeneinheit  in  der  Quer- 
schnittsfläche des  Hohlcylinders  vom  Halb- 
messer p  bezeichnet  wird  (Fig.  530),  so  ist: 


Fig.  530. 


740) 


8 

s 


_  p 

R 


oder    *  =■ 


R 


P- 


Diese  Spannung  *  bildet  zugleich  den  in 

jeder  Flächeneinheit  dieser  ringförmigen 
Querschnittsfläche  auftretenden  tangential  gerichteten  Widerstaud. 
welcher   der   Verdrehung   des   Cylinders   entgegenwirkt.     Der  in 

einem  Flächentheilchen  /  dieser  Ringflache 
Fig.  531.  auftretende   Torsions  widerstand  (Fig.  529  > 

ist  also: 

741)  t/  =  -|/p, 

und  das  statische  Moment'  dieses  Wider- 
standes in  Bezug  auf  die  Achse  des  Cylin- 
ders ist: 

742)  ./p--g/p*. 

Das  Moment  2R  eines  auf  die  freie  Endfläche  des  Cvlindei> 
wirkenden  Kräftepaares,  welches  diese  Verdrehung  hervorbringt n 
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(oder  den  Cylinder  in  diesem  Torsionszustande  erhalten)  soll, 
muss  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller  der  in  den 
einzelnen  Flächentheilchen  der  ganzen  Querschnittsfläche  auf- 
tretenden Torsionswiderstände  sein,  also  ist: 

743)  2R  =  2(4/P>) 

oder,  da  die  Grösse  -^-  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter 
dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  ist: 

744)  SR  =  -f-2(/p»). 

Wenn  man  die  Grösse  2  (/p2)  als  Trägheitsmoment  der  Quer- 
schnittsfläche in  Bezug  auf  die  geometrische  Achse  des  Cylinders 
mit  5E0  bezeichnet,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

745)  SR  =  -!-&.. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  von  dem  Kräftepaare  2R  her- 
vorgebrachte grösste  Abscheerungs-Spannung  S  berechnen,  welche 
zugleich  (nach  Gleichung  733)  mit  den  grössten  in  dem  ganzen 
Cylinder  vorkommenden  Zug-  und  Druckspannungen  ihrer  Grösse 
nach  übereinstimmt. 

Um  ferner  den  von  diesem  Kräftepaare  hervorgebrachten 
Torsionswinkel  <p  zu  bestimmen,  hat  man  den  aus  obiger  Glei- 
chung für  S  sich  ergebenden  Werth: 

746)  8  =  #  .  2» 

in  Gleichung  739)  zu  substituiren ,  welche  alsdann  für  <p  aufge- 
löst, die  Form  annimmt: 

74?)  *=--:»*.- 

Für  einen  Hohlcylinder  vom  äusseren  Halbmesser  R  und 
inneren  Halbmesser  r  würde  nach  Gleichung  457)  %0  =  ■—  (R4  —  r4) 

zu   setzen  sein;   für  den  massiven  Cylinder  dagegen  I0  =  ^R4 

Wenn  man  den  letzteren  Werth  in  Gleichung  746)  substituirt,  so 
nimmt  dieselbe  für  R  aufgelöst  die  Form  an: 


748)    R  =  \2™ 


Sk 

und   kann   in   dieser   Form   benutzt   werden  zur  Berechnung  des 
erforderlichen  Durchmessers  einer  Welle,  deren  Torsion6widerstand 
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durch  zwei  gleiche  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaare  vom 
Momente    ÜB  =  Kn  —  Pb    in    Anspruch    genommen    wird,    und 

welche  unter  Einwirkung  dieser 

*"  beiden   einander  im  Gleichge- 

^>  ^-n.  .  wicht  haltenden  Drehkräfte  e.ue 

\\         gleichförmige       Drehbewegung 

J>  /\>\         ausführt  (Fig.  532). 

'     .'     \  D     "       »'      !■  Wennz.U.Ä"=10ÜOKil.,a=4(K»" 

t  l  -    K      und  (als  zulasse  Abscheerungsspan- 

',.      .'  ^  nung  für  Schmiedeisen)   S  =  4  Kil 

^       y  gesetzt   wird,    so   ergiebt   sich    für 

^S  Jen  erforderlichen  Durchmesser  d»r 

Werth: 

3        _ 

m  f*    1000    400 
I)  =  2  R  =  2V  -       "  ;\—  =  HO  Millimeter, 

r         4.o,14 

welcher  unabhängig  ist  von  der  Länge  der  Welle.  Der  TorsionswinM  da- 
gegen hängt  ab  vom  Abstände  der  Drehungsebenen  der  beiden  Kraftepaare 
von  einander,  und  wenn  man  z.  B.  /  =  10000mn  setzt,  so  erhalt  man  aas 
Gleichung  739)  für  <p  den  Werth: 

*  =    UE-  =  ~  4O.2ÖÜ0O  "  =  °A  °def  *  =  5    43   4 " 
Nach  Gleichung  376)  kann  für  das   Moment  des  treibenden 
(oder   des  widerstehenden)  Kräftepaares   auch   der  Werth  gesetzt 
werden  (für  den  Millimeter  als  Längeneinheit): 

gn  =  JÜ      60.75000 
n    '  2n 

worin  n  die  Umdrehungszahl  der  Welle  pro  Minute  und  X  die 
von  dem  treibenden  Kräftepaare  auf  die  Welle  übertragen 
mechanische  Arbeit  in  Pferdekräften  ausgedrückt  bezeichnet. 
Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  748)  substituirt,  so  erhält 
man  für  dun  Durchmesser  der  Welle  die  Gleichung: 

3 

749)    D  —  2/? —154  )/-£8 -. 

Eine  schmiedeiserne  Welle  z.  B.,  welche  in  jeder  Minute  100  Um- 
drehungen macht  und  dabei  eine  mechanische  Arbeit  von  50  Pferdekraften 
von  einer  Welle  auf  die  andere  überträgt,  muss  den  Durchmesser  erhalten: 

3   __    

D  =  154  l/fQQ^  =  77  Millimeter. 
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Capitel 

Berechnungen  von  Dach-  und  Brücken- Constructionen. 

§  129. 
Methode  der  statischen  Momente« 

Die  Biegungs-Spannungen,  welche  in  einem  an  seinen  beiden 
Endpunkten  unterstützten  Balken  durch  eine  gleichförmig  über 
die  Länge  desselben  vertheilte  Belastung  hervorgebracht  werden, 
sind  immer  ungleichförmig  über  die  Querschnittsfläche*  desselben 
vertheilt.  Während  bei  Zunahme  der  Belastung  die  Spannung 
der  am  weitesten  von  der  Neutralen  entfernten  Faser  schon  die 
Etasticitätsgrenze  erreicht,  befinden  sich  die  in  der  Nähe  der 
Neutralen  liegenden  Fasern  noch  in  Spannungszuständen ,  bei 
welchen  die  Widerstandsfähigkeit  des  in  ihnen  enthaltenen  Mate- 
rials uur  theilweise  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also 
das  zum  Tragen  der  Belastung  bestimmte  Material  in  Form  eines 
massiven  Tragbalkens  verwendet  wird,  so  ist  die  Materialverwen- 
duug  insofern  eine  ungünstige  und  unvorteilhafte  zu  nennen: 
als  auf  diese  Weise  niemals  die  volle  Ausnutzung  der  ganzen 
Widerstandsfähigkeit  des  verwendeten  Materials  zu  erreichen  ist. 

Diesen  Uebelstand  kann  man  dadurch  vermeiden,  dass  man 
den  massiven  Tragbalken  ersetzt  durch  ein  System  von  gerad- 
linigen Stangen,  die  auf  solche  Weise  mit  einander  verbunden 
sind,  dass  in  jeder  Stange  nur  Zug-  oder  Druckspannungen  — 
niemals  aber  Biegungsspannungen  —  entstehen  können.  Die 
letztere  Bedingung  lässt  sich  dadurch  erfüllen,  dass  je  zwei 
Stangen,  da  wo  sie  zusammentreffen,  durch  einfache  Gelenkbolzen 
(Scharniere)  mit  einander  verbunden,  und  ausschliesslich  diese 
Gelenkpunkte  als  Belastungspunkte  gewählt  werden.  Denn  wenn 
man  sich  in  einer  solchen  Stangeu  -Verbindung  irgend  eine  (als 
gewichtlos  zu  betrachtende)  Stange  durchschnitten  denkt  und  an 
jeder  Schnittstelle  eine  Kraft  hinzugefügt,  welche  den  früheren 
Gleichgewichtszustand  wieder  herstellt,  so  fällt  diese  Kraft  stets 
not  der  Längenrichtung  der  Stange  zusammen,  da  sie  andernfalls 
die  Stange  um  den  Gelenkpunkt  drehen  würde  (vergl.  Fig.  195). 
Die  Spannung  einer  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  ge- 
zogen oder  gedrückt  wird,  vertheilt  sich  gleichförmig,  sowohl  über 
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die  Querschnittsfläche,  als  auch  über  die  ganze  Länge  der  Stange. 
Es  ist  also  möglich,  durch  passende  Wahl  der  Querschnittsflächen 
der  einzelnen  Stangen  zu  erreichen,  dass  die  Widerstandsfähig- 
keit des  in  der  ganzen  Stangen-Verbindung  enthaltenen  Materials 
vollkommen  ausgenutzt  wird. 

Um  die  Spannungen  der  einzelnen  Stangen  zu  finden,  hat 
man  zunächst  die  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen ,  welche  auf  die 
ganze  Stangen -Verbindung  einwirken.  Diese  äusseren  Kräfte  be- 
stehen erstens:  in  den  Gewichten,  welche  die  einzelnen  Belastungs- 
punkte zu  tragen  haben,  zweitens:  in  den  Gegendrücken  der 
beiden  festen  Stützpunkte.  Um  diese  äusseren  Kräfte  zu  bestim- 
men, kanif  man  sich  die  ganze  gleichförmig  über  die  Spannweite 
AB  vertheilte  Belastung,  welche  von  der  Stangen- Verbindung  ge- 
tragen werden  soll,  dargestellt  denken  durch  einen  horizontalen 
Balken  ab  (Fig.  533),  welcher  auf  solche  Art  in  einzelne  Stücke 


Fig.  533. 


zerschnitten  ist,  dass  jede  Schnittstelle  vertical  über  einem  der 
Belastungspuukte  sich  befindet,  d.  h.  über  einem  derjenigen  Ge- 
lenkpunkte, welche  zur  Aufnahme  der  Belastungen  bestimmt  sind. 
Jede  dieser  Schnittstellen  hat  man  sich  durch  eine  Verticalstang^ 
unterstützt  zu  denken,  welche  den  Druck  der  auf  ihrem  oberen 
Endpunkte  ruhenden  Last  auf  den  betreffenden  Belastungspuukt 
überträgt  (vergl.  §  54). 

Man  findet  auf  diese  Weise,   dass  z.  B.   bei  der  in  Fig.  533 
dargestellten  Anordnung  jeder  von  den  sieben  Belastungspunkfcn 

das  Gewicht  P  =  ^~-  zu  tragen  hat,  während  an  jedem  der 
beiden  Endpunkte  A  und  B  das  Gewicht  p  -  unmittelbar  mn  dt  ru 
betreffenden    Auflagerpunkte    getragen    wird-     Die   Gegendrückt. 
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welche  von  den  beiden  Auflagerpunkten  auf  die  Stangen-Verbin- 
dung übertragen  werden ,  sind  auf  dieselbe  Weise  zu.  bestimmen, 
wie  bei  einem  einfachen  Tragbalken,  welcher  mit  dem  Gewichte 
7  P  belastet  ist,  und  sind  wegen  symmetrischer  Vertheilung  der- 
selben ein  jeder  gleich  der  Hälfte  dieses  Gewichtes  (Fig.  534). 


iP~D 


Fig.  536. 


7P 

Die  Spannung  einer  beliebig  auszuwählenden  Stange,  z.  B. 
die  Spannung  Y  der  Stange  EF,  lässt  sich  nunmehr  auf  'folgende 
Weise  bestimmen.  Man  denkt  sich  durch  eine  Schnittfläche  aß 
die  ganze  Construction  in  zwei  Theile  zerlegt  und  an  den  Schnitt- 
stellen die  Kräfte  X,  y,  Z  angebracht,  welche  das  Gleichgewicht 
wieder  herstellen   (Fig.  535).     Diese  Kräfte  X,  Y,  Z  fallen  nach 

der  oben  gegebenen  Erklärung  mit 
den  Längenrichtungen  der  drei 
durchschnittenen  Stangen  zusam- 
men und  bilden  die  Spannungen 
derselben.  Das  links  von  der 
Schnittfläche  liegende  Stück  ^4 aß 
(Fig.  535)  wird  im  Gleichgewicht 
gehalten  von  den  drei  bekannten 
y  Kräften  D,  P,  P  und  den  drei 

noch  unbekannten  Kräften  X,  F,  Z. 

Es    muss    also   die    algebraische 

Summe  der  statischen  Momente  dieser  sechs  Kräfte  in  Bezug  auf 

einen  beliebig  zu  wählenden  Drehpunkt  der  Kräfte -Ebene  gleich 

Null  sein. 

Um  die  unbekannte  Kraft  Y  zu  bestimmen,  stellt  man  die 
Gleichung  der  statischen  Momente  auf  und  wählt  als  Drehpunkt 
denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  Richtungslinien  der  beiden  anderen 
unbekannten  Kräfte  X,  Z  einander  schneiden,  also  den  Punkt  A. 
Man  erhält  dann  eine  Gleichung: 
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750)    0—  P.X-f  P.2X  —  Y.y, 

aus  welcher*  die  Kraft  Y  als  einzige  darin  vorkommende  unbe- 
kannte Grösse  sofort  berechnet  werden  kann,  sobald  die  Länge 
des  Hebelarms  y  durch  directe  Messung  vorher  bestimmt  wurde. 
Für  die  gesuchte  Spannung  Y  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

3X 


y=r- 


y 


R 


Das  gleiche  Verfahren  ist  bei  der  Bestimmung  der  Spannung  jeder  von 
den  übrigen  Stangen  anzuwenden.  Bei  der  Bestimmung  der  Spannung  X 
würde  man  den  DurchschnittBpunkt  F,  in  welchem  die  Richtungslinien  der 
beiden  Kräfte  F,  Z  zusammentreffen,  als  Drehpunkt,  zu  wählen  haben,  and 
bei  der  Bestimmung  der  Spannung  Z  den  Durchschnittspunkt  E  der  Richtungen 
X,  y.  Die  Schnittfläche  a  ß  ist  wo  möglich  stets  so  zu  legen,  dass  dieselbe 
höchstens  drei  Stangen  trifft,  darunter  die  Stange,  deren  Spannung  bestimmt 
werden  soll.  Es  würde  also  z.  B.  für  die  Bestimmung  der  Spannung  einer 
von  den  verticalen  Stangen  die  Schnittfläche  schräg  zu  legen  sein.  Wenn 
nur  zwei  Stangen  durch  die  Schnittfläche  getroffen  werden,  so  kann  irgend 
ein  beliebiger  in  der  Richtung  der  mitdurchschnittenen  Stange  liegender  Punkt 
als  Drehpunkt  gewählt  werden. 

§  130. 

Berechnung  dreieckformiger  Dach -Constructio  neu. 

Wenn  die  Spannweite  des  Daches  32  Meter  beträgt,  und  die 
Vertical- Ebenen  der  einzelnen  Binder  je  5  Meter  von  einander 
entfernt  liegen,  so  hat  derjenige  Theil  des  Daches,  welcher  von 
einem  einzelnen  Binder  getragen  wird,  im  Grundriss  gesehen  die 
Form  eines  Rechtecks  von  32  Metern  Länge  und  5  Metern  Brt* iw\ 
also  von  5  .  32=160  Quadratmetern  Flächeninhalt.  Wenn  ferner 
als  Totalbelastung  des  Daches  (incl.  Wind-  und  Schneedruck} 
200  Kil.   für  jeden  Quadratmeter  der  Grundrissfläche  gerechnet 

Fig.  536, 


werden,   so   beträgt   die   ganze   Belastung   des   in  Fig.  536  dar- 
gestellten einzelnen  Binders  200. 160^32000  Kil.      Nach  der  iu 
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Bezug  auf  Fig.  533  gegebenen  Erklärung  hat  also  die  Belastung, 
jedes  Belastungspunktes    die    Grösse  P  =   — fl  -   —  4000   Kil., 


8 


und  der    von   jedem    der  beiden  Auflagerpunkte  A,  B  auf  die 
Stangen- Verbindung    übertragene    Gegendruck    hat    die    Grösse 


D  = 


7.4000 


=  14000  Kil. 


Fig.  537. 


4000   ß 


Um  die  Spannung  X  der  horizontalen  Stange  des  Mittelfeldes 
zu  bestimmen,  zerlegt  man  durch  den   Vertical- Schnitt  aß  die 

ganze  Construction  in 
zwei  Theile  und  stellt  für 
den  einen  derselben,  z.  B. 
für  den  in  Fig.  537  dar- 
gestellten Theil  die  Glei- 
chung der  statischen  Mo- 
mente auf,  indem  man 
den  Durchschnittspunkt 
dfer  Richtuhgslinien  von. 
den  •  beiden  mitdurch- 
schnittenen Stangen,  also 
den  Punkt  C  als  Drehpunkt  wählt.   Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

0  =  —  X.  6,4  +  14000  .  16  -  4000  (12  -f-  8  +  4)      oder 
X  =  4-  20000  Kil. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  der  anderen  hori- 
zontalen Stangen  die  Gleichungen: 

0  =  —  Xx  .4,8  +  14000.12  -  4000  (8  +  4) 

X ,  =  +  25000  Kil. 
0  =  —  X2.3,2+ 14000.8  —  4000.4 

X}  =  +  30000  Kil.  , 

0  =  -  JT3.1,6  +  14000.4 

Xz  =  +  35000  Kil. 


Fig.  538. 


ItOM 


Zur  Bestimmung  der 
Spannung  Y  hat  man  den 
Durchschnittspunkt  der 
beiden  Kraftrichtungen 
-X,  Z,  also  den  Punkt  A 
als  Drehpunkt  zu  wählen 
(Fig.  538).  Für  den  Hebel- 
arm der  Kraft  Y  in  Be- 
zug auf  diesen  Punkt  fin- 
det man  (entweder  durch 
directe   Messung   in    der 
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Zeichnung,  oder  auch  durch  Berechnung  desselben  aus  der  Aehn- 
lichkeit  der  rechtwinkeligen  Dreiecke)  die  Grösse  10",  176  (oder 

--T=^===l-    Man  erhält  also  die  Gleichung: 
V  V  +  6,4*/ 

0  =  —  F.  10,176  +  4000(4  +  8+  12)    oder 
F=  + 9434  Kil. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  Yu    Y7  resp.  die 

Gleichungen:  Ä  „     Ä  ,,„   ,    ,_A  ,,    ,    ,v 

6  0  =  —  Ft  .6,146  +  4000  (4  +  8) 

F,  =  +  7810  Kil. 

0  =  —  F, .  2,499  +  4000 . 4 

Fj  ==  +  6403  Kil. 

Für  die  Spannung  Z  erhält  man  aus  Fig.  539,   indem  man 

die    algebraische    Summe 

Fig.  539. 


4000 


der  statischen  Momente  iu 
Bezug  auf  den    Funkt  E 
als  Drehpunkt  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung: 
0  =  Z.  4,4567  +  14000. 12 
—  4000(8  +  4)     (Hier 
Z=  — 26925  Kil. 
Das  negative  Vorzeichen  be- 
u  deutet,  dass  die  Spannung 

Z  eine  Druckspannung  kt. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  »ich  für  die  Spannungen  Z,,  Z1%  Z3  rv?p 

die  Gleichungen: 

-         0  =  Zx  .2,971  +  14000.8-4000.4 

Zx  =  -  32310  Kil. 
0  =  -  Z*  .1,4855-+  14000.4 

Z7  =  —  37695  Kil. 
0=   -  Z3. 1,4855+ 14000.4 

Z3  =  —  37695  Kil. 

Um  die  Spannung  V  /u 

bestimmen,   hat  man  m^< 

Z    die   Schnittfläche   auf  *li»* 

in    Fig.    540    angegebn.»* 

Weise    gelegt    zu    denkfL 

und     den     Durchschnitt* 

punkt    der    beiden   Kraft- 

X*    richtungen  Xt ,  Z.  also  dt  •. 

Punkt  A  als  Drehpunkt  /" 

wählen;   man  erhält  dam- 

die  Gleichung: 
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0=  V.  12  +  4000(4  +  8  4-12)     oder 
V=  —  8000  Kil. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  Spannungen  der  beiden  andern 
Terucalen  Stangen  die  Gleichungen: 

0  =  Vx  .8  +  4000  (4  +  8),       F,  =  —  6000  Kil. 
0  =  F2. 4 +  4000. 4,  V2  =  —  4000  Kil. 

Wenn  mit  S  die  zulässige  Spannung  '(in  Kilogrammen  pro 
Quadratmillimeter)  bezeichnet  wird  für  das  Material,  aus  welchem 
die  Stangen  bestehen,  so  findet  man  für  irgend  eine  Stange, 
deren  Spannung  eine  positive  (oder  Zug-)  Spannung  ist,  die  er- 
forderliche Querschnittsfläche  in  Quadratmillimetern  ausgedrückt: 
ißdem  man  die  gefundene  Spannungszahl  derselben  durch  die 
Zahl  S  dividirt.  Wenn  die  Stangen  —  wie  vorausgesetzt  werden 
soll  —  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  S  =  6  KiL  zu  setzen. 
Man  erhält  also  die  Querschnittsflächen  sämmtlicher  gezogenen 
Stangen,  indem  man  die  Spannungszahlen  derselben  durch  die 
Zahl  6  dividirt. 

So  z.  B.  erhält  man  für  die  erforderliche  Querschnittsfläche  der  horizon- 
talen Stange  de«  Mittelfeldes  die  Grösse: 

F  «  -%-  =  -^2.  =  3333  Quadratmillimeter. 

Um  die  erforderliche  Querschnittsfläche  irgend  einer  Stange 
zu  finden,  deren  Spannung  eine  negative  (oder  Druckspannung) 
ist,   hat  man  den   absoluten  Werth  der  für  dieselbe  gefundenen 

Spannungszahl    zu    dividiren    durch    den   Quotienten    — ,   dessen 

Xenner  n  den  Coefficienten  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken 
bedeutet  (§  123).  Dieser  Coefficient  hängt  ab  von  der  Form  des 
gewählten  Querschnitts.  Um  Material  zu  sparen,  hat  man  die 
Querschnittsformen  der  gedrückten  Stangen  womöglich  so  zu 
wählen,   dass  der  Coefficient  n   nur  wenig  grösser  als  Eins  wird. 

Um  z.  B.  zu  erreichen,  dass  für  diejenige  Stange,  deren  Spannung  mit 
Z  (=  —  26925  Kil.)  bezeichnet  wurde,  und  deren  Länge  4308  Millimeter  be- 
tragt, der  Coefficient  n  den  Werth  1,5  annimmt,  und  die  pro  Quadratmillimeter 

zulassige  Druckspannung  den  Werth  —  —   -~  =4  Kil.,  könnte  man  der 

Stange  die  Form  einer  quadratischen  Röhre  geben,  und  erhielte  für  die 
Grössen  £,  b  resp.  als  äussere  und  innere  Weite  dieser  Röhre  zunächst  die 
Gleichung : 

751)    B*  —  62  =  ^^-  =  6731  Quadratmillimeter. 
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Wenn  man  ferner  in  Gleichung  716)  die  Werthe  n  =  1,5,  L  =  4308,  H  =  B, 
h  =  b  substituirt,  so  erhält  man  die  zweite  Gleichung: 

752)     B*  -f  b*  =  417M. 

Ans  der  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe 
B  =  150,7  Millimeter  und  b  =  132,3  Millimeter. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  man  auch  z.  B.  bei  der  Wahl  der  in  Fig.  477 
dargestellten  Querschnittsform  die  Dimensionen  des  Querschnitts  so  bestimmen 
können,  dass  der  Coefticient  n  den  Werth  1,5  annimmt. 

Wenn  fdr  sSimntliche  gedrückte  Stangen  solche  Querschnitts- 
fenren  gewählt  werden,  für  welche  der  Coefticient  n  den  Werth 
1,5  annimmt,  so  erhält  man  die  Querschnittsgrffssen   derselben. 

indem  man  die  Spannungszahlen  dividirt  durch  die  Zahl  t -.  =4. 

Die  Zahlenwerthe ,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  für  die  er- 
forderlichen Querschnittsfläehen  der  einzelnen  Stangen  sich  er- 
geben,  sind  in  Fig.  541  eingetragen,   in   welcher  die   gedrückt» n 


Fig.  541. 
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Stangen  (zum  Unterschiede   von   den   gezogenen)   durch   Dopjrl- 
linien  dargestellt  sind. 

Mittelst  des  an  dem  vorigen  Beispiele  erklärten  Verfahrt^ 
lässt  sich  jede  Spannungszahl  direct  durch  eine  einzige  (ileichu: < 
bestimmen  bei  allen  solchen  Stangen  Verbindungen,  in  denen  j«l« 
einzelne  Stange  erreicht  werden  kann  durch  einen  Schnitt  welch- r 
höchstens  drei  Stangen  trifft.  Bei  manchen  Constructionen  A»- 
gegen,  wie  z.  B.  bei  der  in  Fig.  542  dargestellten  Dach -In- 
struction —  für  welche  abgesehen  von  den  durch  die  verändert' 
Form  bedingten  Abweichungen  dieselben  Dimensionen  und  ft- 
lastungen  wie  in  Fig.  536  angenommen  sind  —  kann  der  M 
vorkommen,  dass  einzelne  Stangen,  wie  z.  B.  die  in  der  Figur  mü 
U,  V,  X,  F,  Z  bezeichneten  Stangen,  sich  nur  erreichen  la^" 
durch  Schnitte,  welche  mehr  als  drei  Stangen  treffen. 
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Auch  in  solchen  Fällen  führt  die  vorige  Methode  direct  zum 
Ziele,  sobald  es  möglich  ist,   die  Stange  durch  einen  Schnitt  — 

Fig.  542. 


Fig.  543. 


welcher  nach  Willkür  geradlinig  oder  krummlinig  geführt  werden 
kann  —  auf  solche  Weise  zu  erreichen:  dass  die  Richtungslinien 

sämmtlicher  mitdurchschnittenen  Stan- 
gen in  einem  Punkte  zusammentreffen. 
So  z.  B.  findet  man  die  Spannung  F, 
indem  man  für  den  in  Fig.  543  dar- 
gestellten Theil  der  Construction  die 
Gleichung  der  statischen  Momente 
aufstellt,  und  dabei  den  Punkt  G7,  in 
welchem  die  Richtungslinien  der  vier 
mitdurchschnittenen  Stangen  zusam- 
mentreffen, als  Drehpunkt  wählt.  p,us  der  Gleichung: 

0=-  V.  4,308  —  4000.4    oder     F=-3714Kil. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  auch  die  Spannung  U  bestimmen,  in- 
dem man  für  den  Theil  Fig.  544 
die  Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente aufstellt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  C  als  Drehpunkt,  nämlich 
aus  der  Gleichung: 

0=^.3,2  —  4000.4    oder 
tf=-f  5000KÜ. 

Nachdem  die  Spannung  U  gefun- 
den ist,  kann  man  nunmehr  die  Spannung  X  aus  Fig.  545  be- 
stimmen, indem  man  den  Punkt  E  als  Drehpunkt  wählt  und  für 
U  den  gefundenen  Werth  substituirt,  aus  der  Gleichung : 

0  =  X .  3,4465  +  14000  .  9,28  —  4000  (5,28  -f  1,28)  -f  5000  .  3,2 
oder:  X  =  -  34725  Kil. 


Fig.  544. 


Rilt*r,  Mechanik. 
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Ebenso  die  Spannung  Y,  indem  man  den  Punkt  A  als  Drehpunkt 
wählt,  aus  der  Gleichung: 

0  =  — r.  6,4  +  4000  i4-fs, 

+  5000.3,2 

oder    r=  +  10000Kil. 

Zur  Bestimmung  der  in  Fig.  542 
mit  Z  bezeichneten  Spannung 
würde  man  den  Schnitt  in 
schräger  Richtung  links  an  dem 
~* '  ■  Punkte   E  vorbeizuführen  ha- 

ben   und    in    Bezug    auf  den 
Punkt    A    als   Drehpunkt   die 
Gleichung  erhalten: 

0  =  Z  .  8,616  +  4000  (4  +  8)  +  5000  .  3,2     oder 
Z  =  -  7428  Kil. 

Von  den  übrigen  neun  Stangen  (der  einen  Hälfte)  kann  eine 
jede  erreicht  werden  durch  einen  Schnitt,  welcher  nicht  mehr  ak 
drei  Stangen  trifft.  Die  Spannungen  derselben  können  daher  auf 
gleiche  Weise  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele  berechnet  werden. 
Als  Resultate  dieser  Berechnung  ergeben  sich  die  in  Fig.  546  ein- 

Fig.  546. 
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getragenen  Spannungszahlen,  aus  denen  dann  die  Querschnitt*- 
zahlen  genau  auf  dieselbe  Art,  wie  in  Bezug  auf  Fig.  541  erklart 
wurde,  abgeleitet  werden  können. 
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§  131. 
Permanente  und  mobile  Belastungen. 

(Parabolischer  Träger.) 
Die    Stangenverbindungen    von    dreieckiger    Grundform,    zu 
welchen  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Dach-Constructio- 
nen  gehörten,  unterscheiden  sich  von  anderen  Constructionsformen 
durch  folgende  Eigenschaft:  denkt  man  sich  an  irgend  einem  der 
Belastungspunkte    die  Belastung    vermindert   oder    ganz   hinweg- 
genommen ,  so  findet  man ,   dass  durch  diese  Verminderung  der 
Belastung  in  keiner  Stange  eine  Verstärkung  der  in  ihr  vorhan- 
denen   (Zug-    oder   Druck-)    Spannung    herbeigeführt   wird.     Es 
konnten  deshalb  diejenigen  Spannungszahlen,  nach  welchen  die  er- 
forderlichen Querschnittsflächen  der  Stangen  zu  bestimmen  waren, 
unmittelbar   berechnet  werden   aus  der  Annahme:    dass    sämmt- 
liche   Belastungspunkte    mit   ihren    vollen    Belastungen   versehen 
waren. 

Bei  anderen  Constructionsformen  dagegen,  welche  von  der 
dreieckigen  Grundform  abweichen,  zeigt  es  sich,  dass  einzelne 
Stangen  bei  partieller  Belastung  des  ganzen  Systems  stärkere 
Spannungen  annehmen  als  bei  voller  Belastung.  Im  Allgemeinen 
hat  man  deshalb  bei  der  Berechnung  der  Spannungszahlen  immer 
einen  Unterschied  zu  machen  zwischen  den  permanenten  und  den 
mobilen  (veränderlichen ,  zufälligen)  Belastungen  der  einzelnen 
Belastungspunkte.  Zu  den  erstereh  gehören  die  von  dem  Eigen- 
gewichte der  Construction  herrührenden  Belastungen;  zu  den 
letzteren  würden  z.  B.  bei  Eisenbahnbrüoken  die  Belastungen, 
welche  von  dem  Gewichte  eines  Eisenbahnzuges,  der  die  Länge 
der  Brücke  ganz  oder  theilweise  bedeckt  (bei  Dach-Constructionen 
die  Belastungen,*  welche  durch  Wind-  und  Schneedruck  hervor- 
gebracht werden),  zu  rechnen  sein. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  die  totale  (Maximal-)  Be- 
lastung des  ganzen  Systems  —  anstatt  wie  in  Fig.  533  durch 
einen  —  nunmehr  durch  zwei  horizontale  Balken  veranschaulichen, 
deren  jeder  über  den  Belastungspunkten  durchschnitten  und  an 
den  Schnittstellen  durch  Verticalständer  unterstützt  ist,  welche 
die  von  oben  her  auf  dieselben  wirkenden  Druckkräfte  auf  die 
Belastungspunkte  übertragen.  Durch  den  einen  kann  man  sich 
die  permanente,  durch  den  anderen  die  mobile  Belastung  ver- 
anschaulichen.    Man   findet  auf  diese  Weise  die  beiden  Theile  P 
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und  Q,  in  welche  die  Maximalbelastung  eines  jeden  Belastungs- 
punktes  zu  zerlegen  ist,   von  denen  der  eine  Theil  P  der  perma- 
nenten,   der   andere 


Fig.  547. 

1«   1«   i«   1«    1«   l«   1« 
[p  [p   [p   [p   [p  [p   [p 


Theil  Q  der  mobilen 
Belastung  entspricht 
(Fig.  5*7). 

Um  alsdann  für 
irgend  eine  Stange 
diejenige  Spannungs- 
zahl zu  finden,  nach 
welcher  die  erforderliche  Querschnittsfläche  derselben  zu  bestimmen 
ist,  hat  man  die  ganze  Untersuchung  in  folgende  zwei  Theile  zu 
zerlegen.  Zunächst  hat  man  diejenigen  Belastungszustände  auf- 
zusuchen, für  welche  die  Spannung  der  Stange  resp.  ein  Maximum 
oder  Minimum  (Zug-  oder  Druck-Maximum)  wird;  d.  h.  man  hat 
zu  untersuchen:  welche  von  den  mobilen  Belastungen  Q  hinweg- 
genommen werden  müssen,  wenn  die  Spannung  der  betreffenden 
Stange  am  stärksten  werden  soll.  Hierauf  hat  man  die  den  ge- 
fundenen Belastungszuständen  entsprechenden  Spannungszahleii 
selbst  zu  berechnen. 

Jene  beiden  Belastungszustände  findet  man,  indem  man  nach 
der  Methode  der  statischen  Momente  zunächst  die  Spannung  be- 
stimmt, welche  ein  einzelnes  an  irgend  einem  der  Belastungs- 
punkte angebrachtes  Gewicht  Q  für  sich  allein  in  der  Stange 
hervorbringen  würde,  d.  h.  indem  man  untersucht,  ob  diese 
Spannung  eine  positive  oder  negative  ist.  Um  das  Maximum  der 
Spannungszahl  (oder  die  grösste  Zugspannung)  zu  berechnen,  hat 
man  ausschliesslich  diejenigen  Belastungspunkte  als  belastet  an- 
zunehmen, deren  Belastungen  positive  Spannungen  in  der  betreffenden 

Stange  hervorbringen: 
Fig.  548.  um      jag      Minimum 

(event.  das  Maximum 
der  Druckspannung 
zu  berechnen,  hat  man 
ausschliesslich  alle  die- 
jenigen Punkte  ab  be- 
lastet anzunehmen,  de- 
ren Belastungen  negative  Spannungen  hervorbringen. 

Um  z.  B.    den   Einfluss   zu  bestimmen,   welchen   irgend  ein 
rechts  von  der  Schnittfläche  aß  aufgelegtes  Gewicht  Q  (Fig.  548 • 
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Fig.  549. 


auf  die  Spannung  der  dritten  Verticalstange  ausübt,  hat  man  für 
den  Theil  Fig.  549  die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufzu- 
stellen und  den  Punkt  O  als 
Drehpunkt    zu    wählen;    man 
erhält  dann  die  Gleichung: 

0=  7.(a-f3X)  —  D.x. 

Da  die  Drehungsrichtungen  der 
beiden  Kräfte  V  und  D  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0  — 
und  in  Folge  dessen  die  Vor- 
zeichen der  beiden  statischen  Momente  —  entgegengesetzt  sind,  so 
ergiebt  sich  für  V  ein  positiver  Werth: 


0 


753)     7=+D(- 


+  3X/- 


Hieraus  folgt,  dass  alle  Belastungen  rechts  von  der  Schnittfläche 
aß  Zugspannungen  in  der  betreffenden  Verticalstange  hervor- 
bringen. 

Den  Einfluss,  welchen  ein  links  von  der  Schnittfläche  aufge- 
legtes Gewicht  auf  die  Spannung  dieser  Stange  ausübt,  kann  man 

am  einfachsten 

Fig.  550. 
V 


0 


2+2X 


ß 


aus  Fig.  550 
JV  bestimmen,  in- 
dem man  wie- 
■*  derum  in  Be- 
zug auf  den 
Punkt  0  als 
Drehpunkt  die 

Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt,  welche  die  Form 
annimmt: 

0  =  —  F.(«  +  3X)-  W.(x  +  S\). 

Da  die  beiden  Kräfte  V  und  W  gleiche  Drehungsrichtungen  (und 
in  Folge  dessen  ihre  statischen  Momente  gleiche  Vorzeichen) 
haben,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  für  V  ein  negativer 
Werth: 


754)     F  = 


*(■&%)■ 


Man  erkennt  daraus,  dass  alle  Belastungen  links  von  der  Schnitt- 
stelle Druckspannungen  in  der  Verticalstange  hervorbringen. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Spannung  V  bei  dem  in  Fig.  551 
dargestellten    Belastungszustande   ein   Maximum    und    bei  dem  in 

Fig.  552  dargestellten 
Fig.  551.  Belastungs  -  Zustande 

n\       I  "       K       ein     Minimum    wird. 

■        |  all'        Die  Werthe  V{mMX)  und 

p^       *       1       i       1        i       i       I        V(min),  welche  diesen 

Belastungszuständen 
entsprechen ,       kann 
ß  man     nunmehr    auf 

gleiche  Weise  wie  bei 
den  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Beispielen  mittelst  d<r 
Methode  der  statischen  Momente  bestimmen;  oder  auch  direct  au* 
Gleichungen   753)   und  754),    indem   man   aus   der   ersteren  die 

Spannung  berechnet. 

Fig.  552.  welche  die  rechts  von 

Ci       1       1  der  Schnittstelle  be- 

I        I        I    <*   |         |        I        I  findlichen     Gewichte 

zusammen  genommen 
hervorbringen ,      au> 
der  letzteren  die  Span- 
nung, welche  die  links 
von  der  Schnittstelle 
befindlichen  Gewichte  zusammengenommen  hervorbringen,  und  in- 
dem man  die  beiden  so  gefundenen  Werthe  alsdann  zusammen 
addirt. 

Für  einen  in  acht  Felder  eingeteilten  parabolischen  Träger  von 
2  Metern  Pfeilhöhe  und  16  Metern  Spannweite  würde  z.  B.  X  =  2"  und 
x  =  im  sich  ergeben.  Wenn  ferner  für  jeden  Belastungspunkt  die  pernu- 
nente  Belastung  P  —  1000  Kil.  und  die  mobile  Belastung  Q  =  5000  Kil.  um- 
setzt wird,  so  findet  man  den  Werth  von  V(mmx)  nach  Fig.  551  auf  fol?<m1» 
Weise.  Die  vier  rechts  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  h.it»t  n 
eine  jede  die  Grösse  JP  -f-  Q  =  1000  +  5000  =  6000  Kil.  Diese  t»rr 
Belastungen    erzeugen    an    dem    Auflagerpiuikte   A    den    Gegendruck    l>  - 

6000  (  8  ^  8  *^~  8    ^    8  )  =  ^^  Kil*'  bringen  folglich  ^nach  Gleichung  7.« 
in  der  Vertical Stange  die  Spannung  hervor: 

V  =  \-  7500  (     A  A  =  +  3000  Kil. 

Die  drei  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  Kü. 

/  1        -       •"  i 
erzeugen  an  dem  Auflagerpiuikte  B  den  Gegendruck  IF=  10001   ,   t   .    •   %  | 

\  h        o        « 


fi 
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=  750  KU.,  bringen    also    (nach   Gleichung  754)  in   der  Verticalstange    die 
Spannung  hervor: 

V=  -  750  (jx^)  =  -  1500  KU. 

Durch  Addition  dieser  beiden  Zahlen  erhält  man  für  die  grösste  Zugspannung 
der  Verticalstange  den  Werth: 

755)     F(w.,)  =  +  3000  —  1500  =  +  1500  Kü. 

Auf  analoge  Weise  ist  K(min)  nach  Fig.  552  zu  bestimmen.    Den  vier  rechts 
von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  Kil.  entspricht  der 

Werth  D  =  1000  (-|  +  J-  + 1-  +  ~\  =  1250  Kil.  und  (nach  Gleichung  753) 
die  Spannung: 

F=  +  1250  (-Atq)  =  +  500  Kil. 

Den  drei  Hnks  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  6000  Kil. 

entspricht  der  Werth  W  =  6000  (  *-  + -|-  +  -|)  =  4500  Kil.,  folglich  (nach 
Gleichung  754)  die  Spannung: 


'--«(SS)-- 


9000  Kil. 


/ 


Dnrch  Addition  dieser  beiden  Werthe    erhält  man  als  grösste  Druckspannung 
der  Verticalstange: 

756)     F(inta)  =  +  500  -  9000  =  —  8500  Kil. 

Wenn  man  dieselbe  Methode  auf  die  angrenzende  Diagonal- 
stange anwendet,   so  findet  man   nach  Fig.  553,   in  welcher  die 

Drehungsrichtungen  der  beiden 
Fig.  563.  Kräfte  Y  und  D  in  Bezug  auf 

D  r  den  Drehpunkt  O  Ubereinstim- 

r     men,  dass  alle  rechts  von  der 
Schnittfläche    y  8    befindlichen 
o*     ••■^"i"^v^L^l    y^*  Belastungen  eine  negative  Span- 


nung    hervorbringen ,     deren 
t  '  Grösse  alsdann  bestimmt  wer. 

j  den  kann  aus  der  Gleichung: 

757)     Y  =  _2>(-jL), 

und  nach  Fig.  554,  in  welcher  die  Drehungsrichtungen  der  beiden 
Kräfte  Y  und  W  einander  entgegengesetzt  sind,  findet  man,  dass 
alle  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  eine  po- 
sitive Spannung  hervorbringen,  deren  Grösse  zu  bestimmen  ist 
aus  der  Gleichung: 

758)     y  =  -f  »r(£±^-). 
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Für  den  Hebelarm  der  Kraft  Y  würde  man  bei  den  oben  angenommen*!! 
Dimensionen  die  Grösse  y  =  6"  finden.     Cm    ¥"<■*■)  zu  bestimmen ,  wur-k 

man  alle  rtcftfc 
Fig.  554.  vonderSchnin- 

stelle  b^tuid- 
liehen  B*U- 
stungspunkt* 
mit  je  1000  KiL 
belastet  anzu- 
nehmen habeu 
und  alle  link> 
liegenden  rk- 
lastungsponkU' 
mit  je  6000  Kil. 
Erstere    B*J  *- 


& 


s 


2^ 

8 


3 


+  f  +  i 


+  1) 
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h 
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Stangen   erzeugen  den  Gegendruck  /)  =  1000  (-«-  + 

=  1875  Kil.    und    (nach    Gleichung  757)    die    Spannung    Y  —  —  1*75 

=  —  1250  Kil.;    letztere    erzeugen  den   Gegendruck  W  =  6000  (  *  -f 

=  2250  Kil.  und   (nach   Gleichung  758)   die   Spannung:    Y  =  -f  2250  . 
=  +  7500  Kü.;  folglich  ist: 

F(».o  =  —  1250  +  7500  =  +  6250  Kil. 

Um  F(min)  zu  bestimmen,  hat  man  die  rechts  liegenden  Belastunggponkte  mh 
je  6000  Kil.,  die  links  liegenden  mit  je  1000  Kil.  belastet  anzunehmen.  Di* 
ersteren  Belastungen  erzeugen  den  Gegendruck  D  =  11250  Kil.  und  <1k 
Spannung  Y  =  —  7500  Kil.;  die  letzteren  erzeugen  den  Gegendruck 
W  =  375  Kil.  und  die  Spannung  Y  =  +  1250  KiL;  folglich  ist: 

r(n,.n)  -  —  75000  +  1250  =  —  6250  Kil. 

(Aus  der  Gleichheit  der  beiden  absoluten  Werthe  von  K(m*o  und  Yimi»)  folgt. 

dass  bei  voller  Belastung  Y  =  0  wird,  dass  also  bei  einem  parabolische 

Träger  die  Diagonalstangen  nur  dann  in  gespannten  Zustand  versetzt  werden. 

wenn  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection  verthril: 

ist  —  ein  Satz,  dessen  Richtigkeit  auch  a-* 
der  in  §  55  gefundenen  Theorie  der  paraboli- 
schen Träger  sich  leicht  nachweisen  lässt). 

Um  die  Spannungszahlen  X  und  Z 
zu  berechnen  (Fig.  555),  hat  man  sämmt- 
liche  Belastungspunkte  belastet  anzuneh- 
men, denn  jede  Belastung  —  sowohl 
links  als  rechts  von  der  Schnittstelle  — 
bringt  für  X  einen  negativen  und  Z 
einen  positiven  Werth  hervor.   Für  diesen  Belastungszustand  »ird 


i 


Fig.  565. 


Träger  von  constanter  Höhe. 
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a 


/>=  ^1|000  _  21000  KiL,  und  man  erhält  nach  Fig.  555,  indem 

man  die  Gleichungen  der  statischen  Momente  aufstellt  —  das 
eine  Mal  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  £,  das  andere  Mal  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  F  —  die  Gleichungen : 

O^X.  1,5  +  21000.4  —  6000.2    oder  X  =  —  48000KÜ. 
0=  — Z.  1,84  +  21000.6-  6000(4  +  2)  oder  Z=  +  48900Kil. 

Die  auf  solche  Weise  berechneten  Spannunguzahlen  sämmtlicher  Stangen 
sind  am  Schiasse  dieses  Capitels  in  Fig.  576  zusammengestellt. 

§  132. 
Träger  yon  constanter  Hohe. 

Um    nach   der   im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Methode 
den  Einfluss  zu  bestimmen,   welchen  ein  einzelnes  rechts  von  der 

Schnittfläche      a  ß 
Wg'55e-  (Fig.    556)      ange- 

brachtes Gewicht  Q 
auf  die  Spannung 
des  vierten  Verti- 
calständers  ausübt, 
würde  man  für  den 
Tfaeil  Fig.  557  die 
Gleichung  der  statischen  Momente  aufzustellen  und  den  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  Kraftrichtungen  X  und  Z  als  Drehpunkt 

zu  wählen  haben.  Da  diese  beiden 
Richtungen  parallel  sind,  ihr  Durch- 
schnittspunkt folglich  in  unendlicher 
Entfernung  von  der  Schnittstelle  liegt, 
so  ist  der  Hebelarm  jeder  von  den 
beiden  Kräften  V  und  D  unendlich 
gross;  man  erhält  also  die  Gleichung: 

0  =  -f  F.oc-f  Z>.oo, 

welche  nach  Fortlassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  oo  für 
V  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

759)  F=  -  D. 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  die  Spannung,  welche  irgend 
eine  links  von  der  Schnittstelle  angebrachte  Belastung  in  diesem 
Verticalständer  hervorbringt,  aus  Fig.  558  die  Gleichung: 

760)  V—+W. 
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Fig.  568. 


Aus  den  Formen  dieser  beiden  Gleichungen  erkennt  man.  da>> 
jede  rechts  von  der  Schnittstelle  befindliche  Belastung  eine  nep» 

tive,  jede  links  von  der  Schnitt- 
stelle befindliche  Belastung  eine 
positive    Spannung    in    dieser 
Stange  hervorbringt,   und  di* 
Werthe  von  T^nm)    und  rnia 
*W    können  mit  Hülfe  der  obigen 
I        beiden    Gleichungen    nunmehr 
auf  dieselbe  Weise  wie  im  vo- 
rigen Paragraphen  berechnet  werden. 

Wenn  man  wiederum  für  jeden  Belastungspnnkt  die  permanente  Be- 
lastung P  =  1000  Eil.  und  die  mobile  Belastung  Q  =  5000  Kil.  setzt,  so  bjt 
man  bei  der  Bestimmung  von  F(m.x)  die  fünf  rechts  von  der  Schnittet?!)' 
befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  1000  Kil.  und  die  zwei  links  von  der 
Schnittstelle  befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  6000  Kil.  belastet  anzu- 
nehmen. Die  fünf  ersteren  erzeugen  den  Gegendruck  D  =  1875  Kil.  und  &*. 
Spannung  V  =  —  1875  Kil.  Die  zwei  letzteren  erzeugen  den  Gegendruck 
W  =  2250  Kil.  und  die  Spannung  V  =•  +  2250  KU.    Es  ist  also : 

PW«)  =  -  1875  +  2250  =  +  375  KU. 
Zur  Bestimmung  von  F(min)  hat  man  die  fünf  rechts  von  der  Schnittstelle  br- 
findlichen  Belastungspunkte  mit  je  6000  Kil.  und  die  zwei  links  von  d?r 
Schnittstelle  befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  1000  Kil.  belastet  anzu- 
nehmen. Die  fünf  ersteren  erzeugen  den  Gegendruck  Z>=  11250  Kil.  wid 
die  Spannung  V  =  —  11250  Kil.;  die  zwei  letzteren  den  Gegendruck 
W=  +  375  Kil.  und  die  Spannung  V  =  +  375  Kil.,  folglich  ist: 

F(min)  =  -  11250  +  375  =  -  10675. 

Wenn  die  oberen  Endpunkte  der  Verticalständer  die  fr- 
lastungspunkte  bilden  —  wie  hier  vorausgesetzt  wurde  —  so  sinJ 
die  einzigen  Verticalkräfte ,  welche  auf  den  unteren  Endpunkt  l 
des  vierten  Verticalständers  wirken:  erstens  die  Kraft  V,  zweiten* 

die  verticale  Seitenkraft  der  Spannung  Y,  näm- 
lich die  Kraft  Y  sin  a  (Fig.  559).  Es  ist  al*> 
für  jeden  Belastungszustand  die  Spannung  der 
Diagonalstange  des  dritten  Feldes  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

761)    0=Fsina+F    oder     "  ' 

1 


Fig.  559. 
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Im  vorliegenden  Falle  ist  a  ^=  45°,  mithin 


sin  a 


Yr=    — 

=  V%\  folglich  ist 


ML  1 


y(m.,)  —  +  10875  .  VI  =  +  15400  Kii. 
y(-In)  =  —  375  .  V'2  =  —  530  KU. 
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Da  die  Kräfte  X  und  Z  die  einzigen  Horizontalkräfte  sind, 
welche  auf  den  Theil  Fig.  567  wirken,  so  ist  für  jeden  Be- 
lastungszustand : 

762)    0=X-fZ    oder    X=  -  Z. 

Wie  bei  dem  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Beispiele  findet  man, 
dass  die  Spannungen  X  und  Z  bei  voller  Belastung  des  Trägers  am  grössten 
werden,  und  zu  bestimmen  sind  aus  den  Gleichungen: 

0  =  .Y  .  2  +  21000  .  6  —  6000  (4  +  2)    oder 

X  -  —  45000  KU. 
0  = '—  Z .  2  +  21000  .  6  -  6000  (4  +  2)    oder 

Z  =  +  46000  KU. 

Die  anf  solche  Weise  berechneten  Spannungszahlen  sämmtlicher  Stangen 
sind  am  Schlüsse  dieses  Capitels  in  Fig.  577  zusammengestellt. 


§  133. 
Bogen -Brücken. 

Die  Totalbelastung  der  in  Fig.  560  dargestellten  Construction 
beträgt  im  Maximum  128  Tonnen,  wovon  48  Tonnen  als  perma- 
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Fig.  560. 
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nente  Belastung  zu  rechnen  sind.  Die  permanente  sowohl  als 
die  totale  Belastung  sind  als  gleichförmig  über  die  Horizontal- 
projection  vertheilt  angenommen.  Für  jeden  der  Belastungspunkte 
'als  welche  die  oberen  Endpunkte  der  Verticalständer  anzusehen 


48 


sind)  beträgt  also  die  permanente  Belastung  -^  =  2,4    Tonnen, 


80 


20 


und  die  mobile  Belastung    ~  =  4  Tonnen. 

Die  unteren  Endpunkte  der  Verticalständer  liegen  in  einer 
Parabel ;  folglich  werden  (nach  §  54,  Fig.  223)  durch  die  perma- 
nente Belastung  —  wie  überhaupt  durch  eine  gleichförmig  über 
die  Horizontalprojection    vertheilte    Belastung  —  weder   in   den 
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horizontalen  noch  in  den  Diagonal-Stangen  Spannungen  hervorge- 
bracht. Es  würde  also  bei  der  Berechnung  der  Spannungszahlen 
für  diese  Stangen  nicht  nöthig  sein,  die  permanenten  Belastungen 
mit  in  Rechnung  zu  bringen.  Da  indessen  eine  solche  Be- 
rechnungsmethode nur  für  den  speciellen  Fall  einer  parabolisch 
geformten  Bogen-Brücke  gültig  sein  würde,  so  soll  der  grösseren 
Allgemeinheit  wegen  die  permanente  Last  hierbei  ebenfalls  be- 
rücksichtigt werden. 

Durch  die  Scheitelfuge  EC  wird  die  gan?e  Construction  in 
zwei  symmetrisch  geformte  getrennte  Hälften  zerlegt,  welche  an 
den  festen  Punkten  A  und  B  unterstützt,  in  dem  Punkte  C  durch 
einen  Gelenkbolzen  verbunden,  an  einander  gegenseitig  sich  an- 
lehnen. Durch  diese  Einrichtung  wird  bewirkt,  dass  die  Gegen- 
drücke, welche  durch  irgend  eine  Belastung  an  den  beiden  festen 
Auflagerpunkten  erzeugt  werden,  stets  genau  bestimmbare  Grössen 
und  Richtungen  annehmen,  während  ohne  das  Vorhandensein 
einer  solchen  Unterbrechung  der  Continuität  einerseits  die  Be- 
stimmung jener  Gegendrücke  eine  unbestimmte  Aufgabe  sein 
würde  (§  48),  andererseits  auch  die  Möglichkeit  einer  Zunahme 
dieser  Drücke  bis  zu  einer  die  Festigkeit  der  Construction  ge- 
fährdenden Grösse  nicht  ausgeschlossen  sein  würde. 

Spannungen  in  den  Horizontal-Stangen. 

Um  diejenigen  Belastungszustände  zu  finden,  bei  welchen  die 
Spannung  X  der  fünften  Horizontal -Stange  resp.  ein  Maximum 
und  Minimum  wird,  hat  man  zunächst  diejenige  Stelle  aufzusuchen, 
an  welcher  eine  Belastung  angebracht  werden  müsste,  wenn  die- 
selbe gar  keine  Spannung  (oder  die  Spannung  Null)  in  dieser 
Stange  hervorbringen  soll.     Man  findet  diese  Stelle,   indem  man 

Fig.  561. 
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durch  den  Punkt  6?,  in  welchem  die  Richtungslinien  A  /'  und  BC 
zusammentreffen,   eine  Verticale   legt,  welche   bei   den  hier  ge- 
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wählten  Dimensionen  mit  dem  9ten  Verticalständer  zusammenfällt 
(Fig.  561).  Durch  eine  an  diesem  Verticalständer  angebrachte 
Belastung  Q  wird  in  dem  Gelenkpunkte  C  ein  Druck  D  erzeugt, 
welcher  auf  die  linke  Hälfte  in  der  Richtung  von  B  nach  C 
wirkt  (§  52,  Fig.  200).  Die  Richtungslinie  der  Mittelkraft  R  von 
den  beiden  Kräften  Q  und  D  fällt  mit  der  Richtung  GA  zu- 
sammen, geht  folglich  durch  den  Punkt  F  hindurch,  Wenn  man 
alsdann  zur  Bestimmung  der  Spannung  X  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  aufstellt  für  das  Stück  CE*$  (Fig.  562)  und 

den  Punkt  F  als  Drehpunkt  wählt,   so 
Fig.  662.  erhält  man  —  da  X  von  den  vier  auf 

G  £  dieses  Stück  wirkenden  Kräften  -X,  7, 
\^^^-  ""''%  %  R  die  einzige  ist,  deren  Richtungs- 
p  linie  an  dem  Drehpunkte  vorbeigeht  — 

die  Gleichung: 
•       r  0  =  —  Z.1,75    oder    X=0. 

Wenn  die  Belastung  Q  an  einem  weiter  rechts  liegenden  Punkte 
angebracht  wäre  und  in  Folge  dessen  die  Kraft  R  rechts  an  dem 
Drehpunkt  F  vorbeiginge,  so  würde  für  X  ein  positiver  Werth 
sich  ergeben,  weil  in  diesem  Falle  die  Drehungsrichtungen  der 
beiden  Kräfte  X  und  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  einander  ent- 
gegengesetzt sein  würden.  Wenn  dagegen  die  Belastung  Q  links 
von  der  Verticalen  des  Punktes  O  angebracht  wäre,  und  in  Folge 
dessen  die  Kraft  R  links  an  dem  Drehpunkte  F  vorbeiginge,  so 
würde  für  X  ein  negativer  Werth  sich  ergeben,  weil  in  diesem 
Falle  die  Drehungsrichtungen  der  beiden  Kräfte  X  und  R  über- 
einstimmen würden.  Die  Yerticale  des  Punktes  G  zerlegt  daher 
die  ganze  Strecke  AiBi  in  zwei  Abtheilungen,  von  denen  die 
rechts  liegende  alle  diejenigen  Belastungspunkte  enthält,  deren 
Belastungen  positive  Spannungen  in  jener  Horizontal -Stange  her- 
vorbringen, und  die  links  liegende  alle  diejenigen  Belastungs- 
punkte enthält,  deren  Belastungen  negative  Spannungen  in  der- 
selben hervorbringen. 

Eine  Belastung  der  Strecke  Ax  *  wirkt  auf  den  Theil  Fig.  5S2  nur  in- 
direct  durch  Erzeugung  eines  Scheiteldrucks  Z),  welcher  in  der  Richtung  von 
C  nach  G  wirkt,  also  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  links  drehend;  folglich  ge- 
hört die  Strecke  Ax*  mit  zur  Druck- Abtheilung.  Eine  Belastung  der  Strecke 
Bx  E  wirkt  ebenfalls  nur  indirect  auf  den  Theil  Fig.  5S2  durch  Erzeugung 
eines  Scheiteldrucks,  welcher  in  der  Richtung  von  C  nach  A  wirkt,  also  in 
Bezug  auf  den  Punkt  F  rechts  drehend ;  folglich  gehört  die  Strecke  Bx  E 
mit  zur  Zug- Abtheilung. 
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Um  X(mmX)  zu  bestimmen,  hat  man  die  Belastungspunkte  der 
Zug-Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen  und  die  Belastungspunkte  der 
Druck-Abtheilung  mit  je  2,4  Tonnen  belastet  anzunehmen.  Die 
horizontale  Seitenkraft  H  und  die  verticale  Seitenkraft  V  des  bei 
diesem  Belastungszustande  entstehenden  Scheiteldruckes  findet 
man  aus  Fig.  563  und  Fig.  564,  indem  man  die  Gleichungen  der 


Fig.  563. 


Fig.  564. 
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statischen  Momente  aufstellt  und   in   ersterer  den   Punkt  A,   iu 
letzterer  den  Punkt  ß  als  Drehpunkt  wählt,  aus  deji  Gleichungen: 

H .  5  —  K.  20  =  2,4  (2  +  4  +  . \. .  +  14  +  16)  +  6,4  (l8  +  *'  ) 

#.5  +  F. 20  =  6,4(2  +  4  +  ...+  16 +18  +  -*). 

aus  deren  Auflösung  für  H  und  V  die  Werthe  sich  ergeben: 

H=  99,2  Tonnen,     F=  7,2  Tonnen. 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Fig.  565  substituirt,  so  erhalt 
man  als  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  F  die  Gleichung : 

0=-  *.  1,75+7,2.10— 99,2. l,25+2,4(2+4+Ü)  +  (i,4(8  +  ^  } 
oder    JL(mAX)  =  +  34,29  Tonnen. 

Um  JQniin)  zu  bestimmen,  wüiJ<* 

I     I  man  die  Belastungspunkte  der  Pruck- 

YK    a  j     ,     ,     -     1     |  Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen,  die  IV- 

^j>M    lastungspunkte    der    Zug  -  Abthe ihn«: 

M88         mit  je  2,4  Tonnen   belastet  anzum -h- 

ß  7,i  men   und  übrigens  auf  gleiche  \Yei>-.- 

zu  verfahren  haben,  wie  bei  der  IV- 
Stimmung  von  X{mx).     Man  erhält  dann : 

Ar(u,iU)  —  —  34,29  Tonnen 


Fig.  565. 
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Spannungen  in  den  Diagonal-Stangen. 

» 

Für  die  zur  Bestimmung  von  Y  aufzustellende  Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  J  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Kraftrichtungen  X,  Z)  den  Drehpunkt  bilden  (Fig.  566).    Wenn 


Fig.  566. 


Druck 


man  die  Richtungen  AJ  und  BC  bis  zu  ihrem  Durchschnitts- 
punkte K  verlängert  und  durch  den  Punkt  K  eine  Verticale  legt, 
so  erhält  man  die  Stelle,  an  welcher  eine  Belastung  sich  befinden 
muss,  wenn  dieselbe  gar  keine  Spannung  in  der  Diagonal-Stange 
des  fünften  Feldes  hervorbringen  soll.  Die  Belastungen  aller  links 
von  dieser  Stelle  befindlichen  Belastungspunkte  bringen  Zugspan- 
nung, die  Belastungen  aller  rechts  von  dieser  Stelle  befindlichen 
Belastungspunkte  bringen  Druckspannung  in  dieser  Stange  hervor. 


»  V 


Fig.  567. 


Fig.  568. 
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Um  low)  zu  bestimmen,  hat  man  die  Seitejjkräfte  //  und  V 
des  Scheiteldruckes   aus   Fig.   567  und   Fig.   568  zu   bestimmen, 

und  erhält  die  Gleichungen: 

■ 

H .  5  +  V.  20  =  6,4  (2  +  4  +  . . .  +  14  -f-  16)  +  2,4  (l8  +  -y-) 

H.5-  V.  20  =  2,4 (2  +  4  +  ...+ 16+  18  +  .-y) 

#=76,8  T.,     7=7,2T. 
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l»ig.  569. 
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Aus  Fig.  569  erhält  man  alsdann,  indem  man  die  Gleichung 

der  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  J  aufstellt,  für  Y^, 
die  Gleichung: 

0  =•  Y .  5,51  -f  76,8 . 0.5  —  7,2 . 3.64 
—  6,4  (0,36  -f  2,36  -f  4,36  -f  6.30 1 

+  2,4  (l,64  4.  3|i)    oder 

Mmax)  =  -f-  1 1,9    I . 

Wenn  man  statt  der  Zug- Abtheilung  die  Druck  -  Abtheilung 
belastet  annimmt,  so  erhält  man  auf  gleichem  Wege: 

i^min)  =  —  11  »9  T. 

Spannungen  im  Bogen. 
Für  die   zur  Bestimmung  von  Z  aufzustellende  Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  L  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 
.mitdurchschnittenen   Stangen)  den  Drehpunkt  bilden  (Fig.  570). 


Fig.'  671. 


Eine  durch  den  Durchschnittspunkt  M  der  beiden  Richtungen 
AL  und  BC  gelegte  Verticale  scheidet  die  Zug -Abtheilung  vui. 
der  Druck -Abtheilung.  Um  Z(max)  zu  bestimmen^,  hat  man  dit 
Zug -Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  findet  für  dieMi> 

Belastungszustand  (auf  gleiche  Wei>e 
wie  in  den  vorigen  Fällen)  als  Seiteu- 
kräfte  des  Scheiteldruckes: 

#=60  T.,     7=3  T. 

Aus  Fig.  571  erhält  man  alsdann 
als  Gleichung  der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  L  dir 
Gleichung: 

Ü=Z.2,218  f  60.0,5  —  3. 12-f  6,4.2  +  2,4  (4 +  ()+ 8  f  10 -f  ^1 

oder     £(,nax)  =  —  39,86  T. 
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Fig.  572» 
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Um  Z{mln)  zu  bestimmen,  hat  man 
die  Druck-Abtheilung  allein  belastet 
anzunehmen  und  findet  für  diesen 
ftelastungszustand : 

#=116T.,     F--3T. 

Aus  Fig.  572  erhält  man  alsdann 
die  Momenten  -  Gleichung : 

0=Z.  2,218+ 116.0,5+3. 12+2,4. 2+6,4(4  +  6  +  8+10  +  ^) 

oder    Z(min)  =  —  142,7  T. 


Spannungen  in  den  Vertical-Stangen. 

Pur  die  zur  Bestimmung  der  Spannung  U  der  fünften  Ver- 
tical-Stange  aufzustellende  Momenten -Gleichung  bildet  wiederum 
der  Punkt  J  den  Drehpunkt,  und  die  durch  den  Punkt  K  gelegte 

Fig.  673. 


Fig.  574. 

i  1 
1  l  l  l  1/i  l 


Verticale  die  Grenze,  welche  die  Zug -Abtheilung  von  der  Druck- 
Abtheilung  trennt  —  ganz  wie  in  Fig.  566,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  die  Ueberschriften 
„Zug*  und  „Druck"  mit  einander 
zu  vertauschen  sind  (Fig.  573). 
Nimmt  man  die  Zug -Abtheilung 
allein  belastet  an,  so  erhält  man 
als  Seitenkräfte  des  Scheiteldruckes: 

H  =  99,2  T.,      V  =  7,2  T. 

und  aus  Fig.  574  erhält  man  für 
U(m*x)  die  Gleichung: 
0  =  —  U.  8,36  4-  99,2 . 0,5  +  7,2 . 3,64 

—  2,4  (8,36  +  6,36  +  4,36  +  2,36  +  0,36)  +  6,4  (l,64  +  ^) 


<_WA 


oder     J7(max)  =  +  5,44  T. 


Ritler,  Mechanik. 
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Wenn  dagegen  die  Druck-Abtheilung  die  allein  belastete  ist, 

so  wird: 

ff  =  76,8  T.,     V=  —  7,2  T. 

und  aus  Fig.  575  ergiebt  sich  für  U(mis0  die  Gleichung: 

0  =•  —  U.  8,36  -f  76,8 . 0,5  —  7,2 . 3,64 

-  6,4  (8,36  -f  6,36  +  4,36  -f  2,36  +  0,36)  +  2,4  (l,64  +  3f ) 

oder     U(mln)  =  —  14,24  T. 

Bei  dieser  Berechnung  ist  angenommen,  dass  die  permanente  Belastung 
(zu  welcher  das  Eigengewicht  der  Construction  gehört)  wie  eine  auf  die  oberen 

Endpunkte  der  Veiücalstander  vertheiltr 

Fig.  575.  Belastung  wirkt.   Wenn  man  statt  de»en 

I      i      |      |      |  die  der  Wirklichkeit  mehr  entsprechende 

*     *     *     *     *  Annahme   macht,    dass   die   permanente 

!  l     1     1     1     iv  1     l  Belastung  wie   eine  zur  Hälfte  auf  di^ 

oberen,  zur  anderen  Hälfte  auf  die  un- 
teren Endpunkte  der  Vertical Ständer  ver- 
theilte  Belastung  wirkt,  so  hat  man  zu 
den  oben  gefundenen  beiden  Zahlen- 
werthen  noch  die  Zahl  +  1,2  hinzu  tu 
addiren  und  erhalt: 

ffe,«)  =  -f  6,64  T.    und    r/(l„i„)  =  —  13,04  T. 

Die  Spannungszahlen  der  anderen  Stangen  (X,  F,  Z)  sind  vollkommen  un- 
abhängig von  der  Höhenlage,  in  welcher  die  Belastungspunkte  angenommen 
werden. 

In  den  Figuren  676,  577,  678  sind  die  Resultate  einer  vollständigen  Be- 
rechnung der  in  den  letzten  drei  Paragraphen  behandelten  Aufgaben  nVr- 
sichtlich  zusammengestellt 

Wenn  man  in  einer  von  diesen  Figuren  sämmtliche  Spannung- 

zahlen  mit  —  1  multiplicirte ,  so  würden  dieselben  für  die  uiiij:»- 

kehrte  Lage  der  Construction,   also   z.    B.  die  aus  Fig.  578  au: 

solche    Weise    erhaltenen    Zahlen    für    eine    Hänge -Brücke   von 

gleicher  Form  gelten. 


Bogen -Brücken. 
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Fig.  578. 


Fig.  576. 


Pig.  577. 


-24000 


-15625 


& 


-10875 


♦  375 


-6750 
♦  3950 


4  6750 
-»250 


♦10875 
-375 


LT  •— 


♦15625 


«r 


-3000 


11,0» 
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Sechster  Abschnitt 

Dynamik  elastischer  Korper. 


Capitel  HIV. 
Mechanische  Arbeit  der  Ela&ticitätswiderstände. 

§  134. 

Mechanische  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Verlängerung 

und  Verkürzung. 

Wenn   mit  Q  diejenige    Kraft   bezeichnet   wird,    welche  er- 
forderlich ist,  um  eine  prismatische  Stange  A  B  vom  Querschnitt« 

F  und  der  Länge  l  in  einem  um   die  Strecke 
Fig.  579.  ß  (j  —  ^    verlängerten    Znstande    zu    erhalte 

(Fig.  579),  und  mit  A'  die  der  Verlängerung  j 
entsprechende  Kraft,  so  ist  (nach  §  115,  <i)«-i 
chung  598): 

Q  -  -FtE-  .  X.    und     K  =  -*]*  .  x. 

Fig.  580.  K 

folglich  -(y  --  -f  . 


A 


B 


B 


\ 


Die   verlängernden   Kräfte   verhalten   sich  »i' 

die  ihnen  entsprechenden  Verlängerungen.  Wenn 

man    also    in    dem   Endpunkte    C  die  (iri^ 

\        CD  =  Q  als  Ordinate  abträgt,  und  die  gen«!' 

r-      C    Q    J)     Jjinie   BD   zieIlt   (F*8-  580),    so    bildet  die-« 

gerade   Linie   die  graphische   Darstellung  A* 
*Q  Gesetzes,  nach  welchem  die  Grösse  A"  mit  der 

Grösse  x  sich  ändert 

Denkt  man   sich   den  Endpunkt  der  Stange  von   B  nach  ( 

fortschreitend    unter    Einwirkung    einer    verlängernden    Kraft  & 

deren  Grösse   nach  dem  obigen  Gesetze  von  Null  bis  Q  zunimmt. 

so  ist  die  mechanische  Arbeit,  welche  von  dieser  Kraft  verridiM 
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a 

wird,  während  ihr  Angriffspunkt  die  unendlich  kleine  Strecke  A 
zurücklegt,  gleich  dem  Producte  2TA,  und  die  ganze  während 
Zurücklegung  der  Strecke  X  verrichtete  mechanische  Arbeit: 

31  =  2  ( JTA) 
erscheint  in   Fig.   580  dargestellt  durch    den   Flächeninhalt  des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  BCD,  hat  also  die  Grösse: 

763)  2f  =  -2-. 

Diese  Gleichung  nimmt,  jenachdem  darin  Q  durch  X,  oder  umge- 
kehrt X  durch  Q  ausgedrückt  wird,  die  Formen  an: 

764)  a  =  |  ™p     oder    «*=-J--«,j- 

Wenn  mit  S  die  Spannung  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts) 
bezeichnet  wird,  welche  der  Verlängerung  X  entspricht,  so  ist 
S.F=  Q  zu  setzen,  folglich : 

765)  ««i-FI-g- 

oder,  wenn  das  Product  Fl  als  körperlicher  Inhalt  der  Stange 
mit  J  bezeichnet  wird: 

766)  %  =  \.J.*-. 

Dieselbe  Grösse  negativ  genommen  bildet  die  negative  mechani- 
sche Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitätswiderstande  der  Stange 
bei  jener  Verlängerung  verrichtet  wird-  Set/t  man  für  S  die 
Spannung  an  der  Elasticitätsgrenze,  so  erhält  man  aus  obiger 
Weichling  die  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  die 
Stange  bis  zur   Elasticitätsgrenze  zu  verlängern.    Diese   Arbeits- 

grosse  ist  also  proportional  einerseits  dem  Quotienten  -==-,  welcher 

von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  dem 
körperlichen  Inhalte  der  Stange  —  übrigens  aber  unabhängig  von 
der  Form  derselben,  also  z.  B.  bei  gleichem  Inhalte  für  eine 
kurze  dicke  Stange  ebenso  gross  wie  für  eine  lange- dünne  Stange. 
Nach  der  Tabelle  des  §  116  hat  also  z.  B.  die  mechanische  Arbeit, 
welche  erforderlich  ist,  um  eine  Stange  von  1  Cubikmillimeter  Inhalt  bis  zur 
Elasticitätsgrenze  auszudehnen,  die  Grösse: 

für  Schmiedeisen  -~  •  -^^  =  O,0O5G25  Millim.-Kilogr. 
„    Gusseisen         -J-  .  -J^  -  0,0028125 
„    Gussstahl  J.  .  -8JJ0Ö-  =  0,0701 

-  Holz  7-W  =  lw*» 
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Wenn  an  dem  untern  Endpunkte  einer  vertical  aufgehängten 
prismatischen  Stange  ein  Körper  vom  Gewichte  P  befestigt  wird, 
welcher  anfangs  unterstützt,  dann  plötzlich  losgelassen  und  der 
Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird,  so  tritt  eiue  Verlängerung 
.  der  Stange  und  ein  Sinken  des  angehängten  Gewichtes  ein.  Wenn 
•  mit  X  die  Strecke  bezeichnet  wird,  nach  deren  Zurücklegung  die 
Geschwindigkeit  des  Sinkens  Null  wird,  so  ist  P\  die  mecha- 
nische Arbeit,    welche    hierbei   von   dem   Gewichte  P  verrichtet 

wird,    und    (nach    Gleichung    763)    —  2t  = ~-   die  negative 

mechanische  Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitätswiderstande  der 
Stange  verrichtet  wird.  Da  der  Schwerpunkt  der  Stange  gleich- 
falls sinkt,  so  verrichtet  das  eigene  Gewicht  derselben  ebenfalls 
eine  gewisse  mechanische  Arbeit;  es  soll  indessen  angenommen 
werden,  dass  das  Eigengewicht  der  Stange  so  klein  ist,  dass  die 
mechanische  Arbeit  desselben  im  Vergleich  zu  der  Arbeit  Pk  al> 
verschwindend  klein  vernachlässigt  werden  darf. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  die  hervorgebrachte 
Spannung  und  Verlängerung  bestimmen,  indem  man  (nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft)  die  algebraische  Summe  der  beiden 
mechanischen  Arbeiten  gleich  der  hervorgebrachten  lebendigen 
Kraft,  d.  h.  gleich  Null  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

767)    O^Pk  — », 

welche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  763  ■ 
gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 


Fig.  581. 


.:/.-<;r>u 


768)    0=Pk 


Q-^-    oder    Q  =  2R 


V 


:..^... 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  dasjenige  Gewicht 
welches  im  Ruhezustande  an  der  Stange  hängend 

*  dieselbe  Spannung  wie  das  auf  die  oben  beschrie- 
bene Art  aufgehängte  Gewicht  P  hervorbringt, 
doppelt  so  gross  als  dieses  letztere  ist. 

i  Wenn    das    Gewicht    P  —    statt   mit   der 

Geschwindigkeit    Null    mit    der    Geschwindigkeit 

v  =\f2gh,    die   es    beim  Herabfallen  von  der 
Höhe  h  erlangte,  gegen  den  Endpunkt  der  Stanz»' 
stösst  (Fig.  581),   so   ist  —  wiederum  unter  Voraussetzung  einer 
verschwindend  kleinen  Masse  der  Stange  —  zu  setzen: 

769)    0  =  P(X +  *)  —  *. 
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Wenn  man  hierin  für  91  den  in  Gleichung  764)  gefundenen  Werth 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

770)  />(X  +  A)  =  |^X', 

aus  welcher  die  hervorgebrachte  Verlängerung  \  (und  damit  zu- 
gleich die  entsprechende  Spannung)  berechnet  werden  kann. 
Wenn  X.  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zu  A,  oder  auch  wenn  das 
Gewicht  P  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v 
längs  einer  horizontalen  Stange  sich  bewegend  gegen  den  End- 
punkt der  Stange  stösst,  so  ist  zu  setzen: 

771)  PA—J-^Xt—Ijf  , 

worin  wiederum  h  =  --  die  der  Geschwindigkeit  v  entsprechende 
Fallhöhe  bezeichnet. 

Da  nach  §  115  die  den  Druckspannungen  entsprechenden  Verkürzungen 
genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  sind,  wie  die  den  Zugspannungen 
entsprechenden  Verlängerungen,  so  gelten  die  Bäramtlichen  Gleichungen  dieses 
Paragraphen  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Stange  in  ihrer  Längen- 
richtung gedrückt  und  verkürzt  —  statt  verlängert  und  gezogen  —  wird. 

Einfluss  der  Fehlstellen. 

S 
Setzt  man  —  statt  S  in  Gleichung  766) ,    so  erhält  man  für 

die  zur  Ueberwindung  des  Elasticitätswiderstandes  erforderliche 
mechanische  Arbeit  den  Werth: 

772)  ai  =2*117  =  n" 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  —  statt  J  setzt  in  jener  Glei- 
chung, so  erhält  man  für  die  betreffende  mechanische  Arbeit  den 
Werth: 

773)  a2  =  ?%*=*. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  folgende  Schlüsse 
ziehen:  Angenommen  die  Stange  hätte  irgendwo  eine  schwache 
Stelle,  an  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  gegen  Zerreissen  nur 
den  »ten  Theil  betragt  von  der  Grösse,  welche  dieselbe  an  allen 
übrigen  Stellen  besitzt  —  wie  z.  B.  wenn  durch  Einschneiden 
oder  Einsägen  der  Querschnitt  an  dieser  Stelle  auf  den  nten  Theil 
vermindert  wäre  —  so  würde  in  diesem  Falle  zur  Ueberwindung 
des  Elasticitätswiderstandes  die  mechanische  Arbeit  8^   erforder- 
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lieh  sein.  Wenn  man  alsdann  von  der  Stange  so  viel  Material 
hinwegnähme,  dass  auch  an  allen  übrigen  Stellen  der  Querschnitt 
auf  den  nten  Theil  reducirt  wird,  so  wächst  jene  erforderliche 
mechanische  Arbeit  auf  die  Grösse: 

774)    «2=n.«t. 

Es  ergiebt  sich  also  das  bemerkenswerthe  Resultat:  dass  die 
Widerstandsfähigkeit  eines  Körpers  gegen  mechanische  Arbeit  oder 
gegen  lebendige  Kraft  bewegter  Massen  durch  Verminderung  der 
Materialmenge  unter  Umständen  vergrttssert  werden  kann. 

§  135. 
Mechaninche  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Biegung. 

Wenn  mit  X  die  von  der  Kraft  Q,  und  mit  x  die  von 
der  Kraft  K  an  dem  prismatischen  Balken  Fig.  582  hervorge- 
brachte Durchbiegung  bezeichnet  wird,  so  ist  (nach  §  121, 
Gleichung  649: 

775)  x  =  mc  und  x  =  £l%<  fülelich  £  =  t- 

Die   biegenden  Kräfte    verhalten    sich    also    wie    die    ihnen   ent- 
sprechenden    Durch- 
Fig.  582.  Pig.  583.  biegungen.        Genau 

auf  dieselbe  Weis*' 
wie  im  vorigen  Para- 
graphen mit  Be/iig 
auf  Fig.  580  erklärt 
wurde,     findet    mau 

C  n  |>  uac'1  l'ig-  583,  da-> 
die  allgemeine  Glci- 
chuug  763): 


B      B 


Q 


auch  gilt  für  die  mechanische  Arbeit,  welche  in  diesem  Fall»* 
erforderlich  ist,  um  die  Durchbiegung  X  hervorzubringen.  Wenn 
man  hierin  für  \  den  Wcrth  aus  Gleichung  775)  stibstituirt,  *» 
erhält  man:  . 

776)    *  =  !-<££-. 

Nach  §  119,  Gleichung  618)  ist  die  von  der  Kraft  Q  hervon:e- 

brachte  Maximal-Spannung  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung  '  ± 
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=  QZ,  und  man  erhält  nach  Substitution  des  hieraus  für  Q  sich 
ergebenden  Werthes  die  Gleichung: 

777)  *-!-*}-.  ?-. 

Für  einen  Balken,  dessen  Querschnitt  ein  Rechteck  ist  von  der 
Höhe  h  und  der  Breite  6,  ist  — ,-  -=*  —  —  ==  -0  (wenn  mit  J  wie- 
derum  der  körperliche  Inhalt  des  Balkens  bezeichnet  wird)  folglich : 

778)  »  =  —  .  J .  ~E- . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  mechanische  Arbeit,  welche  er- 
forderlich ist,  um  den  Balken  bis  zur  Elasticitätsgrenze  durchzu- 
biegen (wie  im  vorigen  Falle)  proportional  ist  einerseits  dem  kör- 

perlichen    Inhalte    desselben ,    andererseits    dem  Quotienten  -~- , 

welcher  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  beliebige  andere  Querschnittsformen.    So 
2.  B.  ist  für  einen  Balken,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist: 

--j-  =  -j-  r*  l  =  ~2-%  also  nach  Gleichung  777): 

*  =  24  "^  IT 
Die  Gleichungen  777)  und  778)  gelten  auch  für  einen  an 
beiden  Endpunkten  unterstützten  Balken,  welcher  durch  eine  in 
der  Mitte  desselben  wirkende  Kraft  durchgebogen  wird.  Denn 
jede  der  beiden  Hälften  eines  solchen  Balkens  befindet  sich  in 
der  Lage  eines  auf  die  in  Fig.  582  dargestellte  Art  von  der  Kraft 

2   durchgebogenen  Balkens.    Für   diesen  Fall  hat  man  also   in 

Gleichung  775)  ■%-  statt  Q,  --  statt  l  zu  setzen  und  erhält  die 
Gleichungen : 

\  —  JP         „nrl      91  —  ßh-  —    Qi  P- 
A  — 48Jfc'i  ~~     2     ~'WEZ' 

Wenn   man   in  letzterer   den   aus  der  Gleichung  für  die  grösste 

o  Ol 

Biegungsspannung:       %  =  -f-  .     -    sich   ergebenden    Werth    für 

Q  substituirt,  so  erhält  man  wiederum  dieselbe  Gleichung  777), 
welche  für  den  an  einem  Endpunkte  befestigten  Balken  von 
gleicher  Länge  gefunden  wurde. 

Für  eine  dreieckige   Feder  (Fig.  511   und  Fig.  512)  ist  nach 
Gleichung  699)  zu  setzen: 

X==Ytf*;     und     ä=    2    =4^, 
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uqd  die  von  der  Kraft  Q  hervorgebrachte  grösste  Biegungsspan- 
nung  wiederum  zu  bestimmen  nach  der  Gleichung  -*--  X,  ~  Q' 
aus  deren  Verbindung  mit  der  vorigen  die  Gleichung  sich  ergiebt: 

In  allen  diesen  Fällen  bildet  der  für  ä  gefundene  Ausdruck 
negativ  genommen  den  Ausdruck  für  die  von  dem  Elasticitäb- 
widerstande  verrichtete  mechanische  Arbeit,  und  wo  diese  Arbeit 

darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft   -J-    einer    bewegten 

Masse  zu  vernichten,  da  kann  man  durch  Gleichsetzung  die&er 
beiden  Grössen: 


mv 


2 


780)    a=    2   , 

indem  man  für  21  den  gefundenen  Werth  substituirt,  die  grös^t«? 
Biegungsspannung  S  berechnen,  welche  bei  der  eintretenden  Durrh- 
biegung  entsteht,  oder  den  Inhalt  J,  welchen  der  Balken  halxn 
muss,  wenn  die  zulässige  Spannung  S  nicht  überschritten  werden 
soll  —  wobei  immer  vorausgesetzt  ist,  dass  die  eigene  Masse  d^ 
gebogenen  Balkens  im  Vergleich  zu  der  Masse  m  klein  genug  i< 
um  vernachlässigt  werden  zu  können.    Die  obige  Gleichung  nimmt, 

wenn  darin  m  —  —  und  ^—  =  ä  gesetzt  wird,  die  Form  an: 

781)  %  =  Ph, 

worin  P  das  Gewicht  der  Masse  w,  und  h  die  der  Geschwindig- 
keit v  entsprechende  Fallhöhe  bezeichnet. 

Nach  Gleichung  778)  würde  z.  B.  der  erforderliche  Inhalt  eines  parallcl- 
epipedischen  Balkens  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

782)  -/8-  /-J  =  Ph     oder    /  -  18  ^  Phy 

und  nach  Gleichung  779)  der  erforderliche  Inhalt  einer  Dreieckfeder  aus  der 
Gleichung: 

783)  -!-  J  S*   ^  ph    oder    J  ~  6  -«  ph- 

Im  ersten  Falle  beträgt  also  die  erforderliche  Material  -  Menge  unter  s>oi>t 
gleichen  Umständen  dreimal  so  viel  als  im  letzteren  Falle. 

Wenn  eine  Dreieckfeder  so  beschaffen  sein  soll,  dass  durch  eine  mii  J<*' 
Geschwindigkeit  v  —  lm,4  gegen  den  Endpunkt  der  Feder  stossende  M**^ 
von  200  KU.  Gewicht  die  Spannung  iS  in  derselben  hervorgebracht  wird,  so  w 

h  =  '  -  =  0m.l  =  100  Millimeter  zu  setzen,  und  man  erhalt  nach  liln- 
chung  783): 
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784)     J=-  120000-^2-. 

Setzt  man  hierin  für  S  die  Grösse  der  praktisch  zulässigen  Spannung  und  für 
E  die  in  der  Tabelle  des  §  116  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  z.  B.  für: 

Schnnedeisen :   /  =  120000  .  ^**^-  =  66,66  ...  10*  Cubikmillimeter 


Gusseisen :        J  =  120000  .  -^p-  =  133,33 . . .  106 


6' 

10000 

3^ 


Gussstahl:         /  =  120000  .  ^~-  =  1,77 . . .  106 

45* 

1000 
Holz :  J  =  120000  .  -~-  =  120  .  108 

Ein  zusammengesetztes  Federwerk  von  der  in  Fig.  514  und  Fig.  515  dar- 
gestellten Form  würde  ebenso  viel  Material  erfordern;  eine  Rechteckfeder 
dagegen  dreimal  so  viel.  *  ' 

Wenn  ein  Balken  aus  dem  gebogenen  Zustande  wieder  in 
den  geradlinigen  zurückkehrt,  so  verrichten  die  Elasticitätskräfte 
eine  positive  mechanische  Arbeit  von  gleicher  Grösse  mit  der- 
jenigen, welche  vorher  zum  Hervorbringen  des  gebogenen  Zu- 
standes  erforderlich  war.  Die  lebendige  Kraft,  welche  durch  diese 
positive  mechanische  Arbeit  erzeugt  werden  kann,  ist  ebenso  gross 
wie  diejenige,  welche  vorher  beim  Krummbiegen  durch  die  nega- 
tive mechanische  Arbeit  der  Elasticitätswiderstände  vernichtet 
werden  konnte. 

Wenn  man  die  oben  als  Beispiel  gewählte  Feder  im  gebogenen  Zustande 
mit  einem  200  Kil.  wiegenden  Körper  in  Berührung  bringt  und  dann  loßlässt, 
so  würde  dem  Körper  eine  Geschwindigkeit  von  lm,4  ertheilt  werden,  wenn 
die  Masse  der  Feder  unendlich  klein  wäre.  In  Wirklichkeit  wird  die  hervor- 
gebrachte Geschwindigkeit  etwas  kleiner  sein,  insofern  ein  Theil  der  mecha- 
nischen Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  Feder  selbst  eine  gewisse  lebendige 
Kraft  zu  ertheilen,  welche  in  Form  von  Schwingungsbewegungen  in  derselben 
zurückbleibt. 

§  136. 

Mechanische  Arbeit  des  Torsionswiderstandes. 

(Torsionspendel.) 

Nach  §  128,  Gleichung  747)  ist  das  Moment  ü»  des  Kräfte- 
paares, welches  erforderlich  ist,  um  den  Cylinder  in  einem  um 
den  Torsionswirikel  <p  verdrehten  Zustande  zu  erhalten,  diesem 
Torsionswinkel  *  proportional.  Während  der  Torsionswinkel  von 
Null  bis  <p  gleichförmig  zunimmt,  wird  das  Moment  des  erforder- 
lichen Kräftepaares  von  Null  bis  2Ji  gleichförmig  zunehmen  müs- 
sen, und  wenn  der  Hebelarm  des  Kräftepaares  constant  bleibt, 
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so  wird  die  Kraft  desselben  ebenfalls  gleichförmig  zunehmen  und 
zwar  von  Null  bis  Q,  wenn  mit  Q  die  Grösse  bezeichnet  wird, 
welche  die  Kraft  am  Ende  der  Drehung  erreicht  (Fig.  584).    Die 

mechanische  Arbeit,  welche  währeod  der 
Drehung  von  dem  Kräftepaare  verrichtet 
wird,  ist  also  auch  in  diesem  Falle  nach 
der  allgemeinen  Gleichung  7G3): 


« 


__  Ql 


zu  bestimmen,  wenn  mit  X  die  Längt- 
des  Bogens  bezeichnet  wird,  welcher  vou 
dem  Endpunkte  des  Hebelarms  während 
der  Drehung  beschrieben  wird  (vcrgl.  §2M. 

Fig.  39).   Die  obige  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  Wertlic 

X  =  a<p   und  Qa  —  2R  die  Form  an: 


785)    »=! 


9K<p 


Wenn  man  in  dieser  Gleichung  für  <p  den  Werth  aus  Gleichung  747 1 
und  nachher  für  ÜK  den  Werth  aus  Gleichung  745)  substituirt 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

786)  *  =  -*^?-. 

Hierin  ist  -    °- =  J  .   -  Ä2  —  '    (gleich  dem  halben  körperlii  In  n 

Ji  &  y 

Inhalt  des  Cylinders),  folglich  ist: 

787)  r=  |  J  .  -g- . 

Wenn  an  dem  einen  Endpunkte  einer  in  Drehbewegung  begriffenen  Wi\l« 
ein  Schwungrad  sich  befindet,  und  am  anderen  Endpunkte  der  Welle  dürr* 
irgend  ein  Bewegungs-Hinderniss  die  Beweguug  plötzlich  ins  Stocken  gerath, 
so  wird  die  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  (im  Vergleich  zu  welcher  «1k 
lebendige  Kraft  der  Welle  selbst  als  verschwindend  klein  vorausgesetzt  »inl 
in  mechanische  Arbeit  verwandelt  und  durch  diese  mechanische  Arbeit  <-u. 
Torsionszustand  in  der  Welle  hervorgebracht.  Die  Grosse,  welche  die  Span- 
nung S  dabei  schliesslich  erreicht,  findet  mau  aus  Gleichung  787),  indem  ni*i 
darin  für  $  die  anfängliche  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  substituirt 

Wenn  mit  ja  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  und  mit  v  die  *ntw:- 
liehe  Unifangsgeschwindigkeit  des  Schwungrades  bezeichnet  wird,  so  i*t  Jiv 


anfängliche  lebendige  Kraft  desselben  gleich 


2 


wofür  auch  Pk  ge>i-ui 


werden  kann,  wenn  das  Gewicht  p  .  g  der  Masse  \i  mit  P  und  die  der  l»e- 


v 


schwindigkeit  o  entsprechende  Fallhöhe       -  mit  h  bezeichnet  wird.   Mio  «-r- 

l  g 

hält  also  die  Gleichung: 


Mechanische  Arbeit  des  Torsi'onswiderstandes.  573 

788)     Ph^jJ.-Sg. 

Wenn  z.  B.  die  Umfangsgeschwindigkeit  v  =  2"\8  war,  «so  ist  h  =  ^  - 

=  0nt4  =  400  Millimeter,  und  wenn  das  Schwungrad  die  Form  eines  Ringes 
hat,  dessen  Gewicht  500  KU.  beträgt,  so  ist  P  =  500  zu  setzen.  Für  eine 
schmiedeiserne  Welle  würde  E= 20000  zu  setzen  sein;  der  körperliche  Inhalt, 
welchen  diese  Welle  haben  muss,  wenn  die  für  Schmiedeisen  als  zulässig  an- 
zunehmende Torsionsspannung  8  =  4  Eil.  nicht  überschritten/  werden  soll, 
betragt  also: 

/  =  2  Ph^>  =2.  500.  400.  -~~  =  500000000  Cubikmülimeter 

=  0,5  Cubikmeter. 

» 

Torsionspendel. 
Wenn  man  durch  Drehung  des  an  dem  Drahte  CO  hängen- 
den Körpers  AB  (Fig.  585)  eine  gewisse  Torsion  in  dem  Drahte 
hervorbringt,  und  den  Körper  alsdann  loslässt,  so  bilden  die 
Torsionswiderstände  des  Drahtes  ein  Kräftepaar,  durch  welches 
dem  Körper  eine  rückwärts  gerichtete  Drehbewegung  in  der  Rich- 
tung nach  der  früheren  Gleichgewichtslage  hin  ertheilt  wird.    Die 

lebendige  Kraft,  welche  der 
Fig.  585.  Körper  bei  seiner  Rückkehr 

^gS^i  in     die    Gleichgewichtslage 

erlangt,  ist  gleich  der  me- 
chanischen  Arbeit,  welche 
vorher  auf  Hervorbringung 
des  Torsionszustandes  ver- 
wendet wurde.  Vermöge 
dieser  lebendigen  Kraft  wird 
_  ^  _\  der  Körper  über  die  Gleich- 

V  gewichtslage  hinaus  die  Dreh- 

\r.e=p       bewegung  so  lange  fortsetzen, 

bis    durch    die    Arbeit   der 

\r.<fwff      Torsionswiderstände  wieder- 

p ___ .■{<_ . ;  um    die  vorhandene  leben* 

c  r         A  dige  Kraft  völlig  aufgezehrt 

ist.     Dieser  Fall  tritt  ein, 

wenn    die    Entfernung    von 

•  der  Gleichgewichtslage  nach 

dieser  Seite  hin  wieder  ebenso  gross  wie  die  anfängliche  geworden 

ist.     Hierauf  führt  der  Körper  nach  demselben  Gesetze  rückwärts 

sich  drehend  eine  zweite  Schwingung   aus  und  fährt  auf  gleiche 


p 


H 
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Weise  fort,  um  seine  Gleichgewichtslage  herum  Pendelschwingungen 
auszuführen. 

Um  die  Dauer  einer  solchen  Pendel-Schwingung  zu  bestimmen, 
hat  man  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  welchem  irgend  ein  Punkt 
des  Körpers,  z.  B.  der  im  Abstände  r  von  der  Drehachse  befind- 
liche Punkt  -4,  den  Schwingungsbogen  MA  (Fig.  586)  durchläuft. 
Dem  Torsibnswinkel  <p  entspricht  nach  Gleichung  747)  das  Mo- 
ment ÜK.=p= ---^  <p,  und  nach  Gleichung  504)  ist  die  Winkel- 
beschleunigung  bei  dieser  Stellung  des  Körpers: 

E~  ~T ~~~    2iT   *?' 
folglich   die   Peripherie- Beschleunigung  des  in  der   Entfernung  r 
von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes: 


rs  —    21  T   '  r?" 


Wenn   abkürzungsweise   die  während  der   Bewegung  unverändert 

bleibende  Grösse  -y.^  =  ^,   die   Bogenlänge   r<p  =  a\   und  die 

Bogen-Beschleunigung  r  s  =  p  gesetzt  wird ,  so  nimmt  diese  Glei- 
chung die  Form  an: 

789)  p  =  q.x. 

Die  Beschleunigung  p  des  den  Bogen  MA  durchlaufenden  Punkte 
ist  also  stets  der  Entfernung  x  desselben  von  seiner  Gleichgt*- 
wichtslage  proportional,  und  q  ist  der  Werth,  welchen  diese  Be- 
schleunigung annimmt,  wenn  die  Entfernung  x=l  wird.  Ft »lsr- 
lich, ist  (nach  §  25  und  §  31)  die  ganze  Schwingungsdauer  de* 
Torsionspendels : 

790)  f-^-.j/W 

Hierin  bedeutet  T  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Achse  des  Drahtes.  Es  ist  vorausgesetzt, 
dass  diese  Achse  in  Bezug  auf  den  schwingenden  Körper  eine 
freie  Achse  bildet  (§  97),  und  dass  die  Masse  des  Drahtes  selb>t 
als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  darf. 

Wenn  an  jeden?  der  beiden  im  Abstände  a  von  der  Dreh- 
achse einander  symmetrisch  gegenüberliegenden  Punkte  •  eine 
Masse  m  angebracht,  und  dadurch  zu  dem  Trägheitsmomente  T 
die  Grösse  2mal  hinzugefugt  wird,  so  entsteht  ein  neues  T*>r- 
sionspendel  von 'der  Schwingungsdauer: 
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79i)  «.-«ywg^s. 

Letztere  Gleichung  nimmt  durch  die  vorhergehende  diridirt  die 
Form  an: 

792)    -J-  =  VlH — y-     oder    T—^-—r. 

Diese  Gleichung  bietet  ein  einfaches  Mittel,  um  auf  dem  Wege  der  Beob- 
achtung das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
freie  Schwerpunkts- Achse  desselben  zu  bestimmen. .  Es  ist  zu  diesem  Zwecke 
nur  nöthig,  den  Körper  an  einem  beliebigen  Drahte  aufzuhängen  und  die 
Schwingungsdauer  t  zu  beobachten,  hierauf  die  durch  Hinzufügung  der  beiden 
in  bekannten  Abständen  a  angebrachten  bekannten  Massen  m  vergrösserte 
Schwingungsdauer  tt  ebenfalls  zu  beobachten,  worauf  dann  nach  Gleichung 
792)  das  Verhältniss  des  gesuchten  Trägheitsmoments  T  zu  dem  bekannten 
Trägheitsmomente  2  m  a2  bestimmt  werden  kann. 

Hätte  mau  z.  B.  gefunden,  dass  die  Schwingungsdauer  des  fftr  sich  allein 
schwingenden  Körpers  t  =  12  See.  war,  und  dass  durch  Hinzufügung  von 
zwei  im  Abstände  gleich  lm  von  der  Drehachse  befindlichen  Massen  von  je 
JM>  Kil.  die  Schwingungsdauer  auf  die  Grösse  tx  =  13  See.  zunahm,  so  würde 
aus  Gleichung  792)  der  Werth  sich  ergeben:  , 

t       _  _  w .     " 

2.0,5.1'  "~  13~2  —  122  ~~    '  D 

und  man  würde  hieraus  schliessen  können,  dass  das  gesuchte  Trägheitsmoment 
so  gross  ist,  wie  das  einer  im  Abstände  lm  von  der  Drehachse  befindlichen 
Masse  von  5,76  Kil.,  dass  also  die  auf  den  Abstand  lm  reducirte  Masse  des 
Körpers  5,76  Kil.  beträgt. 

Wenn  man  den  Körper  —  statt  an  einem  Drahte  —  an  zwei  neben- 
einander befindlichen  Fäden  aufhängt,  so  erhält  man  —  statt  des  Torsions- 
pendels —  das  sogenannte  Bifilarpendel,  dessen  Schwingungen  ebenfalls  dem 
in  Gleichung  792)  enthaltenen  Gesetze  gemäss  erfolgen,  so  lange  der  Schwin- 
gungswinkel klein  ist.  Ein  solches  Bifilarpendel  kann  daher  ebenfalls  auf  die 
oben  erklärte  Weise  zur  experimentellen  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes 
benutzt  werden. 


Gapitel  UV. 
Theorie  des   Stosses. 

§  137, 
Gerader  centraler  Stoss. 

Wenn  im  Augenblicke  des  ersten  Zusammentreffens  der  beiden 
Körper  die  an  der  Berührungsstelle  errichtete  Normale  NN  zur 
Berührungsebene    EE   zusammenrollt    mit    der    Verbindungslinie 
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ilr^r    bei-I-n   >-lx^rpa-ik>   (Fkj-  587).    so   wird    der   Stoss   ein 
.•>  •Ltn^r*  >*..«v-   crZAür-t  i  im  Gegensätze  zu   dem  exoentrischen 

Stosse,   bei   welchem  jene   Xormule 
***-  5flP7-  keinen  oder  nur  einen  von  den  \m~ 

den  Schwerpunkten  trifft):  und  wenn 
aus-*erdem  die  Heweguiigsrichtungt-n 
der  beiden  Körper  mit  der  Richtung 
•      m      *       *'    jener  Normalen  zusammenfallen,  sr» 

*  x ^  wird  der  Stoss  zugleich  ein  rgerader 

Stoss   genannt   (im    Gegensatze  zu 
E  dem  schiefen   Stosse,   bei  welchem 

keine  oder  nur  eine  von  den  beiden 
BrWr-^iarsri^LtTingtn  rechtwinkelig  zu  jener  Berührungsebene  ge- 
richtet i>**. 

V«>r  d-m  Stosse  führte  jeder  von  den  beiden  Körpern  nacb 
dem  Gesetze  der  Trügheit  eine  geradlinige  gleichförmige  Be- 
wegung aus,  in  dem  Augenblicke  aber,  wo  die  mit  der  kleinere» 
Geschwindigkeit  r  vorangehende  Masse  »i  eingeholt  wird  von  der 
mit  der  grosseren  Geschwindigkeit  V  ihr  folgenden  Masse  3/,  be- 
ginnen pKt/lich  die  beiden  Körper  auf  einander  gegenseitig  ein- 
zuwirken: an  der  IWrührungsstelle  entstehen  Druckkräfte,  dmvh 
welche  die  _  Bewegungen  der  beiden  Körper  nach  und  nach  ver- 
ändert werden.  Der  auf  die  Masse  in  wirkende  Druck  und  der 
auf  die  Masse  31  wirkende  Druck  sind  als  „Druck"  und  ^Gegen- 
druck** nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  stets  gleich  gru** 
und  entgegengesetzt  gerichtet  Auf  die  Masse  m  wirkt  der  Druck 
in  der  Richtung  der  Bewegung  als  beschleunigende  Kraft;  auf  di- 
Masse  M  wirkt  der  Druck  der  Bewegungsrichtung  entgegen  al> 
verzögernder  Widerstand. 

Nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes  (§  106)  bewegt  sich 

der   Schwerpunkt   der    Masse    m   unter 
Fig.  588.  Einwirkung  des  beschleunigenden  Druck* 

wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  ^>u 
gleicher    Masse    unter    Einwirkung  d«r 
...    gleichen  Kraft  sich  bewegen  würde.  Wenn 
also    in    einem    bestimmten    Zeitpunkt* 
der  Druck   die  Grösse   D  erreicht  hat 
(Fig.  588),  so  bewegt  sich  der  Schwer- 
punkt der  Masse  m   in  dienern  Augenblicke  mit   der  Beichfe*** 
gung: 
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D 

Aus  gleichem  Grande  ergiebt  sich,  dass  in  demselben  Augen- 
blicke der  Schwerpunkt  der  Masse  M  sich  bewegt  mit  der  Ver- 
zierung: ,   _ 

Wie  auch  immer  der  Druck  D  sich  ändern  möge  im  Laufe  der- 
jenigen Zeit,  während  welcher  die  beiden  Körper  mit  einander  in 
Berührung  bleiben:  das  Verhältniss  der  beiden  auf  die  Zeiteinheit 
reducirten  Geschwindigkeitsänderungen  behält  in  allen  Punkten 
dieses  Zeitraums  den  unveränderlichen  Werth: 

793)  JL  =  £, 

welcher  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  für  jeden  der  unendlich  kleinen  Zeit- 
theilchen,  in  welche  man  sich  die  ganze  Stossdauer  zerlegt 
denken  kann,  das  Verhältniss  der  in  diesem  Zeittheilchen  den 
beiden  Schwerpunkten  ertheilten  Geschwindigkeitsänderungen  eben- 
falls gleich  dem  umgekehrten  Massen -Verhältniss  ist.  Es  muss 
daher  auch  das  Verhältniss  der  in  einem  beliebig  gewählten  Theile 
der  ganzen  Stossdauer  (oder  auch  der  während  der  ganzen  Stoss- 
dauer selbst)  hervorgebrachten  Geschwindigkeitsänderungen  gleich 
dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen  sein. 

Wenn  mit  c  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der 
Schwerpunkt  der  Masse  m  in  irgend  einem  Zeitpunkte  (innerhalb 
oder  auch  am  Ende)  der  Stossdauer  erreicht  hat,  so  ist  c  —  v 
die  Geschwindigkeits-Zunahme,  welche  der  Schwerpunkt  der  Masse 
m  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erlangt  hat,  und  wenn  mit  G1  die 
Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der  Schwerpunkt  der 
Masse  M  in  demselben  Zeitpunkte  erreicht  hat,  so  ist  V —  C  die 
bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erfolgte  Geschwindigkeits- Abnahme  des 
Schwerpunktes  der  Masse  M.  Das  Verhältniss  dieser  beiden  Ge- 
schwindigkeitsänderungen ist  also: 

794)  ^=-^-. 

'      V—  C        m 
Diese  Gleichung  lässt  sichf  wenn   derselben   die  Form   ge- 
geben wird: 

795)  mc  +  MC=mv  +  MV 

auch  unmittelbar  aus  dem  Gesetze  des  Schwerpunkte^  schon  ab- 

Rit^er,  Mechanik.  37 
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leiten.  Nach  §  106  muss  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  des 
von  beiden  Körpern  zusammengenommen  gebildeten  Massen-Systems 
sich  so  bewegen,  wie  wenn  die  Massen  aller  materiellen  Punkte 
und  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  ihm  vereinigt  wären.  Die 
Beschleunigung  dieses  Schwerpunktes  ist  (nach  Gleichung  543) 
in  diesem  Falle  gleich  Null',  weil  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden 
sind,  und  die  inneren  Kräfte  —  zu  denen  auch  die  beiden  Drücke 
D  zu  rechnen  sind  —  je  paarweise  gleiche  Grössen  und  ent- 
gegengesetzte Richtungen  haben.  Hieraus  folgt,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schwerpunktes  in  demjenigen  Zeitpunkte,  auf 
welchen  Gleichung  795)  sich  bezieht,  noch  dieselbe  Grösse  haben 
muss,  welche  sie  vor  dem  Zusammentreffen  der  beiden  Körper 
hatte.  Wenn  also  mit  «  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird, 
mit  welcher  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Massen-Systems  vor 
dem  Stosse  sich  bewegte,  so  ist  nach  Gleichung  541)  das  Product: 

796)  (m  +  M)  u  =  mv  -f  MV=  mc  -f  MC 
eine  constante  Grösse,  welche  während  der  Stossdauer  sich  nicht 
ändert.  Die  Gleichung  795)  drückt  demnach  aus:  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  der  beideu 
Massen  durch  den  Stoss  keinerlei  Aenderungen  erleidet*  Um 
nunmehr  die  Geschwindigkeitsänderungen  zu  bestimmen,  welche 
der  Schwerpunkt  jedes  einzelnen  der  beiden  Körper  durch  den 
Stoss  erleidet,  ist  es  nur  nöthig  zu  untersuchen:  auf  welche 
Weise  die  relative  Bewegung  jedes  dieser  beiden  Punkte  in  Bezui: 
auf  einen  mit  dem  Schwerpunkte  des  ganzen  Systems  gleichfOrmif 
fortschreitenden  Raum  durch  den  Stoss  verändert  wird.  Die  Ge- 
schwindigkeit dieses  Raumes  ist  gleich  u,  und  da  die  Beschleuni- 
gung desselben  gleich  Null  ist,  so  geschehen  die  relativen  Be- 
wegungen der  beiden  Schwerpunkte  genau  so  wie  bei  gleichen 
Anfangsgeschwindigkeiten  die  absoluten  Bewegungen  derselben  er- 
folgen würden  (§  34). 

Vor   dem   Stosse  war  die 

rig.  589. ^    relative    Geschwindigkeit    de* 

Schwerpunktes  der  Masse  M 
(Fig.  589)  in  Bezug  auf  diesen 
Raum  gleich  V  —  «,  und  dir 
dea  Schwerpunktes  der  Ma^e 
m  war  t*  —  v.  Mit  diese» 
beiden  Anfangs- Geschwindigkeiten  beginnen  die  beiden  Schwer- 
punkte M  #und  m   von  entgegengesetzten   Seiten  her  ihre  rvla- 


u 
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tive*  Bewegung  gegen  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  S  hin, 
welcher  seinerseits  ■  im  relativen  Ruhezustande  sich  befindet 
Durch  die  Gegendrücke  D  werden  diese  beiden  relativen  Ge- 
schwindigkeiten alhnählig  vermindert,  und  nach  Verlauf  einer  ge- 
wissen Zeit  werden  beide  relative  Geschwindigkeiten  gleichzeitig 
die  Grosse  Null  erreichen  (denn  in  dem  Augenblicke,  wo  die 
relative  Geschwindigkeit  des  einen  Schwerpunktes  Null  wird,  muss 
auch  die  des  anderen  Null  werden,  weil  der  Schwerpunkt  des 
ganzen  Systems  die  relative  Geschwindigkeit  Null  hat).        • 

In    diesem    Augenblicke    haben    beide    Schwerpunkte    (nach 
Gleichung  796)  die  gemeinschaftliche  absolute  Geschwindigkeit: 

T97,    «  =  ^±^„ 

und  bis  zu  diesem   Zeitpunkte  hat  die  absolute  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  M  abgenommen  um  die  Grösse: 

798)     F-«  =  -^£-, 

die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  m  dagegen  zuge- 
nommen um  die  Grösse: 

m 
M 


799)    u  —  v  = 

1  + 


Denkt  man  sich  also  bei  dem  Stosse  zweier  Körper  die  ganze 
Zeitdauer  t  der  Berührung  in  zwei  Zeiträume  tx  und  t2  zerlegt, 
von  denen  der  erstere  bis  zu  dem  Augenblicke  gerechnet  wird, 
in  welchem  die  Geschwindigkeiten  dfer  beiden  Schwerpunkte  ein- 
ander gleich  geworden  sind,  so  ist  die  während  dieses  erstereji 
Zeitraums  erfolgende  Geschwindigkeitsänderung  jedes  der  beiden 
Schwerpunkte  unter  allen  Umständen  mathematisch  genau  be- 
stimmbar. Was  dagegen  die  Bestimmung  der  in  dem  zweiten 
Zeiträume  t7  erfolgenden  Geschwindigkeitsänderungen  betrifft,  so 
hängen  dieselben  ab  von  dem  Grade  der  Intensität  des  Stosses, 
von  der  physicalischcn  Beschaffenheit  der  beiden  stossenden 
Körper;  und  dieser  Theil  der  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  nur 
annäherungsweise  lösbar. 

Wenn  man  (in  Gleichung  794)  unter  den  Grössen  C  und  c 
resp.  die  Endgeschwindigkeiten  am  Ende  des  Zeitraums  t2  (oder 
am  Ende  der  ganzen  Stossdauer)  versteht,  so  ist  ti — C  die 
Grösse,   um  welche   die  Geschwindigkeit   des  Schwerpunktes  der 

37* 
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Masse  M  während  der  Periode  t2  ferner  abnimmt ,  und  c  —  u  die 
Grösse,  um  welche  die  Geschwindigkeit  dea  Schwerpunktes  der 
Masse  m  während'  der  Periode  t2  ferner  zunimmt.  Der  in  Glei- 
chung 794).  enthaltene  Satz:  „die  Geschwindigkeitsänderungen 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Massen",  gilt  auch  für  jeden 
der  beiden  Zeiträume  tx  und  t2  einzeln  genommen,  folglich  ist: 

800)  üz^_«=Z=^. 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten  und  dritten  Quotienten  folgt  die 
Gleichung : 

801)  •  ^  =  «="L  =  «, 

worin  mit  s  der  noch  unbekannte  Zahlenwerth  (des  Coefficienteu 
der  Stoss-Elasticität)  bezeichnet  ist,  welcher  angiebt,  in  welchem 
Verhältniss  die  während  der  Periode  t2  hervorgebrachten  (»e- 
schwindigkeitsänderungen  zu  den  während  der  Periode  /t  hervor- 
gebrachten  Geschwindigkeitsänderungen  stehen.*  Hiernach  ergetau 
sich  für  die  während  der  zweiten  Periode  hervorgebrachten  (!♦- 
schwindigkeitsänderungen  die  Werthe: 

802)  u—  C=e(F  —  «),     803)    c  — «  =  c(k  — r>. 

und  wenn  man  diese  zu  den  während  der  ersten  Periode  hervor- 
gebrachten (in  den  Gleichungen  798)  und  799)  gefundenen)  (Je- 
scbwindigkeitsänderungen  hinzu  addirt,  so  erhält  .man  für  dif 
totalen  durch  den  Stoss  hervorgebrachten  Geschwindigkeitsände- 
rungen resp.  die  Gleichungen: 

804)     F-C=e±Äi^,     805)    c-,  =  (1+e)(r-r. 

nach  denen  die  Endgeschwindigkeiten  C,  c  berechnet  wertku 
können,  sobald  der  Coefficient  s  bekannt  ist. 

§  138. 
Bestimmung  des  Stoss  -Elastfcitfttscoefflcienten  s. 

Klastischer  und  unelastischer  Stoss. 

Während  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  die  relative  fc- 
wegung  von  M  nach  Mx  ausführt  (Fig.  589),  rücken  die  Schwer- 
punkte der  beiden  Körper  einander  gegenseitig  näher,  und  di<>f 
Annäherung  ist  mit  einer  Zusammendrückung  der  beiden  Körper 
an    der   Berührungsstelle    verbunden.     Durch    diese   Zusammen- 
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drückung  wird  eine  elastische  Gegenwirkung  hervorgerufen,  welche 
mit  der  Grösse  der  Zusammendrückung  nach  irgend  einem  Ge- 
setze sich  ändert.  Der  Gegendruck  D  an  der  Berührungsstelle 
durchläuft  während  des  Fortschreitens  der  Zusammendrückung 
irgend  eine  Reihenfolge  von  verschiedenen  Werthen,  und  da  der 
Schwerpunkt  der  Masse  M  seine  relative  Bewegung  gerade  so  aus- 
fuhrt wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  von  gleicher  Masse 
unter  Einwirkung  der  verzögernden  Kraft  D  sich  bewegen  würde, 
so  ist  die  hervorgebrachte  Aenderung  derjenigen  lebendigen  Kraft, 
welche  der  relativen  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M 
entspricht,  gleich  zu  setzen  der  negativen  mechanischen  Arbeit, 
welche  der  veränderliche  Druck  D  während  der  Bewegung  seines 
Angriffspunktes  von  M  nach  Mx  verrichtet. 

Elastischer  Stoss. 

Des  Endpunkt  des  Zeitraumes  tt  oder  derjenige  Zeitpunkt, 
in  welchem  die  beiden  Schwerpunkte  ihre  grösste  Annäherung 
erreicht  haben,  ist  zugleich  der  Augenblick  der  grössten  Zu- 
sammendrückung; nach  diesem  Zeitpunkte  erfolgt  während  des 
Zeitraums  t%  eine  Wiederausdehnung  der  beiden  Körper.  Ange- 
nommen: diese  Wiederausdehnung  erfolgte  in  der  Weise,  dass 
die  beiden  Körper  vollständig  in  ihre  früheren  Formen  zurück- 
kehren ,  und  dass  der  Druck  D  während  der  rückgängigen  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  der  Masse  M  von  Mx  nach  M  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  genau  dieselben  Werthe  wieder  durchläuft, 
welche  derselbe  vorher  bei  dem  Hinwege  von  M  nach  Mx  nach 
uiyl  nach  angenommen  hatte:  so  würde  in  diesem  Falle  auch  die 
von  demselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  ihrer  absoluten 
Grösse  nach  bei  dem  Rückwege  gerade  so  gross  wie  bei  dem 
Hinwege  sein;  in  Folge  dessen  würde  die  in  der  zweiten  Periode 
hervorgebrachte  lebendige  Kraft  wieder  ebenso  gross  sein  wie  die 
in  der  ersten  Periode  vernichtete  lebendige  Kraft  der  relativen 
Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M;  und  da  die  relative 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  in  der  ersten  Periode  von  V — u 
bis  auf  Null  abnahm,  so  würde  dieselbe  in  der  zweiten  Periode 
von  Null  bis  auf  die  Grösse  V —  u  (in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen)  wieder  zunehmen.  Für  diesen  Fall  würde  nach  Glei- 
chung 801)  der  Coefficient  e=  1  zu  setzen  sein,  und  die  allge- 
meinen Gleichungen  804)  und  805)  würden  die  Form  annehmen; 
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t 
806)     V-C=*IV-J\     807)    c~„  =  2(K-r\ 

Um  sich  die  Bedingungen  zu  veranschaulichen,  von  welchen 
das  Erfülltsein  der  obigen  Voraussetzungen  und  die  Gültigkeit 
der  zuletzt  gefundenen  beiden  Gleichungen  abhängt,  hat  man  sich 
die  beiden  Eigenschaften  der  „Elasticität"  und  der  „Trägheit* 
vollständig  von  einander  getrennt,  d.  h.  in  jedem  der  beiden 
Körper  an  zwei  verschiedenen  Theilen  haftend  zu  denken,  von 
denen  der  eine  —  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffene  Theil 
—  wie  eine  vollkommen  elastische  Feder  ohne  Masse  ausschliess- 
lich die  Eigenschaft  der  „Elasticität"  repräsentirt,  und  der  andere 
als  vollkommen  starrer  unelastischer  Körper  ausschliesslich  di? 
Eigenschaft  der  „Trägheit**  oder  die  ganze  Masse  des  Körpers  in 
sich  vereinigt.  Fig.  590  veranschaulicht  die  Stellung  der  beiden 
Körper  im  Augenblicke  der  ersten  Berührung  der  beiden  Federn, 
Fig.  591  die  Stellung  im  Augenblicke  der  stärksten  Zusammen- 
drückung der  Federn,  den  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Geschwin- 
digkeiten der  beiden  Massen  einander  gegenseitig  ausgeglich<L 
haben,   und  Fig.  592  die  Stellung  der  beiden  Körper  am  Ende 

Fig.  690.  Fig.  591.  Fig.  502. 
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des  Stosses  oder  den  Zeilpunkt,  in  welchem  die  Federn  ihre  ur- 
sprünglichen Formen  wieder  angenommen  haben.  Der  Schwer- 
punkt des  ganzen  Systems  geht  mit  unveränderter  Geschwindig- 
keit u  aus  der  ersten  durch  die  zweite  in  die  dritte  Stellunc 
über,  während  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  in  Bezug  auf  den- 
selben eine  relative  Bewegung  ausführt,  bestehend  während  des 
Ueberganges  aus  der  ersten  in  die  zweite  Stellung  in  einer  An- 
näherung an  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt,  während  d<> 
Ueberganges  aus  der  zweiten  m  die  dritte  Stellung  in  einer  eben*" 
grossen  Wieder  -  Entfernung  von  demselben.  Nach  Cap.  XXIV 
wird  bei  dieser  relativen  Bewegung  von  dem  Drucke  D  während 
der  ersten  Periode  eine  negative  mechanische  Arbeit  verrichtet 
von  derselben  absoluten  Grösse  wie  die  während  der  Wiederau^- 
dehnung  der  Federn  verrichtete  positive  mechanische  Arbeit   fc-i 
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diesem  idealen  —  in  der  Wirklichkeit  nur  annäherungsweise  dar- 
stellbaren Falle  —  würden  also  die  Voraussetzungen,  aus  denen 
die  obigen  beiden  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  aller  Strenge 
erfüllt  sein;  und  je  mehr  bei  dem  Zusammenstosse  zweier  be- 
liebigen elastischen  Körper  die  wirklichen  Umstände  diesem 
idealen  Falle  sich  annähern,  um  so  genauer  werden  die  Glei- 
chungen 806)  und  807)  als  Gleichungen  des  sogenannten  voll- 
kommen „elastischen  Stosses*  die  wirklich  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeitsänderungen darstellen. 

Unelastischer  Stoss. 

Denkt  man  sich  in  dem  Augenblicke  der  grössten  Zusammen- 
drückung der  Federn  bei  der  Stellung  Fig.  591  plötzlich  auf 
irgend  eine  Weise  (z.  B.  durch  einspringende  Widerhaken)  die 
Wiederausdehnung  der  Federn  gänzlich  verhindert,  so  findet  man, 
dass  in  diesem  Falle  nach  jenem  Zeitpunkte  kein  Druck  zwischen 
den  beiden  Körpern  mehr  stattfinden,  und  in  Folge  dessen  auch 
keine  weitere  Geschwindigkeitsänderung  mehr  hervorgebracht  wer- 
den würde.  Die  beiden  Körper  würden  nach  dem  Stosse  ihre 
Bewegungen  mit  der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  u  (Glei- 
chung 797)  gleichförmig  fortsetzen,  und  für  diesen  Fall  würde 
demnach  der  Coefficient  e  =  0  zu  setzen  sein. 

Auf  solche  Art  kann  man  sich  den  idealen  —  in  der  Wirk- 
lichkeit ebenfalls  nur  annäherungsweise  darstellbaren  —  Fall  des 
sogenannten  „unelastischen  Stossesu  veranschaulichen.  Je  mehr 
bei  der  in  Folge  des  Zusammenstosses  der  beiden  Körper  ein- 
tretenden Zusammendrückung  die  Elasticitätsgrenzen  überschritten 
wurden  —  was  bei  Körpern  von  geringer  Elasticität  wie  z.  B. 
Blei,  Wachs  schon  bei  geringer  Intensität  des  Stosses,  dagegen 
bei  sehr  elastischen  Körpern  wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfenbein  erst 
bei  grosser  Intensität  des  Stosses  eintreten  wird  —  je  mehr  also 
die  wirklichen  Umstände  von  der  Art  sind,  dass  die  durch  den 
Stoss  hervorgebrachten  Zusammendrückungen  als  bleibende  Form- 
änderungen anzusehen  sind:  um  so  genauer  werden  die  Glei- 
chungen : 

808)     V—  C=    V~"  ,     809)    c  —  v  = 


welche  nach  Substitution  des  Werthes  e  =  0  aus  den  allgemeinen 
Gleichungen  804)  und  805)  sich  ergeben,  die  wirklich  hervorge- 
brachten Geschwindigkeitsänderungen  darstellen. 
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Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  unter  gewöhnlichen  Umständen 
der  Werth  des  Coefficienten  6  zwischen  den  Grenzwerthen  Null 
und  Eins  variirt;  dass  derselbe  dem  Grenzwerthe  Null  um  so 
mehr  sich  nähert,  je  grösser  die  Geschwindigkeifs-Differenz  F—  v 
und  je  geringer  die  Elasticität  der  Körper  ist;  dem  Grenzwerthe 
Eins  dagegen  um  so  mehr,  je  kleiner  die  Geschwindigkeits- 
differenz V — v  und  je  grösser  die  Elasticität  der  beiden  Körper 
ist.  Es  kommt  also  in  den'  speciellen  Fällen  bei  der  Bestimmung 
des  Coefficienten  £  nicht  allein  die  physicalische  Beschaffenheit 
der  beiden  stossenden  Körper,  sondern  wesentlich  auch  die  GrosMj 
der  Geschwindigkeitsdifferenz  V —  v  in  Betracht.  Auch  bei  sehr 
elastischen  Körpern  kann  der  Coefficient  e  dem  Grenzwertlit 
Null  sich  nähern,  wenn  die  Geschwindigkeitsdifferenz  V — v  sehr 
gross  war;  und  auch  bei  sehr  unelastischen  Körpern  kann  der 
Coefficient  s  dem  Grenzwerthe  Eins  sich  nähern,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeitsdifferenz V —  i;  der  beiden  Körper  vor  dem  Stoj^e 
eine  sehr  geringe  Grösse  hatte. 

In  gewissen  besonderen  Fällen  kann  der  Coefficient  e  auch  einen  Werth 
annehmen,  welcher  grösser  ist  als  Eins.  Angenommen:  die  Federn,  welche 
die  Eigenschaft  der  Elasticität  veranschaulichten,  hätten  vor  dem  Sto-** 
schon  im  gespannten  (und  zwar  zusammengedrückten)  Zustande  sich  befunden 
(Fig.  591),  und  wären  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  —  etwa  durch  ein- 
geschobene Haken  —  in  diesem  gespannten  Zustande  künstlich  so  lange  erhalten, 
bis  durch  den  Stoss  diese  Hindernisse  der  Wiederausdehnung  beseitigt,  und 
die  Spannkräfte  der  beiden  Federn  gleichsam  wieder  in  Freiheit  gesaut 
wurden.  In  diesem  Falle  würde  unmittelbar  nach  dem  Augenblicke  der  er>tei. 
Berührung  die  Zusammendrückung  der  Federn  zunächst  noch  um  eine  ge- 
wisse Grösse  gesteigert  werden.  Nach  dem  Eintritt  des  Maximum  der  Zu- 
sammendrückung  würde  alsdann  die  Wiederausdehnung  beginnen  und  diev 
während  der  zweiten  Periode  erfolgende  Wiederausdehnung  würde  über  den 
ursprünglichen  Spaunungszustand  hinaus  sich  fortsetzen,  also  mehr  betrage, 
als  die  während  der  ersten  Periode  erfolgte  Steigerung  der  Zusammendrückum*. 
In  Folge  dessen  würden  die  in  der  zweiten  Periode  hervorgebrachten  l»e- 
schwindigkeitsänderungen  grösser  sein  als  die  in  der  ersten  Periode  hervor- 
gebrachten; nach  Gleichung  801)  würde  also  in  diesem  Falle  der  Coefficient  i 
grösser  als  Eins  sein. 

Diesem  Falle  —  welchen  man  den  des  „überelastischen"  Stosses  nennen 
könnte  —  wäre  zu  vergleichen  dtit  mit  „Explosion"  verbundene  Stoss.  Denkt 
man  sich  die  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffenen  Theile  der  Körper  *»* 
Substanzen  bestehend,  welche  (wie  z.  B.  Knallsilber)  beim  Stosse  explodiren. 
so  findet  man  leicht,  dass  in  derartigen  Fällen  der  Coefficient  t  jeden  be- 
liebigen Werth  zwischen  0  und  qo  annehmen  kann,  letzteren  z.  B.  dann,  wenn 
die  anfänglichen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Körper  einander  gleich  wann, 
in  welchem  Falle  die  Nenner  der  Brüche  in  Gleichung  801)  gleich  Null  werden. 
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Durch  den  Stoss  wird  im  Allgemeinen  ein  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  verursacht.    Man  findet  diesen  Verlust  33,  indem  man 

die  lebendige  Kraft f-  -  ^  -,  welche  die  beiden  Massen  zu- 
sammengenommen nach  dem  Stosse  noch  besitzen,  subtrahirt  von 
der  lebendigen  Kraft  — ^  -  -f-  — £- ,  welche  vor  dem  Stosse  in  den 
beiden  Körperu  schon  enthalten  war,  alao  aus  der  Gleichung: 

810)    «  =  (l^ +■£)-(**  +  «*),      • 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  804)  und  805) 
zu  entnehmenden  Werthe  von  C  und  c  die.  Form  annimmt : 

.         811)    »  -  a^ag-C^JäL. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Verlust  bei  dem  vollkommen 
elastischen  Stosse  gleich  Null  seih  würde,  weil  für  diesen  Fall 
e  =  1  zu  setzen  wäre.  Bei  dem  vollkommen  unelastischen  Stosse 
dagegen,  für  welchen  e  —  0  zu  setzen  ist,  hat  der  durch  den 
Stoss  verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft  die  Grösse: 

Mm    \    (V-v)2 


81«>."»  "(Ä) 


§  139. 
Unelastischer  Stoss. 

Die  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  gefundenen  Glei- 
chungen gelten  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Geschwindig- 
keit v  der  gestossenen  Masse  m  gleich  Null  oder  negativ  ist. 
Wenn  eine  ruhende  Masse  m  durch  eine  mit  der  Geschwindigkeit 
V  sich  bewegende  Masse  M  einen  Stoss  erhält,  und  die  Umstände 
annähernd  so  beschaffen  sind,  dass,  die  Gleichungen  für  den  un- 
elastischen Stoss  angewendet  werden  dürfen,  so  ergiebt  sich  für 
die  Geschwindigkeit  ti,  mit  welcher  die  beiden  Körper  nach  dem 
Stosse  sich  weiter  bewegen,  nach  Gleichung  797)  der  Werth: 

813)    «  =  M+m 

und  der  durch  den  Stoss  verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
hat  nach  Gleichung  812)  die  Grösse: 

MV7 


«"> » -^  (*?-.-)• 
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Vor  dem  Stosse  hatten  die  beiden  Massen  zusammengenommen 

die  lebendige  Kraft  ~  6-  -f-  0.    Diese  lebendige  Kraft  wird  durch 

den  Stoss  gleichsam  in  zwei  Theile  zerlegt:  der  eine  Theil  35 
verwandelt  sich  in  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  theils  auf 
das  Hervorbringen  bleibender  Formänderungen,  theils  auf  das 
Erzeugen  von  Schall-  und  Wärmeschwingungen  verwendet  wird, 
und   geht   für    die    fortöfchreitende  Bewegung    dauernd  verloren. 

Der  andere  Theil  (M  -f-  m)  ^-  hat  die  Grösse : 

815)  •  -??<&. 
und  bildet  den  übrig  gebliebenen  Rest  von  lebendiger  Kraft,  mit 
welcher  nach  dem  Stosse  die  beiden  Massen  ihre  fortschreitende 
Bewegung  fortsetzen. 

In  dem  Falle,  wenn  unmittelbar  nach  dem  Stosse  der  weiteren 
Fortbewegung  der  beiden  Massen  ein  Hinderniss  dich  entgegen- 
stellt (Fig:  593),    wird  die  übrig  gebliebene  lebendige  Kraft  Ä 

ebenfalls  in  mechani- 
Fig.  593.  sehe  Arbeit  verwandelt 

nämlich    in   diejenige, 
welche  auf  das  Ueber- 
winden  des  von  jenem 
'  Hinderniss  herrühren- 
den   Widerstandes    W 
verwendet  wird.     Die 
Strecke  *,   welche  die 
beiden  Körper  diesem 
Widerstände   entgegen 
noch  zurücklegen  bis  zu  dem  Augenblicke,  in  welchem  ihre  Ge- 
schwindigkeit Null  wird,   ist  nach   dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

Von  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft  - ., 
wird  ein  um  so  grösserer  Bruchtheil  für  diesen  Zweck  disponibel 

bleiben,  je  grösser  das  Verhältniss  -^r, —  ist 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  man  sich  der  Wirkung  des 
Stosses  bedient,  um  mittelst  des  nach  dem  Stosse  noch  übrig  gt- 
bliebenen  Theiles  der  lebendigen  Kraft  irgend  eine  Nutzarbeit  zu 


sjm 


''■>'■  >% 
x. 

TT"" ' 


fAt* 


J/P 
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verrichten  —  wie  z.  B.  beim  Einrammen  von  Pfählen,  beim  Ein- 
treiben eines  Keiles,  eines  Nagels  etc.  —  ist  es  vortheilhaft,  das 
Verhältniss  der  stoss^nden  Masse  fcur  gestowenen  Masse  so  gross 
als  möglich  zu  machen. 

Wenn  man  die  Massen  durch  ihre  Gewichte  ausdrückt,  in- 
dem man.  Mg  =  Q  und  mg  =  q  setzt,  so  ist  t>tt~"  ===  /HLT  un^ 
-g—  =  Q  -2—  oder, 'wenn  die  der  Geschwindigkeit  V  entsprechende 

Fallhöhe  ^-  =  H  gesetzt  wird  — ^ —  =  Q  H  zu  substituiren,  und 
die  obigen  Gleichungen  nehmen  alsdann  die  Formen  an: 

817)    5B  =  Qff(-|-)    und     818)  <R  =  QH (-^-)  =  W .  s. 

Aus  der  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Grösse  des  Wider- 
standes W  berechnen,  welcher  längs  einer  bestimmten  Strecke  * 
überwunden  wird,  sobald  diese  letztere  bekannt  ist. 

Bei  dem  Zusammentreffen  eines  mit  der  Geschwindigkeit  V  =  5m,6 
gegen  einen  Nagel  vom  Gewichte  q  =  0,1  Kil.  stossenden  Hammers  vom  Ge- 
wichte Q  =  1,5  Kil.  zerlegt  sich  die  lebendige  Kraft: 

-^P-  =  Q  H  =  1,5  .  -^  =  2-*,4, 

welche  vor  dem  Stosse  vorhanden  war,  in  die  beiden  Theile: 

*  - 2'4  (-f^Tpj)  =  **»  md  »  =  a'4  •  -Äv  "  a"k>85- 

Der  erstere  Theil,  welcher  eine  mechanische  Arbeit  von  0,15  Meterkilogrammen 
repräsentirt ,  wird  auf  Zerdrückung  des  Nagelkopfes,  Erzeugung  von  Schall- 
and Wärme-Schwingungen  verwendet,  und  der  Rest  von  2,25  Meterkilogrammen 
auf  das  Eintreiben  des  Nagels  in  die  Wand  (Fig.  593)  oder  auf  das  Ueber- 
winden  des  Widerstandes  W,  welcher  dem  Eindringen  des  Nagels  entgegen- 
wirkt. Wenn  als  Tiefe  des  Eindringens  s  =  0m,005  beobachtet  wurde,  so  er- 
giebt  sich  für  die  mittlere  Grösse  des  Widerstandes  W  die  Gleichung: 

W  .  0,005  =  2,25     oder     W  =  450  Kil. 

Wäre  das  Gewicht  des  Nagels  q  =  0,5  Kil.  (statt  0,1  Kil.)  gewesen,  so  würde 

der  Verlust  95  =-t-  .  2,4  =  0,6  Meterkilogramm,  und  die  Nutzarbeit  nur 

1,8  Meterkilogramm  betragen  haben. 

• 

Wenn  der  Stoss  in  der  Richtung  der  Schwere  erfolgt,  wie 
z.  B.  bei  dem  Stosse  des  Kammklotzes  gegen  einen  Pfahl  (Fig.  594), 
so  wird  die  nach  dem  Stosse  von  der  Schwerkraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit  (Q-\-q)s  ebenfalls  auf  das  Ueberwinden  des 
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Widerstandes   W  verwendet,   und  der  letztere  ist  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

819)     QH(-Q«q)  +  {Q+q)M-W.B. 

Setzt  man  z.  B.  Q  =  1200  Kil.f  q  =  800  Kih,  V=  7- 
(also  //  =  ^^  =  2",&)  und  s  =  0",O45,  so  erhält  man 

die  Gleichung: 

1200 
1200. 2,5.  ^+200O.O,O45=TT.0,O45  oder  W=  42000. 

Unter  Voraussetzung  eines  vollkommen  unelastischen  Stosses 
würde  sich  ergeben,  dass  von  der  ganzen  vor  dem  Stoss* 
vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft  Q  H  =  3000  Meter- 
kilogrammen in  diesem  Falle  vier  Zehntel  oder  1200mk  auf 
Zusammendrückung  des  Pfahlkopfes,  und  der  Rest  von 
sechs  Zehnteln  oder  1800n>k  als  Nutzarbeit  auf  das  Ein- 
rammen des  Pfahles  verwendet  wurden. 

Im  Gegensatze  zu  den  beiden  vorigen  Fällen, 
in  welchen  von  der  ganzen  lebendigen  Kraft  nur 
der  Theil  9t  als  Nutzarbeit  auf  den  beabsichtigten 
Zweck  wirklich  verwendet  wurde,  und  der  für  die 
fortschreitende  Bewegung  verloren  gehende  Theil 
93  zugleich  eine  nachtheilige  Wirkung  ausübte, 
giebt  es  andere  Fälle,  in  denen  umgekehrt  gerade 
die  durch  den  Stoss  vernichtete  lebendige  Kraft 
in  Nutzarbeit  .sich  verwandelt  und  der  übrig  blei- 
bende Rest  SR  die  schädliche  Wirkung  bildet  In 
allen  solchen  Fällen,  wo'  es  beabsichtigt  wird, 
durch  die  Wirkung  des  Stosses  dem  gestossenen  Körper  eine  blei- 
bende Formänderung  zu  ertheilen,  ist  es  vortheilhaft,   das  Ver- 

hältniss  der  gestossenen  Masse  zu  der 
stowenden  Masse  so  gross  als  möglieh 
zu  machen. 


U 


$ 


w 


Fig.  595. 


Wenn  z.  B.  durch  den  Schlag  des  Niet- 
hammers das  aus  dem  Nietloche  vonragend«» 
Nietbolzen-Ende  zu  einem  Nietkopfe  umgeformt 
werden  soll  (Fig.  595),  so  ist  es  von  der  ganzen 
lebendigen  Kraft  des  Hammers  nur  der  dunh 
den  Stoss  vernichtete  Theil  $  (Gleichung  *  14 , 
welcher  als  Nutzarbeit  auf  diese  Fonnändenwc 
wirklich  verwendet  wird,  während  der  übrig  bleibende  Rest  Ä  eine  in  dit'M-m 
Falle  Rar  nicht  beabsichtigte  gemeinschaftliche  Bewegung  der  beiden  M*-m*l 
nach  dem  Stosse  erzeugt  und  für  die  Nutzwirkung  verloren  bleibt.    Die  l*t/- 
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tere  kann  man  dadurch  erhöhen,  dass  man  mit  der  unmittelbar  durch  den 
Stoss  getroffenen  Masse  m  des  Nietbolzens  eine  andere  Masse  mt  in  Berüh- 
rung bringt  (durch  Vorhalten  eines  zweiten  Hammers) ,  insofern  dadurch  die 
gestossene  Masse  nunmehr  die  Grösse  tn  +  m„  und  in  Folge  dessen  die 
Grösse  ©  einen  grösseren  Werth  erhält 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  dass  bei  dem  Stosse  eines  Dampfhammers 
gegen  das  auf  dem  Ambos  liegende  glühende  Eisenstück  der  auf  Formänderung 
des  letzteren  verwendete  Bruchtheil  der  lebendigen  Kraft  des  Hammers  um 
so  grösser  ausfallt,  je  grösser  die  Masse  des  Ambos  im  Verhältniss  zur  Masse 

des  Hammers  ist  (Fig.  596).  Wenn  z.  B.  das 
Gewicht  des  Hammers  Mg  =  Q  =  8000  Kil., 
und  die  Geschwindigkeit  desselben  V  =7m  ist 
(entsprechend  der  Fallhöhe  H  =  2m,5),  so  hat 
die  lebendige  Kraft  des  Hammers  vor  dem  Stosse 
MV2 


Fig.  596. 


TA» 


die  Grösse 


2 


=  QH=  8000 . 2,5  =  20000 


Meterkilogramm.  Wenn  ferner  das  Gewicht  des 
Ambos  (das  Gewicht  des  Schmiedestückes  mit 
eingerechnet)  mg  =  q  =  56000  Kil.  ist,  so  wird 
von  jener  lebendigen  Kraft  der  Theil: 

33  =  20000  .  ^^  =  17500  Meterkilogramm 

auf  Zusammendrücken  des  glühenden  Eisen- 
stückes (also  nützlich)  verwendet,  während  der 

Rest :  * 

Anno 
tt  =  20000 .  -|^-  =  2500  Meterkilogramm 

auf  das  Einrammen  des  Ambos,  auf  Erschütte- 
rung der  Fundamente  des  Gebäudes  etc.  (also 
auf  nachtheifige  Weise)  verwendet  wird. 

Die  mittlere  Grösse  des  auf  das  Schmiede« 
stück  hervorgebrachten  Druckes  kann  auf  ähn- 
liche Weise  wie  bei  der  mit  Bezug  auf  Fig.  594  berechneten  Aufgabe  be- 
stimmt werden,  sobald  die  Tiefe  des  Eindringens  s  bekannt  ist.  Wenn  letztere 
klein  ist  im  Verhältniss  zu  H,  so  kann  die  Arbeit,  welche  die  Schwerkraft 
während  des  Eindringens  des  Hammers  verrichtet,  als  vergleichweise  klein 
vernachlässigt ,  und  der  Widerstand  W  berechnet  werden  aus  der  Gleichung : 

820)    SS  =  W .  *. 

Wenn  also  der  Hammer  bei  dem  Stosse  z.  B.  um  0",02  in  das  Eisen  eindrang, 

17500 
so  h£trug  der  Druck  während  des  Stosses  durchschnittlich  nft2  =  875000  Kil. 

Je  grösser  die  gestossene  Masse  m  im  Verhältniss  tut  stossen- 
den  Masse  M  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  das  Verhältniss 


m 


M-\-m 

dem   Grenzwerthe  Eins  und  der  Stossverlust  25  (Gleichung  814) 

\Jf  T/TS 

dem    Werthe   — x —  =  QH.      Bei    dem    Stosse    einer    mit    sehr 


Flg.  597. 
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grosser    Geschwindinkeit    V   eich    bewegenden    wenig    elastischen 
Masse  M  gegen  eine  ruhende   wegen   ihrer  grossen  Masse   m  als 
unbeweglich  anzusehende  sehr  feste  Wand  wird  demnach  nahezu  die 
ganze  lebendige   Kraft    ■   „  -  =  QH  deB  stossenden  Körpers  auf 
Formänderung  desselben  verwendet.     Wenn  der  stossende  Körper 
ein  Cylinder  von-  der  Länge  l  ist,    so  legt  der  Schwerpunkt  des- 
selben,   während  der  Cylinder  an  der  Wand  sich  platt  drückt 
(Fig.  597),  noch  nahezu  die.  Länge  -g-  zurück,  und  da  der  Schwer- 
punkt S  sich  so  bewegt,  wie  wenn  der  Wider- 
stand der  Wand  in  ihm  seinen  Angriffspunkt 
hätte,   so   ist  es  die  von  dem  durchschnitt- 
lichen  Widerstände   W  verrichtete  mechani- 
Y  sehe    Arbeit    — W,~-,    durch    welche   die 

lebendige   Kraft    QH  vernichtet  wird.     Die 
mittlere  Grösse  des  Widerstandes  W  ist  also 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 
821)     W  .  y  =  QH,     oder     W  =  ^Q"~ ■ 
Angenommen:     der     Abscheerüngswiderstand,     welcher    dem 
Durchgehen    der   Wand    entgegenwirkt    oder    dem    Durchstossen 
eines   cylindrischen  Loches   von    gleichem   Durchmesser   mit  dein 
stossenden  Cylinder,  wäre  kleiner  als  der  in  obiger  Gleichung  für 
die  erforderliche  Grösse   des   Widerstandes    W  gefundene   Wertli: 
so  würde   der   stossende  Cylinder  —   anstatt   an  der  Wand  sich 
platt  zu  drücken  —  das  vor  ihm  liegende  cylindrische  Stück  der 
Wand  vor  sich  her  schieben   und  gemeinschaftlich  mit  demselben 
seine  Bewegung  jenseits  der  Wand  fort- 
riß. B88.  9etzen  (Fig.  598).    Die  Dicke  i.  welche 
die   Wand    mindestens    haben   müsste. 
wenn   dieses   Durchlochen    nicht  statt- 
finden  soll,    kann    man    annärienms1-- 

— — ►  *     weise   dadurch   bestimmen ,   dass   nun 

jenen  Widerstand  Wdem  Abscheemng*- 

widerstande  gleich  setzt    Die  Cyliniler- 

mantelfläche ,    längs    welcher    die   Ab- 

sebeerung  stattfinden  würde,  hat  nach 

Fig.  598  den  Inhalt  dwA,  und  wenn  der  Abscheerungs-Festiitkeit«- 

coefficient  mit  ja  bezeichnet  wird,  so  ist  der  AbscheerungswidersUnd: 

822)     ITs.|».aT«A. 
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Ans  der  Gleichsetzung  der  beiden  Werthe  von  W  ergiebt  sich 
für  die  erforderliche  Wandstärke  A  der  Werth : 

823)   A  =  I?S;. 

Wenn  mit  7  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters  der  stossenden 
Masse  bezeichnet  wird ,  so  ist  hierin  Q  =  f  .  -j-  d2 1  zu  setzen 
und  man  erhält  die  Gleichung: 

824)    A  =  f  .1.*, 

welche  als  eine  rohe  Annäherungsformel  für  die  Bestimmung  der 
erforderlichen  Stärke  eines  Schiffspanzers  gelten  kann. 

Wenn  z.  6.  das  cylindrische  Geschoss  und  der  Schiiispanzer  beide  aus 

y  (XOOOOOT  6 

Schmiedeisen  bestanden,  so  wäre  (für  Millimetermaass)  —  =  — - — ^ 

{i  30 

=  0,0000002533  zu  setzen,  und  wenn  die  Geschwindigkeit  F  — 400m  gesetzt 

wird,   so  ist  H=  -= —  =  &lb&m  =  8155000  Millimeter  zu  substituiren,  und 

2g 

man  erhält  für  A  die  Gleichung:  , 

A  =  l,038flf, 

ans  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Dicke  des  Panzers  mindestens  gleich  dem 
Durchmesser  des  cylindrischen  Geschosses  sein  muss,  wenn  bei  der  obigen 
Geschwindigkeit  keine  Durchbohrung  des  Panzers  stattfinden  soll. 

§  140. 
Elastischer  Stoss.  , 

Je  kleiner  die  Geschwindigkeitsdifferen^  der  beiden  Körper  vor 
dem  Stosse  war,  um  so  mehr  ist  es  zulässig,  die  aus  den 
Gleichungen  806)  und  807)  sich  ergebenden  Werthe: 

825)     C=  V—  -(-^?-,         826)    c  =  v  +  ^-v)-       . 

als  die  wirklichen  Grössen  der  Geschwindigkeiten  nach  dem 
Stosse  zu  betrachten,  namentlich,  wenn  zugleich  das  Material  der 
beiden  Körper  die  Eigenschaft  der  Elasticität  in  hohem  Grade 
besitzt,  wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfenbein,  gehärteter  Stahl  etc. 

Wenn  M=m  ist,  so  wird  C=v  und  c  =  F,  d.  h.  in 
diesem  Falle  tauschen  die  Körper  ihre  Geschwindigkeiten  gegen 
einander  aus,  in  der  Weise,  dass  jeder  von  beiden  nach  dem 
Stosse  die  Bewegung  des  anderen  fortsetzt.  Wenn  zugleich  t; 
negativ  war,  d.  h.  wenn  die  Körper  von  entgegengesetzten  Seiten 
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kommend   gegen  einander  stiessen,   so  kehrt  ein  jeder  von  der 
Stelle  des  Zusammenstosses   wieder  zurück,  und  zwar  mit  der- 
jenigen Geschwindigkeit,  welche  der  andere  vor  dem  Stosse  hatte. 
Für  den  speziellen  Fall,  in  welchem  v  =  0  ist,  ergeben  sich, 

wenn  abkürzungsweise  das  Massenverhältniss  — -  =  n  gesetzt  wird, 
aus  obigen  allgemeinen  Gleichungen  die  Werthe : 

827)    Ct  =(;-=f)  V,        828)    P,  =(/£-)  ^ 

Wenn  die  gestossene  Masse  m  =  —  unmittelbar  nach  Em- 
pfang des  Stosses  mit  der  erlangten  Geschwindigkeit  c,  ihrerseits 
wiederum  gegen  eine  ruhende  Masse  stösst,  welche  in  dem  gleichen 

Verhältniss  1  :  n  zu  ihr  steht  (also  die  Grösse  —  hat),    so  wird 
diese  dritte  Masse  die  Geschwindigkeit 

2n    \  /    2n    \2 


--(^ft)«.-  .jfr" 


erhalten.  Wenn  alsdann  in  gleicher  Weise  die  dritte  Ma** 
wieder  gegen  eine  ruhende  vierte  Masse,  die  vierte  gegen  die  fünfte 
stösst  etc.,  und  bei  jedem  dieser  auf  einander  folgenden  Stös^e 
das  Verhältniss  der  gestossenen  und  stossenden  Masse  gleich  1 : » 
ist,  so  wird  nach  dem  r-ten  Stosse  die  zuletzt  gestossene  Mav* 
die  Geschwindigkeit  erhalten : 

829)  <<  =r  (-n+r)r  r. 

Für  n  =  1  wird  Cx  =  0  und  et  =  cr  =  F;  d.  h.  wenn  gegen  das  ein»* 
Ende  einer  ruhenden  Reihe  von  elastischen  Kugeln,  deren  Massen  einander 
gleich  sind,  eine  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegende  Kugel  von  gleüVr 
Beschaffenheit  stösst,  so  wird  die  am  jenseitigen  Ende  der  Reihe  befindliche 
Kugel  die  Geschwindigkeit  V  erhalten,  während  alle  übrigen  Kugeln  nach 
dem  Stosse  im  Ruhezustande  sich  befinden.  Wenn  der  ersten  stossendt-n 
Kugel  eine  zweite,  und  dieser  wiederum  eine  dritte  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit folgt,  so  wird  derselbe  Vorgang  zum  zweiten  und  dritten  Male  eintreten. 
Wenn  also  gegen  das  eine  Ende  der  ruhenden  Kugel -Reihe  eine  mit  drr 
Geschwindigkeit  V  sich  bewegende  Kugel-Reihe  stösst,  so  wird  am  jenseitigen 

Ende     der    ersteren 
Pi*5"-  Reihe    eine    Gruppe 

V  V       von    gleicher  Anxthl 

mit    der     sto&sendrn 

OOO CCOOOOOOOO -CCO     Kugel-Reihe  von  den 

übrigen  sich  trennm 
und  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  fortbewegen,  während  alle  übrigen  KuHu 
nach  dem  Stosse  im  Ruhezustande  bleiben  (Fig.  699). 
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Setzt  man  n  =  3  und  r  =  20,  so  wird  nach  Gleichung 829)  c,0=:l,b79.V 
=  3325 .  F;  d.  h.  wenn  eine  ruhende  Reihe  von  20  Kugeln,  deren  jede  zu  der 

nächstfolgenden  in  dem  Massen  -Verhältnis?  1 :  ~   steht,  an  dem  Ende,  wo  die 

grösste  Kugel  sich  befindet,  einen  Stoss  erhält  durch  eine  mit  der  Geschwindig- 
keit V=  lm  sich  bewegende  Kugel,  welche  zu  jener  grössten  wiederum  in 

dem  Massen  -Verhaltniss  1  :  Q  steht,  so  würde  —  falls  die  Voraussetzungen, 

unter  welchen  die  Gleichungen  des  elastischen  Stosses  angewendet  werden 
dürfen,  hier  in  aller  Strenge  erfüllt  wären  —  die  am  jenseitigen  Ende  der 
Reihe  befindliche  kleinste  Kugel  durch  die  längs  der  Reihe  sich  fortpflanzende 
Stosswirkung  eine  Geschwindigkeit  von  3325  Metern  erhalten,  während  die 
übrigen  Kugeln  resp.  mit  den  Geschwindigkeiten  O^ö,  0m,75,  lm,125  .  .  . 
HOS-,33  . . .  nach  dem  Stosae  sich  weiter  bewegen. 

Wenn  n  =  0  ist,,  so  wird  Cx  = — V  und  cx  =  0,  •  d.  h.  wenn  eine 
elastische  Kugel  gegen  eine  unendlich  grosse  ruhende  Masse  (oder  eine  feste 
Wand)  stösst,  so  hat  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach  dem  Stosse  mit  ihrer 
anfänglichen  Geschwindigkeit  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung, 
während  die  gestossene  Masse  im  Ruhezustande  bleibt.  Wenn  dagegen  ti  =oo 
ist,  so  wird  C,  ==V  und  c,  =»2F,  d.  h.  je  kleiner  die  gestossene  Masse  im 
Verhaltniss  zur  stossenden  ist,  um  so  mehr  ist  es  gestattet  anzunehmen,  dass 
die  Geschwindigkeit  der  stossenden  Masse  durch  den  Stoss  nicht  geändert 
wird,  und  dass  die  vorher  ruhende  Masse  durch  den  Stoss  eine  Geschwindig- 
keit erhält,  welche  doppelt  so  gross  ist  als  die  der  stossenden  Masse  vor 
dem  Stosse. 

§141. 

Stoss  rotirender  Korper. 

(Ballistisches  Pendel.) 

Die  am  Schlüsse  des  §  137  gefundenen  allgemeinen  Glei- 
chungen 804)  und  805)  können  auch  benutzt  werden  zur  Be- 
stimmung der  Geschwindigkeitsänderungen,  welche  zwei  um 
parallele  unbewegliche  Achsen  sich  drehende  Körper  einander 
gegenseitig  durch  den  Stoss  ertheilen,  sobald  mit  den  Buchstaben 
\\  v  und  C,  c  statt  der  Geschwindigkeiten  der  Schwerpunkte  die 
den  Drehbewegungen  entsprechenden  Peripherie-Geschwindigkeiten 
der  Stosspunkte  resp.  vor  und  nach  dem  Stosse  bezeichnet  werden, 
und  statt  der  wirklichen  Massen  M,  m  resp.  die  auf  die  Stoss- 
punkte reduetrten  Massen  30? ,  m  substituirt  werden  (§  95).  Vor- 
ausgesetzt ist  hierbei,  dass  der  Stoss  wiederum  ein  gerader  Stoss 
ist,  d.  h.  dass  im  Augenblicke  des  Zusammen treffens  die  Be- 
wegungsrichtungen der  beiden  Stosspunkte  rechtwinkelig  zu  der 
Berührungsebene  gerichtet  sind  (Fig.  600).  Es  ist  also  für  diesen 
Fall   nur  nöthig,    aus   den  Trägheitsmomenten  T,  t  der  beiden 

Ritter,  Mechanik.  38 
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Massen  J/,  m   in  Bezug   auf  ihre  Drehachsen  (nach  den  in  §  95 
gefundenen  Regeln),  die  resp.  auf  die  Halbmesser  A  und  a  redu- 

T         ,  t 


Fig.  600. 
m 


cirten  Massen  2R  = 


und   m  = 


zu 


M 


'v 


"iV 


M 


& 


y 


> 


1 


berechnen,  um  alsdann  nach  Substitution 
dieser  Werthe  resp.  statt  M,  m  die  obigen 
allgemeinen  Gleichungen  nebst  allen  in  drii 
vorigen  Paragraphen  aus  denselben  für 
specielle  Fälle  abgeleiteten  Gleichungfu 
auch  auf  den  Stoss  rotirender  Massen  an- 
wenden zu  können. 

*  So  z.  B.  würde  man  nach  Gleichung  814)  den  b*- :l 
Stosse  einer  Daumen -Welle  gegen  einen  Min. 
hammer  stattfindenden  Verlast  an  lebendiger  Kran 
unter  Voraussetzung  eines  unelastischen  Su>»~ 
zu  berechnen  haben  aus  der  Gleichung: 

«»  »-*£(.}.-)• 

in  welcher  SR  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  der  Daumen  W»  11 
(nebst  Zubehör)  und  m  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  des  Hanum^ 
bedeutet.  Die  aus  Gleichung  814)  gezogene  Folgerung :  dass  der  StossverliK 
um  so  kleiner  ist ,  je  grösser  das  Verhältniss  der  stossenden  Masse  zur  irr 
stosseiien  ist,  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  Anwendung,  und  erkUn 
es  sich  daraus,  dass  es  vorteilhaft  ist,  durch  Flinzufugung  eines  an  <!*' 
Daumen- Welle  anzubringenden  Schwungrades  das  Trägheitsmoment  der>rlt>"- 
zu  vergrössern. 

Ebenso  können  die  allgemeinen  Gleichungen  angewend'J 
werden  auf  den  Fall,  in  welchem  nur  eine  von  den  beid»*: 
Massen  z.  B.  die  Masse  m  an  einer  unbeweglichen  Drehachse  be- 
festigt ist,  für  welchen  Fall  jenen  Gleichungen  die  Form  zu  gtV 
sein  würde: 

,    ,     AI  '  i        m 

1  +  m  X  '    M 

Wenn  man  hierin  t?  =  0  und  ausserdem  s-Ü  setzt,  den  Sto^ 
also  als  einen  unelastischen  behandelt,  so  erhält  man  die  Hirs* 
chung : 

833)     C==c= -— , 

nach  welcher  man  die  Bewegung  berechnen  kann,  welche  ein  v* 
dem  Stosse  im  Ruhezustande  hängendes  Pendel  von  der  Masse  « 
ausführt,  wenn  dasselbe  durch  den  Stoss  einer  fortschreitend«*" 
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Masse   M  in    Schwingungen   versetzt  wird   (Fig.    601).     Die   Ge- 
schwindigkeit c  ist  die. Anfangsgeschwindigkeit,  mit  welcher  der 

Sto&spunkt  P  seine  Bewegung  längs 

des  Schwingungsbogens  ?P%  be- 
ginnt, und  die  lebendige  Kraft  des 
Pendels  hat  im  Anfange  der  Bewe- 


Fig.  602. 


^ 


gung  die   Grösse 


mc 


Wenn    a 


i\ 


>e 


der  Winkel  ist,  nach  dessen  Zu- 
rücklegung  die  Drehgeschwindigkeit 
des  Pendels  Null  wird  (Fig.  602) 
und  r  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  Drehachse,  so  ist 
nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  (Gleichung  508)  zu  setzen: 


mc 


834)    0  —  ~~^  —  mgr{\  -  cos  ex) 


oder 


r. 


-Y> 


m 


2  — gr(l  — cosa). 


m 


Wenn  man  diesen  Werth  für  c  in  Gleichung  833)  substituirt  und 
dieselbe  alsdann  für  V  auflöst,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


835) 


F=(1+l)l/2l^(1-cos^ 


welche  zur  Berechnung  der  Geschwindigkeit  V  einer  Kanonen- 
kugel benutzt  werden  kann,  sobald  der  durch  den  Stoss  derselben 
gegen  das  ballistische  Pendel  hervorgebrachte  Elongationswinkel  a 
durch  directe  Beobachtung  gefunden  wurde. 

Die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  „m"  kann  ebenfalls  durch  Be- 
obachtungen bestimmt  werden.  Wenn  man  das  Pendel  kleine  Schwingungen 
ausführen  lässt  und  die  Dauer  x  einer  solchen  Schwingung  beobachtet,  so 
findet  man  zunächst  nach  Gleichung  93).  als  Länge  des  einfachen  Pendels  von 

gleicher  Schwingungsdauer  l  =  --\  .    Hierauf  kann  man  aus  Gleichung  522), 


welche  für  diesen  Fall  die  Form   annimmt  l  = 


m  a1 
mr 


die  reducirte  Masse 


m  = 


mrl 


berechnen  und  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Glei- 


chung 835) : 


836) 


V  =  ( }  +  5  i)  V**«l- <*■«). 


Wenn  z.B.  t  =  1,57  See.  gefunden  wurde,  so  ist  Z  =  2m,45,  wenn  ferner 
r  =  2-,  a  =  J  =  2B'?45,  (also  -  =  1,225),  ™  =  400  und  a  =  20°  beob- 
achtet wurde,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  836) ,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Kanonenkugel  V  =  557m,67  war. 
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§  142. 
Explosionen. 

Die  Geschwindigkeit  u  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
der  beiden  Massen  erleidet  durch  den  Stoss  keine  Aendernng 
(Gleichung  796);  wenn  also  dieselbe  vor  dem  Stosse  gleich  Null 
war,  so  wird  dies  auch  nach  dem  Stosse  noch  der  Fall  sein,  und 
nach  Gleichung  800)  ist  in  diesem .  Falle : 

837)     -.£=*_     v 


c  M         -  v  ' 

d.  h.  sowohl  vor  als  nach  dem  Stosse  haben  die  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Körper  entgegengesetzte  Richtungen  und  ihr 
Verhältniss  ist  beide  Male  gleich  dem  umgekehrten  Massenver- 
hältniss.  Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
die  Geschwindigkeiten  V,  v  beide  gleich  Null  waren  und  die  Ge- 
schwindigkeiten C,  c  durch  eine  Explosion  hervorgebracht  wurden. 
Wenn  in  solchem  Falle  von  den  beiden  letzteren  die  eine  bekannt 
ist,  so  kann  die  andere  mittelst  der  obigen  Gleichung  berechnet 
werden. 

Eine  geladene  Kanone  (Fig.  003)  befindet  sich  im  Momente   des  Ab- 
feuern s  genau  in  derselben  Situation,  in  welcher  das  in  Fig.  591  dargestellte 

Massen-System  im  Augenblicke  der  stärk- 
Fig.  603.  sten  Zusammendrückung  der  Feder  sich 

befinden  würde,  wenn  die  Anfangsgeschwii.- 


SLr, 
M 


c       digkeiten  V,  v  in  Fig.  590  der  obigen  Glei- 
f     >     chung  entsprochen  hätten.  Wenn  die  M^e 
Wl  des  Pulvers  sehr  klein    ist   im  Vergleich 

zur  Masse  des  Geschosses,  so  ist  die  Wir- 
kung  des  Pulvers  im  Augenblicke  der  Entzündung  zu  vergleichen  der  Wir- 
kung einer  masselosen  Feder,  deren  vorher  auf  irgend  eine  Art  gehemmte 
Spannkraft  in  jenem  Augenblicke  plötzlich  frei  wird.  Nach  Gleichung  357 
kann  daher  die  Geschwindigkeit  des  „Rücklaufes"  der  Kanone  berechnet 
werden,  sobald  die  der  Kugel  erth eilte  Geschwindigkeit  C  und  das  Verhältnis 

\t 

-    der  beiden  Massen  bekannt  ist.    Wenn  z.  B.  G'  =  400m  und  m  =  $«>-V 

m 

ist,  so  hat  die  Geschwindigkeit  des  Rücklaufes  die  Grösse  c=  ^w.  =•-  • 

«DO 

Die  lebendigen  KrUfte  der  beiden  Massen  -    und  -  verhalten  *ifo 

wie  C :  r  oder  in  diesem  Falle  wie  200  :  1 .    Von  der  ganzen  durch  die  Ki- 
plosion  hervorgebrachten  lebendigen  Kraft  geht  also  auf  die  Kanone,  und 

<0\)\. 

200 
der  Rest  von   ~      auf  die  Kugel  über. 
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Die  Kräfte,  welche  bei  der  Explosion  eine  Trennung  deö  vor- 
her verbunden  gewesenen  Massen-Systemes  hervorbringen,  sind  in 
Bezug  auf  die  Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
als  innere  Kräfte  zu  betrachten.     Wenn  ausserdem   noch  äussere 
Kräfte  vorhanden  sind,    so   kann   man   sich   die  Bewegung    des 
Schwerpunktes  in  zwei  Bewegungen  zerlegt  denken:   nämlich  die- 
jenige, welche  den  inneren  Kräften  für  sich  allein,  und  diejenige, 
welche  den  äusseren  Kräften  für   sich  allein  entsprechen  würde. 
Die  erstere   ist  eine  gleichförmige,   die   letztere  im  Allgemeinen 
eine  ungleichförmige   Bewegung,    deren   Beschleunigung    dieselbe 
bleibt,  so  lange  die  äusseren  Kräfte  dieselben  bleiben,  in  welcher 
also  durch  die   Explosion   selbst   keinerlei   Aenderung  hervorge- 
bracht wird. 

Wenn  z.  B.  eine  vertical  abwärts  fallende  Bombe  plötzlich  in  zwei  Stücke 
zersprengt  würde  in  der  Weise,  dass  die  obere  Hälfte  nach  oben,  die  untere 
Hälfte  nach  unten  hin  geschleudert  wird  (Fig.  604),  so  würde  der  Schwer- 
punkt seine  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  g  fortsetzen, 
Fig.  604.        und  erst  in  dem  Augenblicke,  wo  die  untere  Hälfte  gegen  den 
Boden  stOsst,  wo  also  in  dem  Gegendrucke  der  festen  Boden- 
lTn  fläche  eine  neue  äussere  Kraft  hinzukommt,  erleidet  die  Be- 

schleunigung plötzlich  eine  Aenderung  und  geht  —  wenn  der 
Boden  als  unelastisch  vorausgesetzt  wird  —  von  der  Grösse 

2wo  „     „  „         mg  1      M. 

.■--■  A  -  0-  -    ==■  g  sprungweise  in  die  Grösse  ~jr-  -  =   «  9  über. 

i 

Das  Gleiche  gilt  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
s--  A  einer  Bombe,  welche  eine  parabolische  Flugbahn  beschreibt 

~~~^  I  und  während  der  Bewegung  plötzlich  in  beliebig  viele  Stücke 

r_*.|  zersprengt  wird.     Durch   die   Explosion   selbst   erleidet   die 

Bahnlinie  des  Schwerpunktes  keinerlei  Formänderung.   In  dem 
Augenblicke  aber,  wo  das  erste  Stück  gegen  den  festen  Boden 
.       ,  (  stösst,  springt  der  Schwerpunkt  aus  der  ursprünglichen  in  eine 

neue  parabolische  Linie  über,  und  bei  dem  Niederfallen  jede« 
einzelnen  Stückes  entsteht  in  der  Bahnlinie  des  Schwerpunktes 
eine  Ecke. 

Da  bei  einem  an  fester  Drehachse  hängenden  Pendel  die 
Beschleunigung  des  Stosspunktes  wie  die  eines  einfachen  mate- 
riellen Punktes  zu  bestimmen  ist,  dessen  Masse  gleich  der  auf 
den  Stosspunkt  reducirten  Masse  des  Pendels  ist,  so  kann  die 
Gleichung  837)  auch  auf  den  Fall  angewendet  werden,  in  weichem 
der  explodirende  Körper  aus  einem  an  fester  Drehachse  hängen- 
den Systeme  von  zwei  Massen  M  und  m  besteht,  sobald  darin 
statt  derjenigen  Masse  w,  welche  nach  der  Explosion  noch  als 
Pendel   mit  der  Drehachse  vereinigt  bleibt,   die   auf  den   Stoss- 


i 
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punkt  reducirte  Masse  m  substituirt  wird.  Für  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Masse  M  durch  die  Explosion  ertheüt  wird,  er- 
hält man  alsdann  die  Gleichung: 

838)     C  =  ™  .  c. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  zweite  Methode  der  Benutzung,  des  ballistischen 
Pendels  zum  Messen  der  Geschwindigkeit  einer  Kanonenkugel.    Anstatt  die 

Kanone  von  aussen  her  gegen  das  Pendel 
Fi«   605  abzufeuern,  kann   man  auch  die   Kanon« 

selbst   als   Pendel    aufhängen    und  durrh 
(p>  Messung  des  beim  Abfeuern  entstehende: 

Ausschlagswinkels  a  die  Geschwindigkeit  ( 

der   Kanonenkugel   bestimmen   (Fig.  605,. 

a  .  Wenn    mau    in  obiger  Gleichung  den  in: 

vorigen    Paragraphen    (aus   Gleichung  *U 
_  ,  zu  entnehmenden)  Werth  für  c  substituin. 

1 — :>-  ]saSjMSt^~>    '  so  erhält  man  die  Gleichung: 

M  \2m  / 

m   -  ■ 


839)    C=-~|/2.-^-.jrr(l-coMi. 


in  welcher  m  die  aus  Pendel   und  Kanone   zusammengesetzte   schwingend* 
Masse  bedeutet.    Setzt  mau  hierin  (wie  bei  dem  Zahlenbeispiele  des  vorigen 

4M  4M 

Paragraphen):        =  1,225,  -~  =  400,  a  =  2-,45,  r  =  2»unda  =  20\  so 
erhält  man:  C  =  555*95. 

§  143. 
Excentrischer  Stoss. 

(Mittelpunkt  des  Stosses.) 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  Bewegung  der  Ma^ 
m  vor  dem  Stosse  zusammengesetzt  war  aus  einer  fortschreiten- 
den Bewegung,  entsprechend  der  Geschwindigkeit  ö  ihres  Schwer- 
punktes und  einer  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u>  geschehenden 
Drehbewegung  um  eine  rechtwinkelig  zur  ersteren  stehende  Schwer- 
punktsachse,  welche  letztere  als  eine  freie  Achse  (§  97)  vorau>- 
gesetzt  yvird;  ferner,  dass  der  Stosspunkt  in  einer  rechtwinkelig 
zu  dieser  Drehachse  liegenden  Schwerpunktsebeue,  im  Abstände  «i 
vom  Schwerpunkte  sich  befindet,  und  dass  der  Stoss  in  Be/u? 
auf  beide  Körper  ein  gerader  Stoss  ist,  d.  h.  dass  die  Bewegtin?*- 
richtungen  der  stossenden  Masse  M  und  des  Stosspunktes  an  der 
Masse  m  beide  rechtwinkelig  zur  Berührungsebene  gerichtet  sind, 
endlich,  dass  der  Stoss  in  Bezug  auf  die  stossende  Masse  31  zu- 
gleich ein  centraler  Stoss  ist. 


ExcentriBcher  Stoss. 
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Wie  in  §  138  kann  man  sich  die  Elasticitätswirkungen  an 
der  Berührungsstelle  wiederum  durch  eine  zwischen  beide  Körper 
eingeschaltete  masselose  Feder  versinnlichen,  und  da  die  Stoss- 
dauer  als  sehr  klein  angenommen  werden  darf  —  folglich  trotz 
der  Drehung  der  Masse  m  die  Stellung  derselben  während  der 
Stossflauer  keifte  wesentliche  Aenderung  erleidet  —  so  kann  man 
sich  (nach  Analogie  der  drei  Figuren  590,  591,  592)  die  drei  . 
Stellungen  der  beiden  Körper  im  Augenblicke  der  ersten  Be- 
rührung, der  grössten  Zusammendrückung  und  am  Ende  der 
Stossdauer  resp.  durch  die  drei  Figuren  606,  607,  608  veran- 
schaulichen. 


Fig.  606. 
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Durch  den  excentrisch  wirkenden  Stossdruqk  D  wird  sowohl 
die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  als  auch  die  Drehge- 
schwindigkeit der  Masse  m  geändert  Nach  §  107  (Gleichung 
545)  ist  die  dem  Momente  Da  entsprechende  Drehbeschleunigung 

(wenn  mit  ma2    das  Trägheitsmoment  der  Masse  m 


* 


Da 
ma1 


in  Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  bezeichnet  wird)  folglich  die 
der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Bogen -Beschleunigung  des 


Stosspunktes  a  .  <j*  = 


m 


Die   Masse*  M  erhält  gleichzeitig  die 


Letztere  verhält  sich  zur  ersteren  wie  m  fcu 


v     ••  D 

lerzogerung   -^. 

M\  es  müssen  daher  auch  die  ganzen  während  des  Ueberganges 
aus  der  Stellung  Fig.  606  in  die  Stellung  Fig.  607  hervorge- 
brachten Geschwindigkeits-Aenderungen  resp.  V — u  und  ab —  am 
dieser  beiden  Bewegungen  sich  verhalten  wie  m  zu  M.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

V—u   _m 

aft         -—     ■ 


840) 


dm         3f' 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Figuren  zu  entnehmenden 
Werthe  ah  =  u  —  u  und  am  =  v  —  b  die  Form  annimmt: 
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841)  \u  __  V)  _  (u  _  ö)  —  3f  • 

Die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Masse  m  ändert 
sich  genau  in  derselben  Weise  wie  die  eines  einfachen  materiellen 
Punktes  von  gleicher  Masse  unter  Einwirkung  des  Stossdruckes  D 
sich  ändern  würde.  Es  muss  daher  wie  bei  dem  centralen  ijtosse 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeit»  -Aenderungen  der  beiden 
Schwerpunkte  gleich  dem  umgekehrten  Massenverhältniss  sein; 
folglich  ist: 

842)  ^=£  =  -£. 

'      u  —  ö         M 
Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  während 
der  ersten  Periode   hervorgebrachten   drei  Geschwindigkeit»- Aen- 
derungen die  Werthe: 

843)     V-u  =  -      V~-^r,    844)    u  -  t>  =  —   V~v 


845)    ab  —  am  — 


*    .    M    .    M 

1  -J 1 —  - 

tu  tn 

V-v 


1  +  5  +  ¥ 


1   I    m    I    m 


Um  die  während  der  ganzen  Stossdauer  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeits -  Aenderungen  zu  erhalten,  hat  man  diese  Werthe 
noch  mit  1  -j-  e  zu  multipliciren  (§  137)  und  erhält  dann  die 
Gleichungen : 


846)     V—  C 


(l  +  «)(y-P) 
mm 


847)     c  — tt  = 


_   (!  +  «)(»'     r) 


1+M+« 


848)     am  —  aai  — -  -  . 

*  im  »tt 


1  "f"  M  +  m 

Mittelpunkt  des  Stosses. 
Mit  Hülfe  .der  letzteren  beiden  Gleichungen   lässt  sich  auch 
die  Geschwindigkeit»- Aenderung  bestimmen,  welche  ein  beliebiger 

anderer  Punkt  der  Ma>^ 
m,  z.  B.  der  dem  Stutz- 
punkte gegenüberliegende 
im  Abstände xvomSchwer- 
_>c  punkte  befindliche  Punkt 
J  durch  den  Stoss  erhält. 
Nach  Fig.  609  war  die 
Geschwindigkeit  die*e> 
Punktes  vor  dem  Sto>>e 
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Fig.  609. 
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gleich  0  —  x  w ,  und  nach  Fig.  610  ist  die  Geschwindigkeit  des- 
selben nach  dem  Stosse  gleich  c  —  xw  geworden.  Denjenigen 
Punkt,  welcher  durch  den  Stoss  gar  keine  Geschwindigkeits-Aen- 
derung  erleidet,  findet  man,  indem  man  die  Differenz  jener  beiden 
Geschwindigkeiten  gleich  Null  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

849)  0  =  (c  —  xiv)  —  (ö  —  x ü>)     oder    x  —  — ~   . 

Wenn  man  hierin  für  c —  ö  und  w  —  «>  resp.  die  aus  den 
Gleichungen  847)  und  848)  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

850)  x  =  a  .  — , 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Lage  des  gesuchten  Punktes 
vollkommen  unabhängig  ist:  sowohl  von  dem  Coefficienten  e  als 
auch  von  der  anfänglichen  Geschwindigkeitsdifferenz  V  —  v  sowie 
von  dem  Verhältniss  der  stossenden  zur  gestossenen  Masse. 

Für  die  Entfernung  x  -(-  a  =  l  der  beiden  Punkte  0  und  J 
ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

851)  l  =  a+  m-a  =  *«i +«*?_. 

J  '      m  ma 

Der  im  Zähler  des  letzteren  Bruches  stehende  Ausdruck  ist  nach 
Gleichung  483)  das.  Trägheitsmoment  der  Masse  m  in  Bezug  auf 
eine  der  Schwerpunkts  -  Achse  parallele  durch  den  Stosspunkt  O 
gelegte  Achse.  Folglich  ist  (nach  Gleichung  522)  der  Abstand 
des  Punktes  J  von  dem  Stosspunkte  gleich  demjenigen  Abstände, 
in  welchem  bei  der  um  die  Achse  0  schwingenden  Masse  m  der 
sogenannte  Schwingungspunkt  liegen  würde  (§  103).  Wenn  die 
Masse  m  vor  dem  Stosse  im  Ruhezustande  sich  befunden  hätte, 
so  würde  von  allen  in  der  Richtungslinie  OS  liegenden  Punkten 
des  Körpers  der  Punkt  J  der  einzige  sein,  dessen  Geschwindigkeit 
anck  unmittelbar  nach  dem  Stosse  noch  die  Grösse  Null  hat;  es 
würde  also  die  durch  den  Stoss  hervorgebrachte  Bewegung  im 
ersten  Augenblicke  gerade  so  beschaffen  sein,  wie  wenn  der  Körper 
um  eine  im  Punkte  J  rechtwinkelig  zur  Stossebene  stehende  Dreh- 
achse sich  drehete.  Wäre  der  Körper  an  dieser  Drehachse  vor- 
her aufgehängt  gewesen,  so  würden  die  Widerstände,  welche  die 
Drehachse  unbeweglich  erhalten,  durch  den  Stoss  selbst  auf 
keinerlei  Weise  in  Anspruch  genommen;  d.  h.  die  Zapfenlager 
würden  bei  dem  Stosse  keine  Erschütterung  erleiden.  Der  Punkt 
O  wird  deshalb  in  Bezug  auf  diese  Drehachse  J  der  „  Mittelpunkt 


602 


Sechster  Abschnitt.    Cap.  XXV.    §  143. 


des  Stosses4*  genannt.  Da  nach  §  104  der  Aufhängepunkt  zum 
Schwingungspunkte  wird,  wenn  der  frühere  Schwingungspunkt  als 
Aufhängepunkt  gewählt  wird,  so  bildet  in  gleicher  Weise  der 
Punkt  J  den  Mittelpunkt  des  Stosses  in  Bezug  auf  eine  durch 
den  Punkt  O  rechtwinkelig  zur  Stossebene  gelegte  Drehachse. 

Wenn  z.  B.   eine  geradlinige   prismatische  Stange  von  der  Länge  L  an 

einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,   so   liejit  der  Mittelpunkt  des  Stosse* 

2 

in  der  Entfernung  1=      L  vom  Aufhängepunkte;  und  umgekehrt:  weon  der 

o 
2 
im  Abstände  -- L  von  einem  Endpunkte  liegende  Punkt  als  Aufhangepunkt 
o 

genommen  wird,  so  fällt  der  Mittelpunkt  des  Stosses  mit  diesem  Endpunkt« 
der  Stange  zusammen.  Die  in  §  103  und  §  104  erklärte  Methode  der  Bestim- 
mung des  Schwingungspunktes  mittelst  Pendel-Beobachtungen  kann  daher  auch 
benutzt  werden,  um  den  Mittelpunkt  des  Stosses  zu  bestimmen,  und  würde 
auf  solche  Weise  z.  B.  bei  einem  Hammer  diejenige  Stelle  des  Stieles  er- 
mittelt werden  können,  an  welcher  derselbe  angefasst  werden  muss,  wenn  bei 
dem  Aufschlagen  des  Hammers  die  den  Stiel  fahrende  Hand  keine  Erschütte- 
rung empfinden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  der  Drehachse  parallele  Schwerpunkts- 
Achse  die  Eigenschaften  einer  freien  Achse  nicht  besitzt,  findet 
man  den  Mittelpunkt  des  Stosses  —  so  wie  die  Bedingungen, 
unter  welchen  ein  solcher  überhaupt  existirt  —  indem  man  (auf 
ähnliche  Weise  wie  in  §  107  mit  Bezug  auf  Fig.  441  und  Fig.  442 
geschehen)  das  d'Alembert'sche  Prineip  anwendet,  und  untersucht: 

unter  welchen  Bedin- 
gungen der  Stossdruck 
D  mit  den  der  hervor- 
gebrachten   Winkelbe- 

O .r ^__ ^    schleunigung    ^     ent- 

I  sprechenden  Trägheit>- 

widerständen  der  ein- 
zelnen materiellen 
Punkte  zusammen  ein 
m***m   J.           Kräfte -System  bildet 

welches  den  allgemei- 
nen Gleichgewichtsbt*- 
dingungen  genügt.  Man  erhält  alsdann  nach  Fig.  611  und  Fig.  612 
folgende  fünf  Bedingungsgleichungen: 

852)    0  =  2  (w  ^  z)  —  D,  853)    0  =  2(m  $& 

854)    0=  2(m^p«)    -Dl        855)    0  =  l'(«"Wl 
856)    0  =  Ds  —  l(mtyzx). 


Fig.  611. 


Fig.  612. 
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Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  drückt  aus,  dass  der  vom 
Stosse  getroffene  Punkt  J  nur  dann  Mittelpunkt  des  Stosses  sein 
kann,  wenn  die  rechtwinkelig  zur  Stossrichtung  durch  die  Dreh- 
achse gelangte  Ebene  OXZ  zugleich  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers enthält.  Die  vierte  Gleichung  zeigt,  dass  ein  Mittelpunkt 
des  Stosses  nur  in  dem  Falle  wirklich  vorhanden  ist,  wenn  die 
Drehachse  OX  im  Innern  des  Körpers  eijie  solche  Lage  hat,  bei 
welcher  der  Ausdruck  2(myx)  gleich  Null  ist,  was  z.  B.  dann 
der  Fall  sein  wird,  wenn  die  Masse  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  den  Schwerpunkt  und  die  Drehachse  enthaltende  Ebene  OXZ 
symmetrisch  vertheilt  ist.  Wenn  mit  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet  wird,  so  kann  der  ersten  Gleichung  auch  die 

Form  gegeben  werden  MzQ  ty  =  D  oder  z0  ty  =  -=-=.  Diese  Glei- 
chung drückt  demnach  aus:  dass  —  wenn  der  vom  Stosse  ge- 
troffene Punkt  J  Mittelpunkt  des*Stosses  ist  —  die  Peripherie- 
Beschleunigung  des  Schwerpunktes  so  gross  ist  wie  die  Beschleu- . 
nigung,  welche  die  Kraft  D  einem  einfachen  materiellen  Punkte 
von  der  Masse  M  ertheilen  würde.  Wenn  man  endlich  in  der 
dritten  und  fünften  Gleichung  den  aus  der  ersten  für  D  sich  er- 
gebenden Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten 
des  Punktes  J  die  Gleichungen: 

857)    J  =  J-M-,        858)    •  =  ^-£--. 

aus  denen  sich  ergiebt,  dass  die  Entfernung  desselben  von  der 
Drehachse  immer  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  von  der- 
selben gleich  ist,  dass  aber  der  Punkt  J  seitwärts  von  der 
Drehungs- Ebene  des  Schwerpunktes  liegt,  sobald  die  Grösse 
1  (mzx)  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  wenn  die  der  Drehachse 
parallele  Schwerpunkts -Achse  keine  freie  Achse  ist. 

Wenn  man  nach  den  obigen  Gleichungen  z.  B.  für  die  in  Fig.  420  dar- 
gestellte Stange  die  Grössen  l  und  *  berechnet,  so  findet  man,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Stosses  zusammenfallt  mit  dem  Angriffspunkte  J  der  Centrifugal- 

2 
kraft ,  dass  derselbe  also  um  die  Grösse   ~  L  vom  Endpunkte  O  und  um  die 

1 
Grösse  ^L  von  der  Drehungs -Ebene  des  Schwerpunktes  entfernt  liegt. 
b 

§  144. 
SchiefeiiStoss. 

Wenn  die  Geschwindigkeiten  V  und  u,  welche  die  beiden 
Körper  vor  dem  Stosse  hatten,  zu  der  Berührungsebene  im  Augen- 
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blicke  des  Zusammentreffens    nicht  rechtwinkelig   gerichtet   sind 
(Fig.  613),    so  kann   man   sich    die  Bewegung  jedes   der  beiden 

Körper  aus  zwei  Seitenbewegungen  zu- 
Fig.  613.  sammengesetzt  denken,  von  denen  die 

eine  mit  der  Richtung  der  Normalen 
^*/N  m  .  XX  zusammenfallt  und  die  andere  pa- 


lJ'  X      rallel    zur    Berührungsebene    gerichtet 

-i  ist.    Nach  den  allgemeinen  Gleichungen 

/  804)  und  805)  erhält  man  alsdann  für 

die  Aenderungen  derjenigen   Seitenge- 
schwindigkeiten, welche  in  die  Richtung  XX fallen,  die  Gleichungen: 

.     859)  F.--c.-±i-.^'.r-">-' 

1+-M 


860)    cx  —  t'x  = 


(i-f£)(rx-Ex) 
i+  - 


in  welchen  der  Index  raju  andeutet,  dass  dieselben  auf  die  in 
der  Richtung  XX  erfolgenden  Bewegungen  sich  beziehen  —  in 
welchen  als  Vx  =  Fcos  a  und  vx  =====  v  cos  ß  zu  setzen  ist.  Die 
parallel  zur  Berührungsebene  gerichteten  Seitenbewegungen  da- 
gegen würden  durch  den  Stoss  gar  keine  Aenderungen  erleiden, 
wenn  an  der  Berührungsstelle  —  wie  zunächst  vorausgesetzt  wer- 
den soll  —  keine  Reibung  während  der  Stossdauer  stattfände. 
Für  diesen  Fall  erhält  man  die  wirkliche  Bewegung  jedes  der 
beiden  Körper  nach  dem  Stosse,  indem  man  jene  unverändert  ge- 
bliebene Seitengeschwindigkeit  mit  der  durch  den  Stoss  veränder- 
ten (in  die  Richtung  XX  fallenden)  Seitengeschwindigkeit  wiederum 
zu  einer  Resultirenden  zusammensetzt. 

Setzt  man  z.B.  i  =  1,  M  =  m  und  v  =  0,  so  erhält  man  nach  (Glei- 
chung 859)  6;  =  0  und  nach  Gleichung  860)  c,  =  \\  =  V  cos  «.  Es  wörd* 
also  nach  dem  Stosse  die  gestossene  Masse  mit  der  Geschwindigkeit  V  cos  « 
in  der  Richtung  X  X,  und  die  stossende  Masse  mit  der  rechtwinkelig  iu  ~Y  .V 
gerichteten  Geschwindigkeit  V  sin  a  sich  weiter  bewegen. 

Wenn  die  parallel  zur  Berührungsfläche  gerichteten  Siiten- 
geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse  ungleiche  Grössen  oder  Rich- 
tungen hatten,  so  findet  während  der  Stossdauer  an  der  Berüh- 
rungsfläche ein  Gleiten  statt,  und  durch  die  dabei  auftretend' 
Reibung  erleidet  die  parallel  zur  Reibungsfläche  gerichtete  Seitm« 
gesch windigkeit  jedes  der  beiden  Körper  ebenfalls  eine  Aenderun^- 
Da   ferner   diese   Reibuugswiderstände  im  Allgemeinen  als  excen- 
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trisch  wirkende  Stosskräfte  auftreten^  so  wird  ausserdem  jedem 
der  beiden  Körper  eine  Drehbewegung  durch  dieselben  ertheilt, 
oder  die  etwa  schon  vorhandene  Drehbewegung  durch  den  Stoss 
verändert.  Auf  die  rechtwinkelig  zur  Berührungsfläche  gerich- 
teten Seitenbewegungen  dagegen  hat  die  Reibung  keinerlei  Ein- 
fluss,  und  sind  daher  die  in  dieser  Richtung  hervorgebrachten 
Geschwindigkeits-Aenderungen  unter  allen  Umständen  nach  den 
Gleichungen  859)  und  860)  zu  bestimmen. 

Schiefer  Stoss  einer  Kugel  gegen  eine  feste  Wand. 
Durch  die  Reibung  wird  der  Kugel  eine  Drehbewegung  er- 
theilt um  diejenige  Schwerpunkts- Achse,  welche  sowohl  zu  der 
anfänglichen  Bewegungsrichtung  der  Kugel,  als  auch  zur  Nor- 
malen der  Wandfläche  rechtwinkelig  gerichtet  ist;  oder  wenn  die 
Kugel  in  Bezug  auf  diese  Achse  vor  dem  Stosse  schon  die  Dreh- 
geschwindigkeit w  hatte,  so  wird  dieselbe  je  nach  ihrer  Richtung 
durch  die  Reibung  entweder  vergrössert  oder  verkleinert  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  614   angenommenen  Falle,   in  welchem  die  der 

Winkelgeschwindigkeit   u>   entspre- 
Pig.  614.  chende     Peripheriegeschwindigkeit 

Z  t  u    des   Berührungspunktes    gleiche 

Richtung  mit  der  parallel  zur  Wand- 
fläche gerichteten  Seitengeschwin- 


▼  .         AP 


tVeo*a<~>     fi< 


;  v 
w 


Ksin  a-J£* 


,i 


*v 


+Cm  digkeit  Fsina  des  Schwerpunktes 

hatte,  wird  jede  dieser  beiden  Ge- 
schwindigkeiten durch  die  Reibung 
1|  eine  Abnahme  erleiden,  und  wenn 

felFöosa  X     die    Geschwindigkeit    u  -f-  V  sin  a, 
#  mit  welcher  das  Gleiten   des  Be- 


rührungspunktes  längs  der  Wand 
beginnt  —  wie  hier  zunächst  vor- 
ausgesetzt werden  soll  —  so  gross 
war,  dass  während  der  ganzen  Berührungszeit  das  Gleiten  des 
Berührungspunktes  fortdauert,  so  wird  auch  jenes  Abnehmen  der 
beiden  Geschwindigkeiten  während  der  ganzen  Stossdauer  sich 
fortsetzen. 

Für  die  in  der  Richtung  XX  durch  den  Stoss  hervorgebrachte 
Geschwindigkeitsverminderung    erhält    man    aus  Gleichung    859), 

wenn  man  darin  i?  =  0  und  --   =0  setzt,  die  Grösse: 

861)     V\— C'x  =  (l  +  a)  F,  =  (l+t)Fcos o'  oder  Cx  =— sTcosct. 
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Wenn  /  der  Reibungscoefficient  ist,  und  der  normale  Gegendruck 
der  Wand  in  irgend  einem  Augenblicke  die  Grösse  D  bat.  so  ist 
in  demselben  Zeitpunkte  der  Reibungswiderstand  gleich/.  D.  Wie 
auch  immer  während  der  Beriihrurigszeit  der  Druck  D  sich  lin- 
dern möge:  das  Verhältniss  des  Reibungswiderstandes  zu  diesem 
Drucke  behält  immer  die  gleiche  Crosse  /;  folglich  ist  das  Ver- 
hältniss der  vom  Reibungswiderstande  hervorgebrachten  Geschvin- 
digkeits-Aenderung  Vt  —  CT  zu  der  von  dem  Drucke  D  hervor- 
gebrachten 'Geschwindigkeit^ -Aenderung  (l-f~e)  F  cos  et  ebenfalU 
gleich/  zu  setzen;   es  ist  daher: 

862)  Vz  -  Cx  =/  (1  -f  e)  V cos  a     oder 

Cx  =  Fsin  a  — /(l  -f-  e)  Fcos  a. 

Durch  den  excentrisch  wirkenden  Reibungswiderstand  /  b 
wird  ausserdem  die  der  Drehung  entsprechende  Peripheriegeschwin- 
digkeit  eine  Verminderung  erhalten,  welche  zu  der  dem  Schwer- 
punkte von  der  gleichen  Kraft  ertheilten  Geschwindigkeitsverniin- 
derung  V%  —  C%  sich  verhält  wie  die  wirkliche  Masse  M  zu  d»r 
auf  den  Umfaug  reducirten  Masse  ji  (§  143).     Also  ist : 

863)  u  —  w  =  -  -  /  ( 1  -f-  e)  F  cos  a     oder 

w  —  u  —    -   /  (1  -(-  e)  F  cos  a. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  für  tta 
Geschwindigkeit  des  Gleitens  der  Berührungsstelle  am  Ende  dtr 
Stossdauer  der  Werth: 

864)    C\  +  tr  «  Fsin  ot  +  n  -/  (1  -f  s)  F cos  a  (l  +  }[  ) 

Die  Gültigkeit  der  letzteren  drei  Gleichungen  ist  an  die  IV- 
diugung  geknüpft  ,  dass  der  Reibungswiderstand  während  »1»  r 
ganzen  Stossdauer  zii  wirken  fortfährt.  Wenn  vor  dem  Ende  ^r 
Stossdauer  schon  das  Gleiten  aufhörte,  so  würde  in  demsW!>«T 
Augenblicke  auch  der  Reibungswiderstand  zu  wirken  aufhört:, 
und  in  diesem  Falle  würden  die  obigen  Gleichungen  ilire  Gülnc- 
keit  verlieren.  Die  Gleichungen  862)  und  863)  sind  daher  im? 
dann  als  gültig  zu  betrachten,  wenn  es  sich  zeigt,  dass  dvr  in 
Gleichung  864)  gefundene  Ausdruck  einen  positiveo  Werth  lut. 
also  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

865)     Fsina  +  i/>/(l-f  s)  Fcosot(l  -f    * ). 
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Für  den  elastischen  Stoss  würde  e  =  1   zu  setzen  sein ;  aus  den  Glei- 
chungen 861)  und  862)  ergeben  sich  für  diesen  Fall  die  Werthe :  Cx  —  —  Tcos  <x 

C\ 

und  C%  =  V  (sin  i  —  2/  cos  *)     Nach  Fig.  614  ist  ferner:    tg  ß  =■  -^Tc~ 

=  tg  a  —  2/.    Wäre  tg  a  =  2/,  so  würde  tg  ß  =  0,  also  die  Geschwindigkeit 

C  rechtwinkelig  zur  Wand  gerichtet  sein  und  die  Grösse  Y  cos  a  haben.    Für 

\I         5 
eine  Kugel  ist  Jt—  =  ~  zu  setzen  (Gleichung  480),  und  die  Bedingung  865) 

nimmt  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an:   -Tr >  5/.   oder 

V  cos  i     - 

wenn  z.  B.  /  =0,2  gesetzt  wird,  die  Form:  u  =  ~>V  cos  a.    Wenn  also  für 

tg  a  =  0,4  oder  a  =  21°  50'  der  Winkel  ß  =  0  werden  soll,  so  ist  dies  nur 

dann  möglich,  wenn  die  der  anfänglichen  Drehgeschwindigkeit  entsprechende 

Peripheriegeschwindigkeit  mindestens  die  Grösse  hatte: 

u  =  F  cos  21°  50'  =  0,9285  .V. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  die  Bedingungen,  unter  welchen  der  Winkel  ß 
einen  negativen  Werth  annimmt  Wenn  z.  B.  tg  a  =/  oder  a  gleich  dem 
Reibungswinkel  ist,  so  wird  tg  ß  =  —  tg  a,  sobald  die  Bedingung  865)  erfüllt 
ist,  welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt  u  >6/rcosa.  Die  Ge- 
schwindigkeit C,  mit  welcher  die  Kugel  die  Wand  verläset,  ist  in  diesem  Falle 
der  Anfangsgeschwindigkeit  V  gleich  und  entgegengesetzt  Bei  hinreichender 
Grösse  der  Geschwindigkeit  u  kann,  wenn  tg  a  <  /  ist,  auch  tg  ß  <  —  tg  t 
werden ,  in  welchem  Falle  C  >  V  würde ,  also  die  der  fortschreitenden  Be- 
wegung entsprechende  lebendige  Kraft  der  Kugel  nach  dem  Stosse  grösser 
sein  würde  als  vor  dem  Stosse. 

Wenn  dagegen  /  =  0  ist,  so  wird  bei  elastischem  Stosse  unter  allen 
Umstanden  tg  ß  =  +  tg  *  und  C  =-  F, 

Wenn  die  Bedingung  865)  nicht  erfüllt  ist,  so  erkennt  man 
daraus,  dass  der  Reibungswiderstand  nur  während  eines  Theiles 
der  Stossdauer  wirksam  war:  für  diesen  Fall  hat  man  also  in 
jeder  von  den  beiden  Gleichungen  862)  und  863)  statt  der  ganzen 
Geschwindigkeitsabnahme  nur  den  w-ten  Theil  derselben  in  Rech- 
nung zu  bringen,  wobei  dann  die  Zahl  n  zu  bestimmen  ist  aus 
der  Bedingung:  dass  die  Summe  C%  -f-  tc  als  Endgeschwindigkeit 
des  Gleitens  .der  Berührungsstelle  gleich  Null  sein  muss.  Es 
gelten  also  für  diesen  Fall  ausser  der  Gleichung  861),  welche 
ihre  Gültigkeit  unter  allen  Umständen  behält,  noch  die  drei 
Gleichungen : 

866)  C\=  Fsina  —  i/(l-fe)  Fcos  «, 

867)  w  =  n  —  -1-  -f-/(l  +  e)  Fcos  a, 

868)  0=Fsina-f-«   -  * /(1-fe)  Kcosa  (l-{- ^), 
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aus  denen  sich   nach  Substitution  der  Werthe   s  —  1,  p=  ,    .V 
und  nach  Elimination  der  Grösse  n  die  einfachere  Gleichung  ergiebt: 

869)     Cz  —  -.-  Fsin  ol  —    ?  u  —  —  tr. 

Bei  dem  ersten  nach  den  früheren  Gleichungen  berechneten  Zahlen- 
beispiele ergab  sich,  dass  für  tg  a  =  2f=  0,4  die  der  anfänglichen  Dreh- 
bewegung entsprechende  Peripherie -Geschwindigkeit  mindestens  die  Grösse 
u  =  V  cos  a  =  0,9285  V  haben  musste,  wenn  die  Bedingung  865)  noch  erfüllt 
sein  sollte.  Wäre  u  kleiner  gewesen,  so  würden  die  Endgeschwindigkeitei 
Ct  und  «?  nach  Gleichung  869)  zu  bestimmen  sein,  und  es  würden  z.  B.  für 

u  =  0  die  Werthe  C%  =  £  Fsin  a  =  0,2653  V  und  w  =  —  0,2653  V  sich  er- 

geben.  Ferner  würde  in  diesem  Falle  tg  3  =„      -  =  0,2857,  also  ß  =  15°  f>* 

1       i  cos  a  r 

(statt  gleich  Null  wie  im  vorigen  Falle)  und  C=  0,965  V  (statt  gleich  0.92851' 

werden.    Schon  vor  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  Kugel  die  Wand  rer- 

lässt,   würde   in  diesem  Falle  die  parallel  zur  Wandfläche  gerichtete  Seiten- 

bewegung  derselben  eine   „rollende"  Bewegung  geworden  sein  (vergl.  §  10Ö,. 
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Relatives  Gleichgewicht  elastischer  Körper. 

§  145. 

Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitende! 

Räume. 

In  einem  elastischen  Körper,  welcher  ohne  seine  Form  zu 
ändern  eine  geradlinig  fortschreitende  Bewegung  mit  der  con- 
stanten  Beschleunigung  p  ausführt,  befindet  sich  jeder  einzeln»1 
materielle  Punkt  in  relativem  Ruhezustande  in  Bezug  auf  einen 
mit  derselben  Beschleunigung  fortschreitenden  Raum.  Es  raüsMin 
daher  (nach  §  93)  die  der  Beschleunigung  p  entsprechenden  Trii£- 
heitswiderstände  mp  der  einzelnen  Massentheile  m  mit  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  zusammen  ein  Kräfte-System  bilden, 
welches  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  entspricht. 

Wenn  eine  geradlinige  prismatische  Stange  von  der  Masse  M 
unter  Einwirkung  einer  am  vorderen  Endpunkte  angreifenden 
Zugkraft  K  mit  der  Beschleunigung  p  in  ihrer  Längenrichtung 
fortschreitet,    so   ist    bei   relativem    Ruhezustande    der   einzelnen 


Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitenden  Räume.      609 


Massentheile  die  Spannung  der  Stange  ungleichförmig  über  die 
Länge  derselben  vertheilt  (Fig.  615).  Am  vorderen  Endpunkte  A 
findet  relatives  Gleichgewicht  statt  zwischen  der  Kraft  K  und  der 
Summe  aller  Trägheitswiderstände  2(mp)  =  -ä/p.    Also  ist: 

870>    K=Mp. 

Denkt  man  sich  an  irgend  einer  anderen  Stelle  0  die  Stange  durch- 

.  schnitten    und    durch 

»P 

B  L  A 

Fig.  615.  F 


Fig.  616. 


Fig.  617. 


Hinzufügung  der  Kraft 
k  den  relativen  Gleich- 
gewichtszustand des 
Theiles  0  B  wieder- 
hergestellt (Fig.  616), 
so  findet  man  auf 
gleiche  Weise,  dass  die 
Kraft  k  dem  Trägheits- 
widerstandedesStückes 

OB  gleich  zu  setzen  ist,  welcher  zu  dem  der  ganzen  Stange  sich 

verhält  wie  x  zu  L.     Folglich  ist: 

871)  -*—-J-, 

und  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  k  mit  dem  Ab- 
stände vom  Endpunkte  B  zunimmt,  lässt  sich  durch  die  gerade 
Linie  BC  veranschaulichen  (Fig.  617). 

Wäre  die  Beschleunigung  p  gleich  der  Beschleunigung  g  des 
freien  Falles,  so  würde  die  Stange  genau  in  demselben  Spannungs- 
zustande sich  befinden,  wie  wenn  dieselbe  in  verticaler  Lage  an 
dem  Punkte  A  hängend  durch  ihr  eigenes  Gewicht  gespannt 
würde.  In  diesem  Falle  würde  die  bei  A  pro  Flächeneinheit  der 
Quefschnittsfiäche  F  stattfindende  Spannung  S  zu  bestimmen  sein 
aus  der  Gleichung  SF—  qLF  oder  S  =  qL,  in  welcher  q  das 
Gewicht  des  Materials  pro  Cubikeinheit  bezeichnet.  Wenn  da- 
gegen die  Beschleunigung  n-mal  so  gross  ist  als  die  Beschleu- 
nigung der  Schwere,  so  befindet  sich  die  Stange  in  demselben 
Zustande,  wie  wenn  dieselbe  mit  einem  Gewichte  belastet  wäre, 
welches  »-mal  so  gross  ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  und  in  diesem 
Falle  würde  die  Spannung  S  zu  bestimmen  Bein  aus  der  Gleichung: 

872)  S  =  n.qL. 

Setzt  man  hierin  n  =  2,  L=  1000™,  und  (als  Gewicht  eines  Cubikmeters 
Schmiedeisen  0  =  775OKil.,  so  erhält  man  S=  15500000  KU.  (pro  Quadrat- 
meter) ;  d.  h.  es  würde  bei  einem  1000  Meter  langen  Eisendrahte ,  welcher 

Ritter,  Mechauik.  39 
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auf  die  oben  beschriebene  Art  mit  der  Beschleunigung  p  =  2  .  g  =  19* .tä 
fortschreitet,  am  Vorderende  eine  Spannung  von  15.5  Kü.  pro  Quadratmilli- 
meter der  Querschnittsfläche  stattfinden. 

Wenn  die  Stange  unter  Einwirkung  einer  am  Mittelpunkte 
angreifenden  Kraft  rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  mit  der 
Beschleunigung  p  fortschreitet  (Fig.  618),  so  finden  Biegungsspan- 
nungen in  derselben  statt,  und  wenn  z.  B.  p  =  g 
wäre,  so  würde  die  Stange  genau  in  demselben 
Biegungszustande  sich  befinden,  wie  wenn  dieselbe 
in  horizontaler  Lage  am  Mittelpunkte  aufgehängt 
unter  Einwirkung  ihres  eigenen  Gewichtes  sirfc 
befände,  oder  unter  Einwirkung  einer  gleichförmig 
über  die  Länge  21  vertheilten  Belastung  von  ikr 
Grösse  21  q  F.  Für  diesen  Fall  würde  (nach 
§  119)  die  grösste  Biegungsspannung  zu  bestimm*  u 
sein  aus  der  Gleichung; 

873)      *%  =  **?-    oder*--*/   «f . 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Stange  vom  Durchmesser  D  dif 
Form  annehmen  würde: 


874)    £=4£-. 


Wenn  dagegen  p  =  n  .  g  wäre,  so  würde  der  Biegungszustau*) 
der  Stange  einer  Belastung  entsprechen,  welche  «mal  so  gn^ 
ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  also  die  Spannung  S  zu  berechne 
sein  aus  der  Gleichung: 

875)    8=±u£, 

• 

Wenn  z.  B.  eine  hölzerne  cylindrische  Stange  von  der  Länge  2/  — 2.10". 
vom  Durchmesser  1)  =  0m,2  und  vom  Gewichte  pro  Cubikmeter  q  =  750  KjI 
in  der  angegebenen  Weise  mit  der  Beschleunigung  p  =  20m  (entsprechend  ü«*;i 
Werthe  n  =  2,04)  bewegt  wird,  so  hat  in  der  Mitte  die  Biegungsspannung  <u* 
Grösse  S  =  3  060000  KiL  (pro  O™)  oder  3,06  Kil.  pro  Quadratraillimett-r. 

Die  beiden  Gleichungen  872)  und  875)  setzen  als  Bedingung 
ihrer  Gültigkeit  voraus,  dass  sämmtliche  materielle  Punkte  ihr 
Stange  in  Bezug  auf  den  beschleunigt  fortschreitenden  Raum  be- 
reits diejenigen  Orte  wirklich  eingenommen  haben,  welche  d»n 
relativen  Gleichgewichtsbedingungen  entsprechen,  d.  h.  dass  die 
Stange  schon  von'  Anfang  an  in  demjenigen  Spannungszustami* 
sich  befunden  hatte,   welcher  für  die  beschleunigte  Bewegung  /u- 
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gleich  den  relativen  Gleichgewichtszustand  derselben  bildet.  Wenn 
dagegen  beim  Beginne  der  beschleunigten  Bewegung  die  Stange 
im  spannungslosen  Zustande  sich  befand,  so  wird  im  Augenblicke 
des  Eintretens  der  Beschleunigung  die  Stange  in  derselben  Situation 
sich  befinden,  wie  wenn  sie  in  dem  Punkte  A  aufgehängt  plötzlich 
der  Wirkung  ihres  eigenen  Gewichtes,  resp.  einer  Belastung,  welche 
das  «-fache  ihres  eigenen  Gewichtes  beträgt,  überlassen  würde. 
In  diesem  Falle  wird  der  Schwerpunkt  der  Stange  um  seine  rela- 
tive Gleichgewichtslage  herum  Schwingungen  ausführen  (vergleich 
bar  denen  des  in  Fig.  107  dargestellten  Pendels),  und  am  Ende 
der  ersten  Schwingung  wird  die  Maximalspannung  doppelt  so  gross 
geworden  sein  als  die  in  den  obigen  Gleichungen  gefundene  dem 
relativen  Ruhezustande  entsprechende  Spannung  (vergl.  §  134, 
Gleichung  768). 

Wenn*  z.  B.  ein  vorher  mit  der  Geschwindigkeit  v  =  4m  sich  bewegendes 
Schiff  auf  den  Strand  läuft  (Fig.  619)  und  dabei  noch  die  Strecke  s  =  0m,4 

zurücklegt,  bevor  der  Ruhezustand 

Fig.  619.  eintritt,  so  ist  (nach  §  7,  Gleichung  4) 

tp_  unter  Voraussetzung  einer  gleich- 

«— g  förmig    verzögerten  Bewegung  die 

Grösse  der  Geschwindigkeitsände- 
*np<—  rung  pro   Secunde   zu   bestimmen 

aus  der  Gleichung:  * 

v*            4J 
n  =  -—  =  —  - =  20,n 

P        2a  2.0,4        **  * 

Wenn  also  für  den  Mast  des  Schiffes 
- Ä  *  N*^H^w§§|^  die  i™  vorigen  Zahlenbeispiele  ge- 
wählten Werthe  1=10", />=0B,,2, 
q  =  750  Kil.  angenommen  werden ,  so  würde  für  die  dem  relativen  Gleich- 
gewichtszustande entsprechende  Maximalspannung  wiederum  die  Grösse  3,06  Kil. 
pro  Quadratmillimeter  sich  ergeben ;  d.  h.  wenn  vor  dem  Beginn  der  Ver- 
zögerung schon  der  Mast  in  solchem  Biegungszustande  sich  befunden  hätte, 
so  würde  während  der  verzögerten  Bewegung  diese  Spannung  nicht*  über- 
schritten werden.  Im  Momente  des  Eintretens  der  Verzögerung  beginnt  der 
Mast  Feder  -  Schwingungen  um  diese  relative  Gleichgewichtslage  herum  aus- 
zuführen und  am  Ende  der  ersten  Schwingung  wird  die  grösste  Biegungs- 
spannung 2 . 3,06  =  6,12  Kil.  pro  Dn,m  betragen,  falls  nicht  vor  diesem  Augen- 
blicke schon  der  Ruhezustand  des  Schiffes  eintrat. 

§  146. 
Centrifugalspannungen  in  rotirenden  Korpern. 

Nach  §  96  (Gleichung  490)  hat  bei  einer  geradlinigen  pris- 
matischen Stange,  welche  um   eine  in  dem  Endpunkte  derselben 

39* 
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rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  stehende  Drehachse  sich 
dreht,  die  Mittelkraft  sämmtlicher  Centrifugalkräfte  im  Schwer- 
punkte ihren  Angriffspunkt  und  dieselbe  Grösse,    wie  wenn  die 

ganze  Masse  der  Stange  in  diesem 
Punkte  vereinigt  wäre  (Fig.  620  >. 
Mit  Beibehaltung  der  im  vorigm 
Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
nungsweise erhält  man  also  für 
die  unmittelbar  neben  dem  Dreh- 
punkte stattfindende  Spannung  pro 
.  Flächeneinheit  die  Gleichung: 


876)    SF=M~m 

•  35 


2 


welche,  wenn  darin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  das  Gewicht 
Mg  =  qFL  gesetzt  wird,  für  S  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

(La>)2 


877)    8=q 


*9 


oder  wenn  die  Grösse  Z>o>  als  Peripheriegeschwindigkeit  des  End- 
punktes B  mit  V  bezeichnet  wird,  die  Form : 

Zu  dieser  Spannung  liefert  das  Stück  A  O  den  Beitrat.' 
q  y  |— ).  Wenn  man  diese  letztere  Grösse  subtrahirt  vou  dn 
Spannung  S,  so  erhält  man  die  in  dem  Punkte  O  stattfindend« 
Spannung  *.    Also  ist: 

879)    f  =  j(__-8/)    oder    T  =  -^=l-r 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  mit  der  Entfernuui 
vom  Drehpunkte  abnimmt,  lässt  sich  also  auf  die  in  Fig.  621  an- 
gegebene Art  graphisch  darstellen  durch  eine  Parabel  BL\  denn 
Achse  mit  der  Drehachse  der  Stange  zusammenfällt. 

Wenn   man   die   der  Geschwindigkeit   V  entsprechende  Fall- 

höhe      —  mit  H  bezeichnet,   so  erhält  man  aus  Gleichung  ?*7S» 

für  die  Maximalspannung  S  den  Werth: 

880)    S=qH, 

d.  h.  die  Spannung  beim  Drehpunkte  A  ist  ebenso  gross  wie  dse 
Spannung  am  Aufhängepunkte  einer  vertical  herabhängenden 
Stange  sein  würde,  deren  Länge  gleich  der  Geschwindigkeiten*'^ 
H  ist. 
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Hiernach  ergiebt  sich  z.  6.  für  die  in  einer  schmiedeisernen  Stange  vom 
Gewichte  q  =  7750  KU.  pro  Cubikmeter  bei  einer  Peripheriegeschwindigkeit 
des  Endpunktes  V  =  56m  (entsprechend  der  Geschwindigkeitshöhe  H  =  160"") 
eintretende  Maximalspannung  die  Grösse  S=  7750 .  160=  1 240000  Kil.  pro  O™ 
oder  1,24  Kil.  pro  O»» 

Umgekehrt  lässt  sich  aas  obiger  Gleichung  die  Grenze  berechnen,  über 
welche  hinaus  die  Drehgeschwindigkeit  nicht  gesteigert  werden  darf,  wenn  die 
Maximalspannung  die  für  das  Material  der  Stange  als  zulassig  anzunehmende 
Grösse  nicht  überschreiten  soll.  Setzt  man  z.  B.  5=6000000  Kil.,  so  erhalt 
man  fnr  die  bei  einer  schmiedeisernen  Stange  zulässige  Geschwindigkeitshöhe 

fi  000  000 

die  Grenze  H  =  — ««^r— =774m,2,  entsprechend  einer  Peripheriegeschwin- 

digkeit  des  Endpunktes  V  =  V^gH  =  123n,,2. 

Für  eine  Stange  von  Blei  würde  man  auf  gleiche  Weise  nach  Substitu- 
tion der  Werthe  £  =  500  000  Kil.  und  q  =  11 500  Kil  die  Grenzen  erhalten 
i/  =  43",478  und  F=29»,2. 

Ein  um  seine  geometrische  Achse  rotirender  Ring  (Fig.  622) 
würde  durch  die  Centrifugalkräfte  seiner  beiden  Hälften  an  zwei 

gegenüberliegenden  Querschnittsflächen 
zerrissen  werden,  wenn  nicht  durch  die 
in  diesen  beiden  Querschnittsflächen 
auftretenden  Spannungswiderstände  das 
Zerreissen  verhindert  würde.  Jede  von 
den  beiden  Ringhälften  wird  im  rela- 
tiven Gleichgewicht  gehalten  durch  die 
Centrifugalkraft  Mx0  m2  einerseits  und 
die  Summe  der  beiden  Spannungswider- 
stände oder  die  Kraft  2SF  andrerseits;  also  ist: 

881)    2SF=Mx0o>*. 

Wenn  das  Gewicht  der  Ringhälfte  Mg  =-  q  .  FRk,  und  der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  derselben  vom  Mittelpunkte  (nach  Glei- 

chung  157)  x0  = gesetzt  wird,   so   nimmt  diese  Gleichung 

die  Form  an: 


Fig.  622. 


SF+ 


Mx0m* 


882)    8  =  2q  -v 


(J*o>)! 


2<7 


oder,    wenn    die    der    Peripheriegeschwindigkeit    7=  Äo>    ent- 
sprechende Fallhöhe  wiederum  mit  H  bezeichnet  wird,  die  Form : 

883)  S  =  2qH. 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  eine  massive  cylindrische 
Seheibe  (Fig.  623  und  Fig.  624)  die  Gleichung: 

884)  S:2hB  =  MxQm*< 
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welche    nach    Substitution    der    Werthe:    M  =  -$- 

9 

xQ  =  -- — -,  für  S  aufgelöst  die  Form  annimmt: 


Ä'xA 


-  und 


3n 


Q0RX  o  2  (ÄÜJ)2  2  TT 

885)     S  =  ^rq^J-=^qH. 


>Afd7.a>' 


3  *     2$     —   3 

Aus  den  drei  Gleichungen  880),  883)  und  885)  ergiebt  sich:  dass  die 
einer   und    derselben  Peripheriegeschwindigkeit   entsprechenden   Centrifngal- 

spannungen  der  Stange,  des  Ringes 
Pig.  624.  myj  feT  cylindrischen  Scheibe  bei 

gleicher  Materialbeschaffenheit  sich 

2 
verhalten  wie  die  Zahlen  1:2:  „- 

oder  dass  die  Grenz  werthe  der  zu- 
lässigen Geschwindigkeitshdhen  sich 

1     3 
verhalten  wie  die  Zahlen  1 :  n  :  *• 

folglich  die  zulassigen  Periphehe- 
, —        —  geschwindigkeiten    selbst   wie  die 

Zahlen  1  :  1/  -~  :  \  ir-    Wahrend  für  die  zulässige  Peripheriegeschwindigkeit 

einer  schmiedeisernen  Stange  nach  Gleichung  880)  die  Grösse  V  =  123%- 
gefunden  wurde,  ergiebt  sich  für  einen  schmiedeisernen  Ring  der  Werth 
V  =■  87m,l  und  für  eine  schmiedeiserne  Scheibe  der  Werth  V  =  150&,9. 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  dem  für  eine  Stange  von  Blei  gefundenen 
Werthe  K  =  29m,2  resp.  die  Werthe  7=20n,,65  und  F=»35»,77  als  zulasse 
Peripheriegeschwindigkeiten  resp.  für  einen  Ring  und  eine  Scheibe  von  Blei. 

§  147. 
Spannungen  in  beschleunigt  rotirenden  Körpern. 

Der  Trägheitswiderstand  eines  im  Abstände  p  von  der  Dreh- 
achse befindlichen '  materiellen  Punktes  an  einem  mit  der  con- 
stanten  Winkelbeschleunigung  e  sich  drehenden  Körper  ist  anzu- 
sehen als  die  Mittelkraft  aus  der  radial  gerichteten  Centrifugalkraft 
welche  der  augenblicklich  erlangten  Drehgeschwindigkeit  ent- 
spricht, und  dem  tangential  gerichteten  Trägheitswiderstande  mos 
(Fig.  422),  welcher  der  Peripheriebeschleunigung  des  Punktes  ent- 
spricht. Das  statische  Moment  des  Trägheitswiderstandes  in 
Bezug  auf  die  Drehachse  ist  mpe.p,  und  für  die  Summe  aller 
dieser  statischen  Momente  erhält  man  (nach  Gleichung  504)  den 
Ausdruck: 

886)     5K  =  e2(mp2)=  T.  s, 

in  welchem  T  das  Trägheitsmoment  des  rotirenden  Körpers  in 
Bezug  auf  seine  Drehachse  bedeutet. 
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Flg.  625. 


Ls 


L 


il(0>i=V^-^rV-T--=-=- 


1.6 -J? 


Iß 


mqe 


Flg.  626. 


Für  die  um   den  Endpunkt  A  mit  der  Winkelbeschleunigung 
£  rotirende    Stange  AB   (Fig.    625)    ist    (nach    Gleichung  466) 

T=  -^-AlL2  zu  setzen,  also  ist: 

887)    2»  =  -|-A/L.Ze, 

oder,   wenn  das  Gewicht  der  Stange  mit  Q  und  die  Peripherie- 
beschleunigung des  Endpunktes  mit  p  bezeichnet  wird: 

888)    K— J-.(Q.;).JJL 

Wenn  die  Drehbeschleunigung 
durch  die  Kräfte,  welche  in 
unmittelbarer  Nähe  der  Dreh- 
achse angreifen  (etwa  auf  die  in 
Fig.  625  angedeutete  Art  mit- 
telst des  viereckigen  Zapfens) 
auf  die  Stange  übertragen  wird, 
so  befindet  sich  die  Stange 
unter  Einwirkung  der  Träg- 
heitswiderstände mpe  genau 
in  demselben  Biegungszustande, 
wie  wenn  dieselbe  auf  die  in 
Fig.  626  angedeutete  Art  in  horizontaler  Lage  befestigt  und  mit 
einem  von  A  nach  B  gleichförmig  zunehmend  über  ihre  Länge 

verth eilten  Gewichte  von  der  Grösse   K  Q  —  belastet  wäre. 

2       9 

Die  in  der  Querschnittsfläche  A  stattfindende  grösste  Zug- 
spannung S  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Theilen  5,  und  S2, 
von  denen  der  erstere  durch  die  der  augenblicklichen  Drehge- 
schwindigkeit <i>  entsprechende  Centrifugalspannung  an  dieser 
Stelle  gebildet  wird,  und  nach  Gleichung  880)  zu  bestimmen  ist. 
Der  andere  Theil  S2  besteht  in  der  dem  Biegungsmomente  2R 
entsprechenden  grössten  Zugspannung  dieses  Querschnitts  und  ist 
nach  Gleichung  610)  zu  bestimmen.  Für  die  Maximalspannung  S 
ergiebt  sich  demnach  die  Gleichung: 

889)    S=S1+S2=0Ä  +  -^-^QL-J-, 

welche  z.  B.   für  eine  cylindrische  Stange  vom   Durchmesser  D 
die  Form  annehmen  würde: 


890)  s=9[h+  -;-(£)(;-)*]• 
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Wenn    z.   B. 


m  '     9 


Und     II  =  80    l8t' 


so    wird 


S  =  q  H(\  +  4)  =  5  .  Sf  Als  Centrifugalspannung  einer  schmiedeiserneQ 
Stange,  welche  mit  der  Peripheriegeschwindigkeit  V  =  56™  (entsprechend  der 
Geschwindigkeitshöhe  H=  160*1)  sich  dreht,  wurde  in  dem  nach  Gleichung  880) 
berechneten  Zahlenbeispiele  die  Grösse  Sx  =1,24  Kil.  pro  Omm  gefunden. 
Wenn  die  Drehbewegung  der  Stange  in  der  Weise  erfolgte,  dasß  die  Peripherie- 
geschwindigkeit in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  p~g  zunimmt,  so  wurde  in 
dem  Augenblicke ,  wo   dieselbe  die  Grösse  V  =  56m  erreicht ,  bei  den  oben 

angenommenen  Dimensionen  iL  =         =  2m  und  D  =  10^  =  ^   )  die  Maxi- 

malspannung  die  Grösse  5 . 1,24  =  6,2  Kil.  pro  Dmm  erreichen. 

Bei  kleinem  Schwingungswinkel  kann  die  Bewegung  eines  schwankender 
Schiffs  als  nach  dem  Gesetze  der  Pendelschwingungen  erfolgend  angenommn 
werden.  Wenn  t  die  Schwingungsdauer  ist,  so  hat  (nach  Gleichung  70)  du 
Peripheriebeschleunigung  der  Mastspitze  in  dem  Augenblicke,  wo  die  .Ent- 
fernung derselben  von  der  Gleichgewichtslage  gleich  der  Längeneinheit  ist,  die 


tJ 


Grösse   "-,  und  in  dem  Augenblicke,  wo  diese  Ent- 

fernung  L  .  a    betragt,    die  Grösse   p  =  £,« .  '*. 

(Fig.  627).  Wenn  z.  B.  L  =  20»  ist,  und  die  Schwin- 
gungsdauer 5  Secunden  beträgt,  so  hat  bei  einem 
Elongationswinkel  von  10  Graden  (entsprechend  dem 
Werthe  a  =  0,1745)  die  Peripheriebeschleunigung 
der  Mastspitze  am  Ende  oder  am  Anlange  einer 
Schwingung  die  Grösse  p  =  lm,377^.  Da  die  Ge- 
schwindigkeit der  Drehbewegung  -  und  in  Folg* 
dessen  auch  die  Centrifugalspannung  —  in  demselben 
Augenblicke  die  Grösse  Null  hat,  so  ergiebt  sieb 
-■:*"r7^^l7^.^3^:       aus  Gleichung  890),   wenn   darin   (als  Durchmesser 

des  cylindrischen  Mastes)  D  =  0m,25  und  (als  Ge- 
wicht eines  Cubikmeters  Holz)  q  —  750  Kil.  gesetzt  wird,  für  die  Maximal- 
Spannung  der  Werth: 

S  =  750  .  3  .  ^  .  -**!]—  .  20  =  450000  Kil. 
pro  Quadratmeter  oder  0,45  Kil.  pro  Quadratmillimeter. 


:<* 


Siebenter  Abschnitt. 

Statik  flüssiger  Körper. 


Capilel  XXVII. 

Gleichgewichtszustand  eines  unter  Einwirkung  von 
äusseren  gegen  die  Oberfläche  wirkenden  Druckkräften 

befindlichen  flüssigen  Körpers. 

§  148.  - 

Unterschiede  zwischen  festen  und  flüssigen,  zwischen  gas- 
förmigen nnd  tropfbar  flüssigen  Korpern. 

Im  Gegensatze  zu  den  sogenannten  festen  elastischen  Körpern, 
bei    denen    die   Elasticitätskräfte   jeder    Formänderung   entgegen- 
wirken,  können  die  flüssigen  Körper  betrachtet  werden  als  elasti- 
sche Systeme   von  materiellen  Punkten,   bei  welchen  die  Elastici- 
tätskräfte   nur    einer    Art     der   Formänderung     entgegenwirken, 
nämlich  solchen  Formänderungen,  welche  mit  einer  Verkleinerung 
der  Abstände  zwischen  den  benachbarten  materiellen. Punkten  oder 
mit   einer  Verminderung   des    Rauminhaltes  verbunden   sind.     In 
der    Mechanik  werden   die   Flüssigkeiten   als  vollkommen  flüssige 
Körper  behandelt,  d.  h.   als  elastische  Körper,  denen  der  Wider- 
stand  gegen    „Abscheerung4*    und    der    Widerstand    gegen    rZer- 
reissen"  gänzlich  fehlt,   und  bei  denen  Überdies  der  „Reibungs-. 
coefficient  der  Ruhe4*   die  Grösse  Null  hat  —  obwohl  die  Physik 
lehrt,    dass    die   Beschaffenheit  der  in"  der  Natur  wirklich  vor- 
kommenden Flüssigkeiten,  der  obigen  Definition  nur  annäherungs- 
weise entspricht. 

Die  Elasticitätskräfte,  durch  welche  die  benachbarten  mate- 
riellen Punkte  einer  vollkommen  flüssigen  Masse  auf  einander 
gegenseitig  einwirken,  bestehen  lediglich  in  abstossenden  Kräften. 
Hinsichtlich  des  Gesetzes,  nach  welchem  diese  abstossenden  Kräfte 
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mit  den  Abständen  der  materiellen  Punkte  sich  ändern,  findet  ein 
bemerkenswerther  Unterschied  statt  zwischen  den  sogenannten 
„tropfbar  flüssigen*4  Körpern,  als  deren  Repräsentant  das  „Wasser* 
gelten  kann,  und  den  sogenannten  „gasförmigen*  Flüssigkeiten, 
als  deren  Repräsentant  die  „atmosphärische  Luft"  betrachtet  wer- 
den kann. 

In  einem  tropfbar  flüssigen  Körper  nehmen  die  abstossenden 
Kräfte  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Rauminhalts,  oder  bei 
einer  bestimmten  Grösse  des  Abstandes  zwischen  den  benach- 
barten materiellen  Punkten  die  Grösse  Null  an,  und  giebt  es 
daher  für  einen  der  Einwirkung  aller  äusseren  Kräfte  entzogenen 
tropfbar  flüssigen  Körper  einen  Zustand,  bei  welchem  derselbe  in 
Form  eines  isolirt  im  Räume  schwebenden  „Tropfens"  im  Gleich- 
gewichtszustande sich  befinden  würde. 

Die  abstossenden  Kräfte  zwischen  den  benachbarten  mate- 
riellen Punkten  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  dagegen  nehmen 
zwar  mit  der  Vergrösserung  ihrer  Abstände  oder  mit  der  Zu- 
nahme des  Rauminhalts  fortwährend  ab,  erreichen  jedoch  niemals 
die  Grösse  Null  —  wie  weit  auch  immer  die  Vergrösserung  des 
Rauminhalts  fortschreiten  möge.  Eine  gasförmige  Flüssigkeit 
kann  daher  bei  bestimmter  Form  und  Grösse  des  von  derselben 
eingenommenen  Raumes  nur  dann  im  Gleichgewichtszustande  siih 
befinden ,  wenn  die  Theile  derselben  durch  äussere  Druckkraft* 
z.  B.  durch  die  Gegendrücke  der  einsclüiessenden  Gefasswäudr 
zusammengehalten  werden. 

Ausserdem  findet  zwischen  den  gasförmigen  und  den  tropfbar 
flüssigen  Körpern  noch  ein  anderer  minder  wesentlicher  Unter- 
schied statt,  welcher  lediglich  den  Grad  ihrer  Elasticität  betrifft. 
Während  bei  den  gasformigen  Flüssigkeiten  eine  Aenderung  de? 
Rauminhalts  schon  durch  vergleichsweise  kleine  Aenderungen  der 
äusseren  Druckkräfte  hervorgebracht  wird,  ist  bei  den  tropfbar 
flüssigen  Körpern  eine  geringe  Verminderung  des  Abstande> 
zwischen  den  benachbarten  materiellen  Punkten  schon  mit  einer 
so  beträchtlichen  Zunahme  der  abstossenden  Kräfte  verbanden 
(oder  mit  anderen  Worten  der  Elasticitätsmodulus  so  grossX  da** 
die  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  vorkommenden  Aendcrangt  u 
des  Rauminhalts  als  vergleichsweise  klein  unberücksichtigt  bleiben 
können.  In  diesem  Sinne  ist  es  zulässig,  nach  Analogie  der  im 
dritten  Abschnitte  von  den  absolut  festen  Körpern  gegebem-u 
Definition  die  tropfbar  flüssigeu  Körper  —  im  Gegensätze  zu  dm 
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gasförmigen  Flüssigkeiten   —   vorläufig  zu   definiren  als  flüssige 
Körper  von  absolut  unveränderlichem  Rauminhalt. 

§  149. 
Gesetz  des  hydrostatischen  Druckes. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  flüssiger  Körper  können  aus 
den  im  dritten  Abschnitte  für  absolut  feste  Körper  gefundenen 
allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  abgeleitet  werden  durch 
Anwendung  desselben  Verfahrens,  welches  im  §  114  in  Bezug 
auf  die  elastischen  Körper  erklärt  wurde.  Der  Gleichgewichts- 
zustand einer  flüssigen  Masse  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn 
entweder  die  ganze  Masse  oder  ein  beliebig  auszuwählender  Theil 
derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrte.  Es  können  daher 
sowohl  auf  die  ganze  Masse  als  auch  in  Bezug  auf  jeden  beliebig 
auszuwählenden  Theil  derselben  die  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen des  §  40  in  derselben  Weise  angewendet  werden, 
wie  wenn  die  flüssige  Masse  ein  absolut  fester  Körper  wäre. 

Denkt  man  sich  durch  eine  beliebig  gewählte  Schnittfläche 
irgend  einen  Theil  der  Flüssigkeit  von  der  übrigen  Masse  ge- 
trennt, und  an  der  Trennungsfläche  Kräfte  hinzugefügt,  welche 
die  Wirkung  des  weggenommenen  Theiles  genau  ersetzen,  also 
diejenigen  Kräfte ,  welche  vorher  an  der  Trennungsfläche  als 
innere  Kräfte  thätig  waren,  so  kann  man  nunmehr  auf  das  ganze 
System  von  Kräften  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
anwenden,  und  dieselben  zur  Bestimmung  jener  inneren  Kräfte 
benutzen.  Da  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Defi- 
nition weder  Zugkräfte,  noch  Abscheefungskräfte,  noch  Reibungs- 
widerstände vorhanden  sind,  so  können  jene  an  der  Trennungs- 
fläche  anzubringenden  Kräfte  lediglich  in  Druckkräften  bestehen, 
welche  überall  rechtwinkelig  zu  der  Fläche  gerichtet  sind.  Diese 
normalen  Druckkräfte  werden  im  Allgemeinen  an  den  verschiede- 
nen Stellen  jener  Fläche  verschiedene  Grössen  haben;  d.  h.  wenn 
mit  f  der  Inhalt  eines  Flächentheilchens  von  unendlich  kleinen 
Dimensionen,  und  mit  p  .f  die  Summe  der  auf  dieses  Flächen- 
theilchen  wirkenden  Druckkräfte,  also  mit  p  der  an  dieser  Stelle 
wirkende  Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  im 
Allgemeinen  die  Grösse  p  als  eine  mit  dem  Orte  jenes  Flächen- 
theilchens sich  ändernde  Grösse  zu  betrachten,  und  das  Gesetz 
dieser  Aenderung  wird  in  jedem  besonderen  Falle  von  den  äusseren 
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Kräften   abhängen,   welche   die  flüssige  Masse  im  Gleicligewichts- 
zustande   halten.     Wenn  jedoch   diese   äusseren    Kräfte   lediglich 
in  Druckkräften  bestehen,  welche  auf  die  Oberfläche  der  flüssigen 
Masse  wirken,  bo  Iäest  sich  nachweisen,  dass  in  diesem  speciellen 
Falle  die  Grösse  p  einen  von 
Ort    und    Lage    des    Flächen- 
Elementes    unabhängigen    für 
alle  Punkte  der  Flüssigkeit  gc- 
j       m  einsamen     Werth     annimmt 
Denn    der   von    den    Flächen- 
Elementen  ab —ft  und  cd=f. 

_  < als  Endflächen  begrenzte  cylin- 

drische  oder  prismatische  Tlieil 
abcd  der  in  Fig.  628  dara- 
-s  stellten  flüssigen  Masse  befindet 
sich  in  derselben  Situation  sie 
eine  an  den  Seitenflächen  von 
I  festeu   Wänden   umgebene  et- 

***--  „„  lindrische    oder     prismatische 

"      ■-..  Pio   829.  r 

fe^-^^s  Stanse  <Fis-  6M>>  weldie  "' 

'-.$%.,  V^1-.  ihrer  Längenrichtung  ohne  Rei- 

»     *v— :f  -  ^"~-..: '  .  bung  verschiebbar  von  den  auf 

*■      '' C"*v;,  >■     *-..         die  Endflächen  /,   und  /.,  wir- 
p'  '      sr"~  "~  ;■ ■  e\  ~~"^       kenden     beiden     Druck  krälVn 
<i    "*^,%         pt/i    und    pj/j    im    Gleich- 
gewichte    gehalten   wird.      AI- 
Bedingung  des  Gleichgewichts  in  Bezug  auf  eine  solche  Verschie- 
bung längs  der  einschliessenden  Wände  ergiebt  sich  die  Gleichung 

891)  />,/,  cus  «,  =  i>ift  cos  a3, 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  ft  cos  a,  =/ und  fa cosa,  -/ 
die  Form  annimmt: 

892)  pt  =Pl, 

und  zeigt,  dass  die  an  den  beiden  Endflächen  wirkenden  Druck- 
kräfte pro  Flächeneinheit  gleiche  Grösse  haben  müssen.  I>a  die- 
selbe Beweisführung  auch  gelten  würde  für  einen  cylindrischcn 
oder  prismatischen  Theil,  dessen  eine  Endfläche  in  die  OberfläiV 
der  Flüssigkeit  fällt,  so  ergiebt  sich  hieraus  das  folgende  (lesen: 
Wenn  eine  flüssige  Masse  im  Gleichgewicht  gehalten  wird  dwc* 
Druckkräfte,  welche  auf  die  äussere  Oberfläche  derselben  wirken.  « 
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hat  der  Druck  pro  Flächeneinheit  im  Innern  sowohl  als  an  der  Ober- 
fläche in  allen  Punkten  und  in  allen  Richtungen  eine  und  dieselbe 
Grüne. 

§  160. 
Gleichgewicht  einer   von  festen   Gefässwänden    und    beweg- 
lichen Kolben  eingeschlossenen  flüssigen  Hasse. 

Eine  an  allen  Seiten  Ton  festen  Körpern  eingeschlossene 
Flüssigkeit,  auf  deren  Oberfläche  an  irgend  einer  Stelle  mittelst 
eines  beweglichen  cylindrischen  KolbenB  ein  Druck  p  pro  Flächen- 
einheit übertragen  wird,  kann  nur  dann  im  Gleichgewichtszustände 
sich  befinden,  wenn  an  allen  übrigen  Stellen  von  jenen  festen 
Körpern  auf  die  Oberfläche  ebenfalls  Druckkräfte  übertragen 
werden,  welche  pro  Flächeneinheit  die  Grösse  p  haben  (Fig.  630). 
Diese  Kräfte  in  entgegengesetzten 
*lg-  ea0-  Richtungen  genommen*  bilden  die 

Druc  k  kräfte ,  w  eiche  von  derFl  üssi  g- 
keit  auf  die  einschliessenden  festen 
Körper  übertragen  werden.  Wenn 
mit  F  die  Endfläche  jenes  Kolbens 
und  mit  K  die  von  aussen  her 
auf  den  Kolben  in  der  Achsen- 
-jf  richtung  desselben  wirkende  Kraft 

bezeichnet  wird,  so  hat  der  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche 
übertragene  Druck  die  Grösse : 

893)    p=~-. 

Ebenso  gross  ist  an  denjenigen  Stellen,  wo  die  Flüssigkeit  von 
den  Wänden  eines  unbeweglichen  Gefässes  eingeschlossen  ist,  der 
auf  die  Wandfläche  pro  Flächeneinheit  übertragene  Druck  und 
wenn  ein  Theil  dieser  Gefässwand  durch  einen  anderen  beweg- 
lichen cylindrischen  Kolben  von  der  Endfläche  £',  ersetzt  wird, 
so  ist  zum  Gleichgewichtszustande  dieses  zweiten  Kolbens  eine 
.von  aussen  her  in  der  Achsenrichtung  desselben  wirkende  Kraft 
erforderlich  von  der  Grösse  AT,  ^fFy    oder: 

894)  *,  =  jr.(5-). 

Dits  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  K  und  A",  muss  also  gleich 
dem  Verhältniss  der  beiden  Kolbenflächen  sein.    An  jedem  Funkte 
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einer  beliebigen  durch  das  Innere  der  Flüssigkeit  hindurchgelegten 
Fläche  werden  von  den  beiden  durch  die  Fläche  getrennten  Theilen 
der  Flüssigkeit  Druckkräfte  auf  einander  gegenseitig  übertrugen, 
welche  pro  Flächeneinheit  ebenfalls  die  Grösse  p  haben  und 
überall  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  sind. 

Die  beiden  Gleichungen  893)  und  894)  bleiben  auch  dann 
noch  gültig,  wenn  die  ebenen  Endflächen  der  Kolben  durch  be- 
liebig geformte  krumme  Endflächen  ersetzt  werden,  sobald  mit  F 
and  F ,  resp.  die  Querschnittsflächen  der  von  den  beiden  Kolben 
verschlossenen  geradlinigen  Ansatzröhren  oder  GeGissmündungi'n 
bezeichnet  werden.  Denn  wenn  man  sich  den  auf  irgend  ein  un- 
endlich kleines  Theilchen  e  der  krummen  Fläche  wirkenden  Drork 
p .  e  in  zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seitenkräfte 
zerlegt  denkt,  von  denen  die  eine  der  Achsenrichtung  des  Kolbens 
parallel  ist  (Fi«.  631),  so  Endet  man,  dass  diese  Seitenkraft 
•  895)    p  e  cos  »  =  pi 

Fig.  631.  dieselbe    Grösse    und    Lage    hat. 

welche  der  Druck  gegen  die  Pro- 
jeetion  A  jenes  Flachent  he  liehen* 
auf  der  rechtwinkelig  zur  Achsen- 
richtung stehenden  Querschnim- 
ebene  Fl  der  Ansatzröhre  hab.ii 
würde,  und  da  dasselbe  in  ße/ug 
i  auf  jedes   der   übrigen    Flächen- 
I  theilchen   gilt,    so    hat   auch  die 
Summe  oder  Mittelkraft  aller  die- 
ser  Seitenkräfte   dieselbe   Grö>-e 
und  Lage,   wie  wenn  jene  Quer- 
schnittsebene Ft  selbst  die  Druck- 
flache  bildete,  ist  also  vollkommen 
unabhängig  von  der  Form  der  F'ndfläche  des  Kolbens.    Da  ferner 
die   einzelnen  Seitenkräfte  pA    ein  System  von  gleichgerichteten 
Parallelkräften  bilden,   deren  Grössen   den  Flächentheilen  S.  aul 
welche  sie  wirken,  proportional  sind,  so  ist  (nach  §41   und  8  4.'tl 
als  Angriffspunkt  jener  Mittelkraft  der   Schwerpunkt   der   RäriV 
/•',  zu  betrachten. 

Die  Wände  der  cylindrischen  Ansatzröhre  dienen  dem  Kolben 
als  Führung  und  verhindern  jede  Bewegung  desselben  mit  An- 
nahme einer  Verschiebung  in  der  Achsen  richtung  desselben,  r.« 
sind  daher  die  parallel  zur  Achsenrichtung  wirkenden  Seitenkrailr 
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der  Druckkräfte    die    einzigen,    welche    einen    Einfluss    auf   den 
Gleichgewichtszustand    des    Kolbens    haben    können,    und    wenn 
irgend    ein  Theil    der  krummen   Fläche    sich    zerlegen   lässt    in 
Flächentheilchen,  welche  je  paarweise  zwei  gleich  grosse  entgegen- 
gesetzte Druckkräfte  als  Beiträge  zu  dem  ganzen  in  der  Achsenrich- 
tung wirkenden  Drucke  liefern  —   wie  z.  B.  die  beiden  Flächen- 
theilchen   ab    und    cd,    deren    gemeinschaftliche    Projection    das 
Flächentheilchen  mn  bildet  —  so  können  sämmtliche  gegen  diesen 
Theil  der  krummen  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  als  ohne  Ein- 
fluss auf  jenen  Gleichgewichtszustand  ganz  unberücksichtigt  ge- 
lassen werden.    Wenn  also  das  Wort  „Projection"  in  dem  Sinne 
aufgefasst  wird,   dass  da,   wo  die  Projectionen  von  zwei  —  oder 
überhaupt   einer    geraden    Anzahl   von    —   Flächentheilchen    auf 
einander   fallen,    diese    Projectionen    wie    positive    und    negative 
Grössen  betrachtet  werden,  welche  bei  der  Summation  einander 
gegenseitig  aufheben,  so  kann  man  allgemein  den  Satz  aufstellen : 
Der   ganze  in   der  Achsenrichtung   der  Röhre  wirkende   Druck   der 
Flüssigkeit  gegen  den  von  ihr  berührten  Theil  der  Oberfläche  eines 
die  ROhre  verschliessenden  Körpers  ist  gleich  dem  Drucke,  welchen 
die  Projection  der  Druckfläche  auf  einer  rechtwinkelig  zur  Achse  der 
Röhre  stehenden  Ebene  erleiden  würde. 

Betrachtet  man  irgend  einen  Theil  der  inneren  Wandfläche 
des  Gefasses  (oder  der  äusseren  Oberfläche  eines  in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  Körpers)  als  Endfläche  eines  nur  in  einer  be- 
stimmten Achsenrichtung  verschiebbaren  Kolbens,  so  kann  man 
den  obigen  Satz  dazu  benutzen,  um  von  den  Drücken  der  Flüssig- 
keit gegen  jenen  Flächentheil  die  Mittelkraft  aller  derjenigen 
Seitenkräfte  zu  bestimmen,  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung 
in  die  zu  jener  (beliebig  zu  wählenden)  Achsenrichtung  parallelen 
Richtungen  fallen;  und  wenn  man  dieses  Verfahren  in  Bezug  auf 
drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehende  Achsenrichtungen  wieder- 
holt, so  findet  man  auf  diese  Weise,  dass  die  Gesammtwirkung 
der  Flüssigkeit  gegen  jene  Fläche  allemal  durch  drei  rechtwin- 
kelig zu  einander  gerichtete  Mittelkräfte  sich  darstellen  lässt, 
welche  im  Allgemeinen  verschiedene  Angriffspunkte  haben  und 
daher  nur  in  besonderen  Fällen  durch  eine  einzige  Mittelkraft 
ersetzt  werden  können.  In  dem  speciellen  Falle:  wenn  in  Bezug 
auf  zwei  von  jenen  drei  Achsenrichtungen  die  Projectionen  des 
betreffenden  Flächentheiles  —  und  in  Folge  dessen  die  in  diese 
Richtungen  fallenden  Mittelkräfte  —  gleich  Null  sind,  ist  die  in 
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der  dritten  Achsenrichtung  wirkende  Mittelkraft  zugleich  die 
Mittelkraft  von  sämmtlichen  gegen  den  Flächentheil  überhaupt 
wirkenden  Druckkräften. 

§  151. 
Stärke  4er  Gefäßwände. 

Die  innere  Wandfläche  eines  hohlkugel  förmigen  Gefässes  wird 
von  einer  durch  den  Mittelpunkt  gelegten  Durchschnitteebene  in 
zwei  Halbkugelflächen  zerlegt,  deren  gemeinschaftliche  Protection 
auf  dieser  Ebene  eine  Kreisfläche  ist  vom  Durchmesser  D  gleich 
der  inneren  Weite  der  Hohlkugel  (Fig.  632).  Wenn  das  GefÜ» 
mit  einer  Flüssigkeit  angefüllt  ist 
Fig.  9S2.  m  welcher  ein  Druck  p  pro  Flä- 

cheneinheit stattfindet,  so  ist  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Paragra- 
phen die  Mittelkraft  von  uYu 
gegen  jede  der  beiden  Hälften  des 
p  '•  Gefässes  wirkenden  Druckkräften 

gleich    dem     Drucke  D1  r  j>. 

welchen  jene  Kreisfläche  als  Druck 
fläche  erleiden  würde.  Die* 
Druckkräfte  würden  die  beiden  Hälften  von  einander  trennen, 
wenn  durch  die  in  der  ringförmigen  Trenn  ungs fläche  auftretend« 
Spann ungs widerstände  der  Gefä'sswand  eine  solche  Trennung  nickt 
verhindert  würde.  Bei  geringer  Wandstärke  3  kann  der  Flächen- 
inhalt der  Ringfläche  annähernd  gleich  Duo  gesetzt  werden,  und 
für  die  pro  Flächeneinheit  in  derselben  entstehende  Spannung  •*> 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

8%)     SDk&  =  P  2,*ä     oder     5— *4y. 

Nach  derselben  Gleichung  würde  auch  die  Spannung  zu  be- 
stimmen sein,  welche  in  der  ringförmigen  Querschnitte  fläche  einer 
cy li n dri sehen  Röhre  hervorgebracht  wird  durch  den  Druck  der 
Flüssigkeit  gegen  die  geschlossenen  Enden  der  Röhre.  V.*  ent- 
stehen jedoch  in  einer  solchen  Röhre  ausserdem  noch  Spannungen, 
welche  rechtwinkelig  zu  den  vorigen  gerichtet  sind,  in  der  I-ängeu- 
durchschnittsfläche,  oder  derjenigen  Schnittfläche,  in  welcher  die 
Röhrenwände  von  einer  durch  die  Achse  der  Röhre  gelegten  Ebene 
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Fig.  633. 


geschnitten  werden  (Fig.  633  und  Fig.  634).     Wenn  die  Länge  L 
der  Röhre  im  Verhältniss  zum  inneren  Durchmesser  D  sehr  gross 

ist,  so  kann  diese  Schnittfläche  als 
Summe  zweier  Rechtecke  betrachtet 
werden,  deren  jedes  die  Länge  L 
und  die  Breite  8  hat,  während  die 
Projection  der  Druckfläche  für  die- 
pDL  sen  Fall  ein  Rechteck  ist  vom  Flächen- 
inhalt DL.  Man  erhält  also  für  die 
in  der  Längendurchschnitts -Fläche 
stattfindende  Spannung  S  die  Glei- 
chung : 

897)     2SLo=pDL    oder 

«-■SP- 

welche  zeigt,  dass  diese  Spannung 
doppelt  so  gross  ist  als  die  in  der 
>     ringförmigen  Querschnittsfläche  ent- 
stehende Spannung. 

Wenn  z.  8.  in  einer  langen  cylindri- 
schen  Röhre  von  500  Millimeter  Durch- 
messer nnd  20  Millimeter  Wandstärke  die 
Flüssigkeit  unter  einem  Drucke  von  0,1  Eil. 

pro  Qnadratmillimeter  sich  befindet,  so  ergiebt  sich  für  die  grosseste  Spannung 

in  der  Röhrenwand  der  Werjth: 


Pig.  634. 


8 


*)  Die  obige  Gleichung  ist  nur  für  kleine  Werthe  des  Quotienten  -=r- 

als  gültig  zu  betrachten,  insofern  bei  grösseren  Werthen  desselben  die  An- 
nahme nicht  mehr  zulässig  sein  würde:  dass  die  Spannung  gleichförmig  über 
die  Schnittfläche  sich  vertheilt.  In  Wirklichkeit  vertheilt  sich  die  Spannung 
immer  ungleichförmig  über  diese  Fläche,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die 
grösste  Spannung  S  an  der  inneren  Wandfläche  stattfindet.  Die  Untersuchungen 
der  höheren  Mechanik  ergeben  für  die  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  S 
und  5  die  allgemeinere  Gleichung:  • 


-w  «-»[•  +  «<5'+J  °to  •-?  [Vl±5-J 


p 

2h(D  +  h)j     UUCI     "  ""     2    U  S—p 

aus  welcher  man  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  für  die 
wirkliche  Maximalspannung  die  Grösse  erhalten  würde:  S  =  1,302  Kil.,  also 
einen  Werth,  welcher  von  dem  nach  Gleichung  897)  berechneten  verhältniss- 
raässig  nur  wenig  abweicht.    Setzt  man  dagegen  z.  B.  h  =  Z>,  so  erhält  man 


b 


als  wirkliche  Maximalspannung  S  —    .  py  während  nach  Gleichung  897)  der 


Ritter,  Mechanik. 
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S  =  -gy^0-  =  M5  Kil.  pro  Dmn\ 
Die  obige  Gleichung  würde  für  8  aufgelöst  in  der  Form: 

898)  8  =  -ff 

auch  zur  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  o  benutzt  werden  können, 
wenn  darin  für  S  die  Grösse  der  praktisch  zulässigen  Spannung  subsutuirt 
wird.  Da  indessen  bei  sehr  kleinen  Werthen  von  p  und  D  aus  dieser  Glei- 
chung für  die  Wandstärke  8  Werthe  sich  ergeben  würden,  welche  aus  ander™ 
Gründen  als  praktisch  unzureichend  sich  erweisen  (theils  wegen  der  Porosität 
des  Materials,  theils  wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  mit  der  praktischen 
Ausführung  verbunden  sein  würden),  so  pflegt  man  statt  dessen  die  bei  einem 
gegebenen  Drucke  erforderliche  Wandstärke  zu  berechnen  nach  der  Gleichung 

899)  6  =  80  +  -||-, 

in  welcher  für  die  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängige  Grösse  *„ 

als  das  (dem  Drucke  p  =  0  entsprechende)  Minimum  der  praktisch  zulasse 

Wandstärke  und  für  die  Grösse  S  resp.  die  Werthe   zu   substituiren  m-il 

würden,  z.  B. 

für  Gusseisen :         80  =    Smm,    5  =  4     KU. 


S  =  8 
5  =  3 
S  =  0,25 
S  =  0,5 
S  =  0,2 
S  =  0,15 


„   Schmiedeisen:  80  =    3  „ 

„   Kupfer:  80  =    4  „ 

„   Blei :  ö0  =    5  w 

w   Zink :  80  =    4  „ 

„   Holz:  80  =  27  „ 

„    Stein :  80  =  30  „ 

Es   würde   also   z.  B.   einer   cylindrischen   Röhre   von  500  Millimetern 
innerem  Durchmesser  bei   einem  Drucke  von  0,04  Kil.  pro  GOM"  die  Wand- 
stärke   zu    geben    sein    resp.    für:    Gusseisen:    8  =  10n,n,,5,    Schiniedei-m 
8  =  4"'»,25,   Kupfer :  8  =  7mm,33,  Blei :  8  -=  45»"\  Zink :  8  =  £1—,  Holz 
8  =  77m,n,   Stein:  8  =  97mm. 

§  152. 
Hydraulische  Pressen  und  Zapfenlager. 

Eine  flüssige  Masse,  welche  auf  die  in  Fig.  635  angedeutete 
Art  eingeschlossen  ist  einerseits  von  zwei  beweglichen  cylindri- 
schen Kolben,  andererseits  von  den  Wänden  der  zugehörig n 
Cylinder  und  ihrer  Verbindungsröhre,    befindet  sich   im  (Jleu-h- 


beträchtlich  kleinere  Werth  S=  *   sich  ergeben  würde.    Hieraus  folgt,  uV* 

bei  sehr  hohem  Drucke  auch  die  nach  Gleichung  898)  berechneten  Wrrtl.- 
der  Wandstärke  8  zu  klein  ausfallen  würden,  und  dass  für  solche  Falle  %iri* 
mehr  die  Gleichung  897.)  an  die  Stelle  zu  setzen  sein  würde. 
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gewichtszustande,  wenn  der  pro  Flächeneinheit  auf  die  Oberfläche 
derselben   übertragene  Druck  p  an   allen  Stellen  dieselbe  Grösse 
hat    Für  die   in  den  Achseuricbtungen  der  beiden  Kolben  wir- 
kenden Kräfte  K  und    W, 
Fig.  aas.  welche  diesen  Druck  hervor- 

I  .  bringen,    würde    man    also 

|„,  Ijj.      unter    der    Voraussetzung, 

dass  zwischen  den  Kolben 
und  den  Cy  lindern  keine 
ReibungB  widerstände  wir- 
ken, nach  §  150  die  Glei- 
chungen erhalten: 

900)  K  =  p~^-, 

901)  W  =  j>-^-, 

Diese  Gleichungen  würden  unter  der  erwähnten  Voraussetzung  auch  für 
dann  noch  gelten,  wenn  jeder  von  den  beiden  Kolben  eine  gleichförmig  fort- 
schreitende Bewegung  ausfahrt,  also  z.  B.  für  den  Fall,  daBs  durch  die  den 
kleinen  Kolben  hinein»  ärtstreib  ende  Kraft  K  der  grosse  Kolben  herausw&rts 
gedrängt,  und  die  an  demselben  wirkende  Kraft  W  als  Widerstand  dabei 
überwunden  wird.  Wenn  z.  B.  D  =  Wd  wäre,  ao  würde  W  —  400  .  K  sein, 
und  eine  am  kleinen  Kolben  wirkende  Kraft  K  =  100  Kil.  würde  ausreichen, 
um  am  grossen  Kolben  einen  Gegendruck  W=  40000  Kil.  zu  ü  her  winden. 

P1     ggg  Da  nach  §  150  der  auf  den  Kol- 

ben  in  der  Achsenrichtung  derselben 
übertragene  hydrostatische  Druck  un- 
~~~~  abhängig  ist  von  der  Form  der  End- 

fläche und  immer  der  Querschnitts- 
fläche  der  durch  den  Kolben  ver- 
schlossenen Mündung  proportional  ist, 
so  bleiben  die  obigen  drei  Glei- 
chungen auch  in  dem  Falle  noch 
p";  gültig,   wenn  der  kleine   Kolben  die 

*'  ^"^  Form  eines  Drahtes  hat,  welcher  um 

eine  im  Inneren  des  Cylinders  befind- 
liche Rolle    sich    aufwickelnd  durch 
Umdrehung  derselben  in  den  Cylinder 
hineingezogen  wird  (Fig.  636).     Die  Mittelkraft  von  den  auf  die 
Drahtrolle  übertragenen  hydrostatischen  Drücken  hat  die  Grösse 

40» 
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-f-pd2  ä  und  ihre  Richtungslinie  fällt  mit  der  Achse  der  Oeftnung 
zusammen.  Diese  Kraft  bildet  in  Bezug  auf  die  Rollen  -Achse 
eine  excentrisch  wirkende  Kraft,  welche  für  sich  allein  wirkend 
die  Rolle  nach  rechts  herumdrehen  und  den  Draht  hinauswärts- 
treiben  würde.  Eine  am  gleichen  Hebelarme  r  in  entgegenge- 
setzter Richtung  wirkende  Kraft  K,  welche  diese  Drehung  ver- 
hindern oder  die  Rolle  gleichförmig  nach  links  herumdrehen  soll, 
würde  daher  die  in  Gleichung  900)  oder  902)  angegebene  Grös>e 
haben  müssen.  Für  die  am  Hebelarme  l  wirkende  Kraft  P. 
welche  die  gleiche  Wirkung  hervorbringen  soll,  ergiebt  sich  dem- 
nach die  Gleichung: 

903)      £=-;-    oder    -£  =  -J-.-g-. 

Setzt  man  bierin  l  =  5  r  und  D  =  20  d,  so  erhält  man  W  =  2000  .  P 
Es  würde  also,  wenn  keine  Reibunps  wider  stände  vorhanden  waren,  eine  an 
der  Rolle  wirkende  Kraft  P  =  20  KU.  ausreichen,  um  einen  an  dem  gross«* 
Kolben  wirkenden  Widerstand  H"  --  40000  Kil.  zu  überwinden. 

Wenn  an  der  Stelle,   wo  der   grosse  Kolben  in  den  Cylinder 
eintritt,  der   wasserdichte  Verschluss  auf  die   in   Fig.  637   ange- 
deutete  Art  bewirkt  wird 
l8'        '  mittelst  eines  gabelförmig 

gefalteten  biegsamen  (Le- 
der-) Ringes,  dessen  beide 
Zweige  durch  den  hydro- 
statischen Druck  seil»! 
einerseits  gegen  die  Aussen- 
fliiehe  des  Kolbens,  ande- 
rerseits gegen  die  innert 
Wandfläche  des  Cylindt-rs 
gepresst    werden,   so   ent- 

J¥  m    u  ste']t    ^    ^er    BewePU11" 

des  Kolbens  an  jeder 
Flächeneinheit  der  Berührungsfläche  zwischen  Kolben  und  Rinsi 
ein  Reibungswiderstand  von  der  Grosse  f .  p  =  Reibungsnwf- 
ficient  mal  Normaldruck.  Die  ganze  Reibungsfläche  ist  eine  Cy- 
lindermanteltiüche  von  der  Höhe  H  und  vom  Durchmesser  /'. 
enthält  also  D  ic  H  Flächeneinheiten ;  folglich  beträgt  der  gauw 
Reibungswiderstand  fpDzH,  und  man  erhalt  demnach  Mit  Be- 
rücksichtigung desselben  (statt  Gleichung  901)  als  Gleichgewiclils- 
bedingung  für  den  grossen  Kolben  die  Gleichung: 
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W=~-pD*tt  —  fpDnH, 


H 


oder  wenn  das  Verhältniss  -^  mit  n  bezeichnet  wird,   die  Glei- 
chung: 


D 


904)     W=  PD*  ic  (~-  -  /»). 


Bei  der  in  Fig.  635  angedeuteten  Bewegungsrichtung  wirkt  am 
kleinen  Kolben  der  Reibungswiderstand  der  treibenden  Kraft  K 
entgegen.  '  Man  erhält  also  als  Gleichgewichtsbedingung  für  den 
kleinen  Kolben  (unter  der  Voraussetzung,  dass  am  kleinen  Cylin- 
der  eine  ähnliche  Vorrichtung  sich  befindet)  die  Gleichung: 


905)    K  =  P  d*  *  (±  +  /«). 


Aus  der  Verbindung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  ergiebt  sich 
für  das  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  W  und  K  der  Werth : 

Da  in  den  grossen  Cylinder  ebenso  viel  Flüssigkeit  eintritt, 
als  aus  dem  kleinen  Cylinder  verdrängt  wird,  so  ist  das  Ver- 
hältniss der  beiden  Kolben  -  Geschwindigkeiten  V  und  v  gleich 
dem    umgekehrten    Verhältniss    der    beiden    Kolbenflächen,    also 

— -  =  -    _  .     Für  das  Verhältniss  der  Nutzarbeit  zur  Total- Arbeit 
v  Dl 

ergiebt  sich  also  der  Werth: 

mi\    s»  _    WV  __  W   d*_  _  0,25  - /» 

wfj      Jt  _     K^    _-£-  D^    ___   0,25+/»" 

Wenn  man  z.  B.  /  =  0,2  =  n  und  D  =  20  d  setzt ,  so  erhält  man 
W  —  289,655  K  und  91  =  0,724.  Eine  am  kleinen  Kolben  wirkende  Kraft 
K  =  100  Kil.  würde  ausreichen,    um  einen  am   grossen  Kolben  wirkenden 

Gegendruck  W  =28965,5  Kil.  als  Widerstand 
zu  überwinden,  und  der  Nutzeffect  würde  72,4  Pro* 
cent  betragen. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  das  Mo- 
ment des  Zapfenreibungswiderstandes  zu 
berechnen  sein  für  das  in  Fig.  638  dar- 
gestellte Zapfenlager,  bei  welchem  der 
Zapfendruck  Q  aufgehoben  wird  durch 
den  gegen  die  Bodenfläche  p2  tc  des 
Zapfens  wirkenden  hydrostatischen  Druck 
pp2rc,  und  der  pro  Flächeneinheit  wir- 
kende hydrostatische  Druck  p  demnach  zu  bestimmen  sein  würde 
aus  der  Gleichung: 


Fig.  638. 
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908)  PP1it  =  Q    oder    p=-f-. 

An  jeder  Flächeneinheit  der  Reibungsä&che  2  p  it  A  wirkt  ein 
Reibungswiderstand  fp,  dessen  statisches  Moment  gleich /pp  ist 
Für  das  Moment  2R  des  zum  gleichförmigen  Drehen  der  Welle 
erforderlichen  Kräftepaares  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

2R=/pp.2pjrA, 
welche  nach  Substitution  des  fürp  gefundenen  Werthes  die  Form 
annimmt : 

909)  Wl=fQ.2h. 

Eine  Vergleichimg  dieses  Ausdrucks  mit  dem  in  Gleichung  327)  für  iii- 
auf  gewöhnliche  Art  construirte  Zapfenlager  gefundenen  Werthe  zeigt,  dis« 
bei  gleicher  Grösse  des  ReibungscoeflicienteD  und  des  Zapfen halbmestrn 
mittelst  der  in  Fig.  638  dargestellten  Anordnung  ein  Vortheil  —  d.  h.  ein? 
Verminderung  des  Zapfenreibungs-Momentes  —  erreicht  wird,  sobald  2A<  .,  t 
ist,  oder  sobald  die  Höbe  der  Liderung  kleiner  ist  als  der  vierte  Theit  des 
Zapfenhalbmessers. 


Caput!  XIVE 
Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar 

flüssiger  Körper. 

§  153. 
Druck  gegen  ebene  Fliehen. 

Die  freie  Oberfläche   einer  tropfbar   flüssigen  Masse,   welche 
unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichtszustände  siili 
befindet,   muss  eine  horizontale  Ebene  sein.     Denn  bei  jeder  ab- 
weichenden Form  würde  eine  gegrn 
Flg.  639.  die  Horizontale  geneigte  Ebene  EE 

auf  solche  Weise  durch  die  Flüssig- 
keit hindurchgclcgt  werden  können, 
daes  dieselbe  für  den  oberhalb  lie- 
genden Theil  der  Flüssigkeit  ein* 
Gleitfläche  bilden  würde,  auf  weicht  r 
derselbe  hinabgleiten  müsste,  *<'il 
(nach  §  148)  der  Reibungswinkel  die  Grösse  Null  hat,  folpliih 
kleiner  ist  als  der  Neigungswinkel  a  jener  Ebene  (Fig.  639>. 
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Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich  auch  in  solchen  Fällen,  wo  auf 
die  Theilchen  der  Flüssigkeit  statt  der  Gewichte  ein  anderes  System  von 
•Parallelkräften  wirkt,  welche  den  einzelnen  Massentheilchen  proportional  sind, 
dass  beim  Gleichgewichtszustande  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  stets 
eine  rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung  stehende  Ebene  bilden  muss;  ferner: 
dass  in  solchen  Fallen,  wo  die  Richtung  der  Kraft  von  Ort  zu  Ort  stetig  sich 
ändert,  die  Gleichgewichtsoberfläche  eine  krumme  Fläche  ist,  welche  überall 
rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung  steht. 

Der  Gleichgewichtszustand  einer  unter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindlichen  Flüssigkeit  würde  nicht  gestört  werden,  wenn 
irgend  ein  Theil  derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrte. 
Denkt  man  sich  diesen  Theil  von  der  Form  einer  unten  schräg 
abgeschnittenen  verticalen  cylindrischen  oder  prismatischen  Säule, 
deren  obere  Endfläche  einen  Theil  der  horizontalen  Oberfläche 
bildet,  so  findet  man  bei  Anwendung  der  für  feste  Körper  gelten- 
den allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen,  dass  unter  Anderen 
die  algebraische  Summe  der  auf  diese  Säule  wirkenden  Vertical- 
kräfte   gleich   Null   sein  muss   (Fig.  640).     Da   die   Druckkräfte, 

welche  von   der    angrenzenden  Flüssigkeit 
i*ig.  640.  auf  (]je  Seitenflächen  der  Säule  übertragen 

werden,  sämmtlich  horizontale  Richtungen 
haben,  so  sind  die  beiden  einzigen  Vertical- 
kräfte,  welche  auf  die  Säule  wirken,  erstens 
das  Gewicht  derselben,  zweitens  die  verti- 
cale  Seitenkraft  des  gegen  die  untere  End- 
fläche e  wirkenden  Druckes.  Wenn  mit 
A  die  unendlich  kleine  Querschnittsfläche, 
mit  z  die  Höhe  der  Säule  und  mit  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit 
pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Gewicht  der  Säule 
gleich  -\Az.  Wenn  ferner  mit  p  der  am  Fusse  der  Säule  statt- 
findende Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  hat  der 
gegen  die  unendlich  kleine  Endfläche  e  wirkende  Druck  die  Grösse 
p .  e,  und  der  Winkel,  den  die  Richtung  desselben  mit  der  Verti- 
calen einschliesst,  ist  gleich  dem  Neigungswinkel  a  der  unteren 
Endfläche  der  Säule  gegen  die  Horizontale.  Folglich  hat  die 
vertical  aufwärts  gerichtete  Seitenkraft  dieses  Druckes  die  Grösse 
pz  cos  ot,  oder  da  e  cos  ot  =  A  ist,  die  Grösse  pA.  Durch  Gleich- 
setzung der  beiden  Verticalkräfte  erhält  man  die  Gleichung: 

910)    pA  =  *;Az    oder    p  =  ^z. 

Der    gegen   das  Flächentheilchen   e    rechtwinkelig    gerichtete 
Druck,   welchen  die  beiden   angrenzenden  Theile  der  Flüssigkeit 
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in  diesem  Fläche  utheilchen  auf  einander  gegenseitig  Übertrag.^. 
hat  also  die  Grösse: 

911)  pe  =  Te». 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  Oberfläche  teint- 
liches unendlich  kleines  RüchentheBchen  c  ist  gleich  dem  OewidWt 
einer  FlUssigkeits-Säule  vom  Querschnitte  e  und  von  der  tWke  t. 

Betrachtet  man  das  Fläclientheilclien  e  als  einer  festen  Fht-  h. 
angehörend,  welche  die  Flüssigkeit  in  zwei  Theile  zerlegt.  — 
findet  man  —  da  in  solchem  Falle  das  Wegnehmen  des  ein*.: 
Theiles  den  Gleichgewichtszustand  des  anderen  nicht  stören  wüH 
—  dass  die  Gültigkeit  dieses  Satzes  unabhängig  ist  von  d-t 
wirklichen  Vorhandensein  einer  vertical  oberhalb  des  Fläche'. 
dementes  befindlichen  Flüssigkeitssäule,  dass  also  z.  B.  auch  )• 
dem  in  Fig.  641  dargestellten  Falle  der  Druck  gegen  das  Fläch--:  - 
theilchen  e  nach  der  oben  genannt' : 
Pi*-  M1-  Regel  zu  bestimmen  sein  würde,  ob«' -M 

hier  der  vertical   oberhalb  desselben  be- 
findliche Raum  gar  keine  Flüssigkeit  eni- 

„  käu. 

Da  die  Druckkräfte,   welche   von  <l-r 

Flüssigkeit    auf    die    unendlich     klein-;. 

Theilchen   der   ebenen   Fläche  A  B  üb«- 

tragen    werden,    rechtwinkelig    zu   die- ■ 

Ebene  wirken,   folglich   sämmtlich   gleiche  Richtungen   haben,  - 

ist  ihre  Mittelkraft  D  gleich  ihrer  Summe,  also: 

912)  D  =  !(-itz)  =  iZ(tz). 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kann  statt  der  Product'i- 
Summe  2  (es)  auch  das  l'roduct  aus  der  ganzen  DruckhVK- 
AB  =  F  in  den  Abstand  z0  ihres  Schwerpunktes  ä*  von  de: 
Horizontalchcne  der  Oberfläche  gesetzt  werden;  also  ist: 

913)  D  =  iFzt. 

Der  Druck  der  Flüssigkeit  gegen  eine  ebene  Rüche  ist  gleMi 
dem  Gewichte  einer  FlUssigkeHssäule,  deren  Querschnitt  gleich  de» 
Druckfläche,  und  deren  Höhe  gleich  dem  Abstände  des  Schwermnkia 
der  Druckflüche  von  der  Horizontalebene  der  Oberfläche  ist 

Wenn  auf  die  horizontale  Oberfläche  J  der  in  einem  Gefop-t 
eingeschlossenen  Flüssigkeit  mittelst  eines  Kolbens  von  gleich- r 
Bodenfläche  durch  die  Kraft  A'  ein  Druck  ausgeübt  wird,  welch- r 
pro  Flächeneinheit  die  Grösse  p  =  -—  hat,  so   kann  man  dieseü 
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Fall  auf  den  vorigen  zurückfuhren,  indem 
man  sich  den  Kolben  durch  eine  auf  der 
Oberfläche  ruhende  Flüssigkeitsschicht  er- 
setzt denkt,  welche  den  gleichen  Druck 
ausüben  würde  (Fig.  642).  Die  Höhe  A, 
welche  diese  Schicht  haben  müsste,  ist 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

914)     -iJh^K     oder    h  =  -*-  =  -£-. 

Der  Druck  gegen  die  ebene  Fläche  AB  —  F 
hat  also  in  diesem  Falle  die  Grösse. 
915)     D  =  iF(z0+k). 


§  154. 
Mittelpunkt  des  Druckes. 

Um  den  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  von  den  Drücken  der 

Flüssigkeit  gegen  die  einzelnen  Theilchen  der  ebenen  Druckfläche, 

oder  den  sogenannten  „Mittelpunkt  des  Druckes"   zu   finden,   hat 

man  das  statische  Moment   der  Mittelkraft  D  gleich  der  Summe 

der   statischen  Momente   von  allen   gegen   die  einzelnen   Flächen- 

theüchen  s   wirkenden  Druckkräften  ygz   zu  setzen.     Wenn   man 

dabei    als    Drehachse 

die  horizontale  gerade 

-^  Linie    O X    wählt,    in 

welcher  die  Ebene  der 

+    Fi8.643.      Druckfläche    und    die 

Horizontal- Ebene    der 

/  Oberfläche       einander 

/  schneiden     (Fig.     643 

und  Fig.  644),  so  er- 

-._  hält     man     die    Glei- 

*  chung : 

welche  für  l  aufgelöst 

nach  Substitution   des 

in  Gleichung  913)  für  D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 


l: 
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Hierin  ist  z0  —  y0  cos  a  und  z  =  y  cos  a  zu  setzen;  man  erhalt 
also  für  den  Abstand  des  Druckmittelpunktes  J  von  der  Hori- 
zontalen OX  die  Gleichung: 

916)  j=J?£*!L. 

Betrachtet  man  das  Linienstück  AB  in  Fig.  643  als  Dar- 
stellung einer  unendlich  dünnen  Platte  von  gleicher  Form  mit 
der  Druckfläche,  und  denkt  man  sich  diese  Platte  an  der  hori- 
zontalen Drehachse  0  X  aufgehängt,  Pendel-Schwingungen  um  die- 
selbe ausführend,  so  findet  man  (nach  Gleichung  522),  dass  die 
Länge  l  mit  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  dieser  Platt, 
von  der  Drehachse  gleiche  Grösse  hat;  und  wenn  man  die  Grössf 
l(ey2)  als  das  Trägheitsmoment  der  Druckfläche  in  Bezug  auf 
die  Achse  OX  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Gleichung 
die  Form  an: 

917)  *  =  -£--• 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Lage  der  Horizontalen  be- 
stimmt, in  welcher  der  Mittelpunkt  des  Druckes  liegt.  Um  die 
Lage  desselben  in  dieser  Horizontalen  zu  bestimmen,  hat  man 
nach  Fig.  644,  in  welcher  die  Drücke  als  rechtwinkelig  zur  Bild- 
fläche stehend  anzusehen  sind,  das  statische  Moment  der  im 
Punkte  J  angreifenden  Mittelkraft  D  und  die  Momenten -Summe 
sämmüicher  gegen  die  einzelnen  Flächentheilchen  e  wirkenden 
Drücke  -\zz  in  Bezug  auf  die  in  der  Ebene  der  Druckfläche 
rechtwinkelig  zu  OX  stehende  —  übrigens  beliebig  zu  wählend? 
—  Drehachse  0  Y  einander  gleich  zu  setzen ;  man  erhält  dann 
die  Gleichung:  D.s  =  S(i*zx), 

welche  für  8  aufgelöst  nach  Substitution  des  in  Gleichung  913) 
für  D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

oder,  wenn  wiederum  z0  —  y0  cos  a  und  z  =  y  cos  a  gesetzt  wird, 
die  Form: 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  l  und  s  gefundenen  Wertlit 
mit  den  in  §  143  für  den  Mittelpunkt  des  Stosses  gefundenen 
Gleichungen  857)  und  858)  rindet  man,  dass  der  Mittelpunkt  (K* 
Druckes   zusammenfällt  mit  demjenigen  Punkte,  welcher  für  dit 
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an  der  Drehachse  OK  hängende  ebene  Platte  von  gleicher  Form 
mit  der  Druckfläche  den  Mittelpunkt  des  Stosses  bilden  würde. 
Denkt  man  sich  die  Achse  OY  durch  den  Schwerpunkt  der 
Druckfläche  gelegt,  ho  findet  man,  dass  für  alle  solche  Flächen, 
welche  in  Bezug  auf  dieöe  Achse  symmetrisch  geformt  sind,  die 
Grösse  a  gleich  Null  wird. 

Für   das   Trägheitsmoment   der   Kreisfläche   Fig.  646   in   Bezug   auf  die 
Achse  XX  ersieht  sich  buh  der  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  4K3)  und 

ru.«a.  nie«.  •"•***-  {'"' 

n  f'  +r' jto5;  man  erhalt  also 

*  nach  Gleichung  917),  wenn 
darin  ausserdem  F  =  r*r. 
und  y0  =  o  substitutiv 
wird,  die  Gleichung: 

;-,.+,.„.. 

919)  OJ=l=- — , 

welche  zeigt,  dass  der  Mittelpunkt  des  Druckes  dem  Schwerpunkte  S  um  so 
mehr  sich  nähert,  je  kleiner  das  Verhältnis^  —  ist. 

Für  die  Rechteckfläche  Fig.  646  ist  %=  „.oA'+oAa',  ferner  F=bh 

and  y,  =  a  zu  substituiren,  man  erhält  also  die  Gleichung: 

MO)    „,_,__!•__ =  »(<+T2^), 

welche  zeigt,  dass  I  =  -^  A  wird,  wenn  die  obere  Seite  des  Rechtecks  in  der 
horizontalen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt. 

Aus  den  Gleichungen  013)  und  930)  ergiebt  sich,  dass  der  Druck  des 
Wassers  gegen  die  in  Fig.  647  dargestellte  senkrechte  Mauer  für  jede  Längen- 
einheit derselben  die  Grösse: 

,-•"■ 

hat,  und  dass  der  Angriffspunkt  dieses  Druckes  — 
von  unten  gerechnet  —  im  ersten  Drittel  der  Höhe 
liegt     Für  diejenige  Dicke  d,  welche  die  Mauer 

*  mindestens  haben  raus«,  wenn  dieselbe  durch  den 
Druck  Ö  nicht  um  die  Kante  A  gedreht  worden 
soll,  erhält  man  also  die  Gleichung: 

A_  9«)   ».-J  =e.-J. 

in  welcher  G  das  Gewicht  der  Mauer  bezeichnet 
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Wenn  mit  ?,  das  Gewicht  des  Mauerwerks  pro  CubikeinheH  bezeichnet  wird, 
so  ist  G  =  Yi  dh  zu  setzen,  und  die  obige  Gleichung  nimmt  nach  Substitution 
der  für  D  und  G  gefundenen  Werthe  die  Form  an: 


923) 


6=       *        oder     h 


1  1  JL 

1    3    Yl 


Diejenige  Dicke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  muss,  wenn  die- 
selbe durch  den  Druck  D  nicht  auf  ihrer  Unterlage  fortgeschoben  werden 
soll,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

924)    D  =  /£, 

in  welcher  /  den  Reibungscoefficienten  bezeichnet.     Die  letztere  Gleichung 
nimmt  nach  Substitution  der  für  D  und  G  gefundenen  Werthe  die  Form  an. 

Ti 


925)     ly-^f^dh    oder     £  =*  jj 


Um  die  wirklieb  erforderliche  Dicke  zu  bestimmen,  hat  man  das  Verhäkniss 

,    gleich  dem  grösseren  von  den  beiden  Werthen  zu  setzen,  welche  aus  den 

Gleichungen  923)  und  925)  sich  ergeben. 

2 
Wenn  z.  B.  y  ,  =  2  y  und  /  =       gesetzt  wird,  so  erhält  man  nach  Glei- 

chung  923)   -j-  =  0,408   und   nach  Gleichung  925)    !*  =  0,375.      Für  die  in 

diesem  Falle  erforderliche  Dicke  der  Mauer 
ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

d  >  0,408  .  h. 

Um  den  Mittelpunkt  des  Druckes  für  die 
Parallelogramm-Fläche  ABCE  (Fig.  648)  zu 
finden,  hat  man  sich  dieselbe  zerlegt  zu  den- 
ken in  unendlich  schmale  Flächenstreifen  — 
das  eine  Mal  in  solche,  welche  der  Seite  A  K> 
das  andere  Mal  in  solche,  welche  der  Seite 
A  R   parallel   sind.    Für  jeden   der  ersteren 

Flächenstreifen    liegt    der    Mittelpunkt    de« 

2 

Druckes  im  Abstände  —  h  von  der  Seite  A  B  (vergl.  Fig.  401  und  Fig.  4tO\ 

und  für  jeden  der  horizontalen  Streifen  in  der  Mitte  desselben.   Der  gesuchte 

Punkt  J  ist  also  der  Durchschnitt* 


Fig.  649. 


B 


ih\ 


h 

i 


/ 


JV 


XM 


punkt  der  Halbirungslinie  OM  utd 

2 
der  im  Abstände       h  von  der  Seit*- 

*j 

A  B  liegenden  Horizontalen  L  S. 

Auf  analoge  Weise  findet  nun 
als  Mittelpunkt  des  Druckes  rar  die 
Dreiecksfläche  ABC  (Fig.  649 
indem  man  sich  dieselbe  zerN'ft 
denkt  in  unendlich  schmale  Flächte 
streifen,  das  eine  Mal  in  *oMn, 
welche   der  Seite   BC,  das  andtrr 
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Mal  in  solche,  welche  der  Seite  A  C  parallel  sind  —   den  Durchschnitts- 

punkt  der  beiden  Linien   AN  und   B  M,    welche    die   im   Abstände    „  h 

von  der  Seite  A  B  liegenden  Punkte  der  Seiten  B  C  und  A  C  resp.'  mit 
den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  verbinden.  Aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  ABJ  und  NMJ  (deren  Seiten -Verhältniss  gleich  3:1  ist)  ergeben 
sich  als  Coordinaten  des  Punktes  J  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  die  Grössen 

8  =  -.-  b    und    l  —  TT-  ä. 

Der  Mittelpunkt  des  Druckes 
für  das  Dreieck  AEC  (Fig.  650) 
liegt  in  der  Linie  AK,  welche 
den  Mittelpunkt  der  Seite  EC 
mit  dem  gegenüberliegenden  Eck- 
punkte   A    verbindet,    zugleich 
auch   in   der  Verlängerung  der 
Linie  JJly   welche    die    Mittel- 
punkte   des   Druckes   resp.  des 
Dreiecks  ABC  und  des  Rechtecks 
ABCE  mit  einander  verbindet.    Ans  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
LJJt  und  KJiJx    (deren  Seiten -Verhältniss  gleich  2:1  ist)  ergeben  sich 
als  Coordinaten  des  Punktes  Jt  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  die  Grossen 


3  . 

8  =  -b 


und    l  =  -rh. 

4 


§  155. 
Druck  gegen  krumme  Flächen. 

Auf  gleiche  Weise  wie  in  §  150  mit  Bezug  auf  Fig.  631  ge- 
zeigt wurde,  ergiebt  sich  auch  hier,  dass  die  gegen  die  unendlich 
kleinen  Theilchen  der  krummen  Fläche  wirkenden  Drücke  im 
Allgemeinen  durch  eine  einzige  Mittelkraft  nicht  ersetzt  werden 
können.  Denkt  man  sich  den  gegen  das  Flächentheilchen  e 
wirkenden  Druck  ^zz  zerlegt  nach  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Achsen,  von  denen  die  eine  OZ  vertical  steht,  und 
die  anderen  beiden  OX  und  OY  horizontale  Richtungen  haben, 
so  findet  man,  dass  die  verticale  Seitenkraft  72  A  (Gleichung  910) 
so  gross  ist,  wie  das  Gewicht  einer  verticalen  Flüssigkeitssäule 
sein  würde,  welche  oben  durch  die  Horizontal-Ebene  der  Ober- 
fläche und  unten  durch  das  Flächentheilchen  selbst  begrenzt  ist 
(Fig.  661).  Diese  Kraft  ist  vertical  aufwärts  oder  vertical  abwärts 
gerichtet,  jenachdem  die  Richtung  des  Druckes  -\zz  nach  oben 
hin  oder  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  abweicht.  Die 
Gesammtwirkung  dieser  Verticaldrücke  lässt  sich  im  Allgemeinen 
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Fig.  661. 


durch  eine  Verticalkraft  Z  darstellen,  welche  gleich  der  algebrai- 
schen Summe  jener  verticalen  Seitenkräfte  ist  —  kann  jedoch  in  ' 
dem  besonderen  Falle,  wenn  diese 
algebraische  Summe  gleich  Null 
ist,  ausnahmsweise,  auch  ein  Kräfte- 
paar bilden.  Die  der  Achse  OX 
parallele  Seiten  kraft  yzo  ist  gleich 
dem  Drucke,  welchen  die  Vertical- 
Projection  3  des  Fläcbenelements  1 
auf  der  rechtwinkelig  zu  OX  stehen- 
den Vertical-Ebene  erleiden  würde. 
Die  Mittelkraft  X  aller  in  dieser 
Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  ist 
"  gleich  deren  algebraischer  Summe, 
also  ihrer  Grösse,  Richtung  und  Lage  nach  gleich  dem  Drucke-, 
welchen  die  ganze  Vertical  -  Projection  A  C  der  krummen  Flächt 
auf  dieser  Vertical-Ebene  erleiden  würde,  wobei  das  Wort  „Pro-- 
jeetion"  in  dem  mit  Bezug  auf  Fig.  631  in  §  150  erklärten  Sinn* 
zu  nehmen  ist.  Auf  gleiche  Weise  ist  der  gesammte  Horizontal- 
druck ¥  in  der  rechtwinkelig  zur  Ebene  der 
Figur  stehenden  Richtung  OK  zu  bestimmen 

Wenn  e.B.  die  krumme  Oberfläche  eines  Kii|i"l- 
Octanten,  dessen  drei  geradlinige  Kanten  den  dm 
Coord  inaten  -  Achsen  parallel  sind,  die  Drucksache 
bildet  (Fig.  662  und  Fig.  663),  so  ist  von  den  Hori- 
zontaldrücken X  und  Y  ein  jeder  gleich  dem  Drucke. 
welchen  die  .quad  rautenförmige  Vcrtical- Projectiun 
der  Druckflache  erleiden  wurde,  also  (nach  GM- 
gl  ehung  913  und  Gleichung  159): 

*-'-J-t-*-(»-U> 

*?  Flg.  653.      und  die  Abstände  ihrer  Richtungslinien  »on  der  Huri- 

2on talebene  der  Oberfläche  haben  (nach  Gleicbune  HIT 
und  Gleichung  615)  die  Grösse: 


Flg.  863. 


G0'+-1— (— 


*■({-•)• 


Um  den  gestimmten  Verticaldruck  gegen  die  Imimnir 
jat  man  d«.s  Gewicht  eines  rlilssigen  Körper»  ju  t>- 
iiiii  erhält,  indem  man  den  Inhalt  des  Kugel- Or Uni >a 

von   dem  Inhalte     .  r'rA   einer   Säule,   deren  Hut«' 
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gleich  h  ist,  und  deren  Grundfläche  -r  r?  7:  die  qnadrantenförmige  Horizontal- 
Projection  der  Druckfläche  bildet;  folglich  ist: 

*«-T(i-r»«*--!-.-J-r»;). 
§  156. 

Auftrieb. 

Wenn   der  ganze    von    der  Flüssigkeit   berührte   Theil    der 
inneren    Wandfläche    des    die    Flüssigkeit   enthaltenden    Gefasses 
die  Druckfläche  bildet,   so  ergiebt  sich,   dass  für  diesen  Fall  so- 
wohl X  =  0  als    F=0  ist;    da  die   Vertical-Projectiön    dieser 
Fläche    für  jede  beliebige   Lage   der  verticalen  Projectionsebene 
gleich  Null  ist  (Fig.  654).     Die  Mittelkraft  aller  gegen  die  ein- 
zelnen Theilchen  der  Druckfläche  wirkenden  Drücke  ist  daher  in 
diesem  Falle  eine  Verticalkraft  Z,  welche  zugleich  die  Mittelkraft 
der  verticalen  Seitenkräfte  aller  jener  Drücke  bildet.    DerUeber- 
schuss    des    gegen    das  Flächentheilchen   m   wirkenden    Vertical- 
druckes  über  den  gegen  das  senkrecht  oberhalb  desselben  liegende 
Flächentheilchen  n  wirkenden  Verticaldruck  ist  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  den  Gewichten,  welche  die  verticalen  Flüssigkeits- 
Säulen  ml  und  nl 
Fig.  654.-  Fig.  655.  haben  würden,  also 

gleich  dem  Gewichte 
der  Säule  mn.  Folg- 
lich ist  die  Mittel- 
kraft Z  zugleich  die 
Mittelkraft  von  den 
Gewichten  sämmtli- 
cher  verticalen  Säu- 
len, aus  welchen  die 
ganze  flüssige  Masse 
besteht,  d.  h.  gleich 
dem  Gewichte  der 
ganzen  flüssigen 
Masse  ACB,  und  die  Richtungslinie  dieser  Kraft  fällt  mit  der 
Verticalen  des  Schwerpunktes  J  der  flüssigen  Masse  zusammen. 

Denkt  man  sich  von  den  Kräften,  deren  Mittelkraft  Z  ist,  die 
Richtung  jeder  einzelnen  in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  so 
findet  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  die  Mittelkraft  Z  die  ent- 


"~mm 
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gegengesetzte  -Richtung  annehmen  würde.  Die  Mittelkraft  sämmt- 
licher  von  der  Gefässwand  auf  die  Flüssigkeit  übertragenen  Gegen- 
drücke bildet  daher  eine  im  Schwerpunkte  der  Flüssigkeit  vertical 
aufwärts  wirkende  Kraft  Z  von  gleicher  Grosse  mit  dem  Gewichte 
der  Flüssigkeit  und  hält  diesem  Gewichte  das  Gleichgewicht. 
Wenn  dieselbe  Druckflache,  auf  welche  bei  dem  in  Fig.  654  dar- 
gestellten Falle  die  Flüssigkeit  von  der  Innenseite  her  drückt  ein 
anderes  Mal  bei  gleicher  Druckhöhe  dem  Drucke  der  Flüssigkeit 
von  aussen  her  ausgesetzt  *ist  —  wie  in  Fig.  655  —  so  geht  eben- 
falls die  Richtung  des  gegen  jedes  einzelne  Flächentheilchen  »ir- 
kenden Druckes  in  die  entgegengesetzte  über,  folglich  ist  dir 
Mittelkraft  der  von  der  Flüssigkeit  auf  die  Fläche  übertragene 
Drücke  in  diesem  Falle  vertical  aufwärts  gerichtet,  von  gleicher 
Grösse  mit  dem  Gewichte  der  flüssigen  Masse,  welche  vorher  dro 
Raum  AGB  ausfüllte,  und  ihren  Angriffspunkt  bildet  der  Schwer- 
punkt dieses  Raumes.  Diese  vertical  aufwärts  gerichtete  Mittel- 
kraft wird  der  „Auftrieb"  genannt. 

Auch  bei  dem   in  Fig.  656  dargestellten    Falle,    bei  welchem 
die   in  sich   zurücklaufende,    nach   allen   Seiten   hin    geschlossene 
Oberfläche  eines  ganz  von  der  Flüssigkeit  um- 
Fig.  666.  gebenen  Raumes   die   Druckfläche   bildet,  i*: 

A  die    Vertical- Projection    derselben    für   jede 

Lage   der   vertical en    l'roject  ionsebene   gleirl 
Null,    folglich   wird    die    Mittelkraft    sämint- 
licher   auf  die    Fläche    übertragenen    Drückt 
auch  in  diesem  Falle  durch  den  vertical  auf- 
wärts gerichteten  Auftrieb  dargestellt    Denkt 
man  sich  den  ganzen  eingetauchten  Raum  in 
verticale  Säulen  von  unendlich  kleinen  Quer 
schnittsdimensionen   zerlegt,    so    findet   buk 
dass   der   Auftrieb   für   jeden    dieser   Raum- 
theile  dem  Gewichte  der   Flüssigkeit,    welche  denselben  ausfüll-ii 
würde,   seiner  Grösse,    Richtung  und  Lage  nach   gleich   und  ent- 
gegensetzt ist.   dass   also   der  ganze  Auftrieb   dem  Gewichte  der 
Flüssigkeit,     welche    den    ganzen    eingetuucliten    Raum    ausfüllen 
würde,   gleich    utid   entgegengesetzt  ist     Wenn  mit  J  der  Inhalt 
des  eingetauchten  Raumes,  und  mit  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit 
pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Auftrieb: 

926)     A  =  t  .  J. 
Diese  Kraft  hängt  ausschliesslich  ab  von  Grösse,  Form  und  Li£' 
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des  eingetauchten  Raumes;  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig 
von  dem,  was  im  Inneren  dieses  Raumes  sich  befindet  —  also 
z.  B.  in  dem  Falle,  wenn  der  eingetauchte  Raum  von  der 
Substanz  eines  festen  Körpers  ausgefüllt  ist,  unabhängig  von  dem 
Gewichte  und  von  der  Lage  des  Schwerpunktes  des  eingetauchten 
Körpers.  Sowohl  für  die  in  Fig.  655  als  für  die  in  Fig.  656  dar- 
gestellte Lage  eines  solchen  eingetauchten  Körpers  gilt  das  all- 
gemeine Gesetz: 

Der  auf  den  eingetauchten  Körper  vertical  aufwärts  wirkende 
Auftrieb  ist  seiner  Grösse  nach  gleich  dem  Gewichte  der  aus  dem 
eingetauchten  Räume  verdrängten  Flüssigkeit  und  hat  seinen  Angriffs- 
punkt in  dem  Schwerpunkte  des  eingetauchten  Raumes. 

§  157. 
Absolutes,  relatives  und  specifisches  Gewicht. 

Wenn  mit  J  der  Inhalt  eines  homogenen  Körpers  bezeichnet 
wird,  und  mit  q  das  Gewicht  der  in  jeder  Cubikeinheit  desselben 
enthaltenen  Masse,  so  ist  das  absolute  Gewicht  des  Körpers: 

927)  G  =  g.J. 

Der  Schwerpunkt  des  homogenen  Körpers  fällt  zusammen  mit  dem 
Schwerpunkte  des  von  demselben  ausgefüllten  Raumes.  Wenn  der 
Körper  in  eine  Flüssigkeit  ganz  eingetaucht  ist,  d.  h.  mindestens 
so  weit,  dass  kein  Theil  desselben  über  der  Oberfläche  hervor- 
ragt, so  ist  der  von  dem  Körper  ausgefüllte  Raum  zugleich  der 
eingetauchte  Raum.  •  Der  Schwerpunkt  dieses  Raumes  bildet  da- 
her den  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt  des  Gewichtes  G  und 
des  Auftriebes  A.  Nach  Gleichung  926)  ist  das  Verhältniss  des 
Gewichtes  zum  Auftriebe 

928)  Ä  =  -^  =  -?-^-  =  - 

gleich  dem  Verhältniss  des  Gewichtes  des  eingetauchten  Körpers 
pro  Cubikeinheit  zu  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  pro  Cubik- 
einheit. Diese  Verhältnisszahl  *,  welche  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Cubikeinheit  und  der  Gewichtseinheit,  wird  das  „speci- 
fische  Gewicht1*  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  ge- 
nannt; und  /.war  ist  —  mit  Ausnahme  derjenigen  Fälle,  in  welchen 
ausdrücklich  eine  andere  Flüssigkeit  als  solche  bezeichnet  wird  — 
unter  jener  Flüssigkeit  immer  das  „Wasser"  zu  verstehen.  Das 
specifische  Gewicht  des  Wassers  selbst  ist  unter  dieser  Voraus- 

Rltt«rf  Mechanik.  41 
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setzung  gleich  Eins  zu  setzen,  und  für  die  specifischen  Gewichte 
anderer  Körper  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

Specifische   Gewichte. 


Gusseisen  .  .  .  6,6    bis  7,9 


Schmiedeisen  .  7,4 
Gussstahl  ...  7,8 

Kupfer 8,6 

Zink 6,9 

Zinn 7,1 

Granit  .....  2,5 
Basalt ?,4 


Kieselstein 
Kalkstein   . 
Marmor  .  . 
Sandstein  . 
Ziegelstein 

Eichenholz 
Tannenholz 
Pappelholz 

Meerwasser 
Oel 


2,3 
2,4 
2,5 
1,9 
1,4 

0,62 

0,5 

0,35 

1,02 
0,91 


7,9 

8,1 
9,0 
7,8 
7,6 

3,0 
3,3 
2,7 
2,8 
2,9 
2,7 
2,3 

1,17 

0,9 

1,02 

1,03 
0,94 


Blei 11,2  bis  11,5 

Messing 7,8  n     8,7 

Silber 10,1  „    10,6 

Gold .  18,6  „    19,5 

Platin 19,3  w   22,1 

Aluminium 2,5 


Kalkmörtel  ...  1,6 

Sand 1,2 

Erde 1,4 

Lehm 1,5 

Steinkohle.  ...  1,2 

Glas 2,5 

Eis 


1,8 
1,9 
2.4 

2,8 

1,8 
3,8 


Atmosphärische  Luft  0,001  293 


0,926 

Pockholz    ....    1,26    „    1,34 

Kork 0,24 

Kautschuk 0,93 

Alkohol 0,79 

Quecksilber 13,6 

Wasserstoffgas  0,000  089  4. 


Wenn  man  (nach  Gleichung  928)  die  Grösse  q  ausdrückt 
durch  das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  so  erhält  man  für  da> 
absolute  Gewicht  desselben  die  Gleichung: 

929)  G  =  s  .  T  J, 

d.  h.  man  findet  das  absolute  Gewicht  des  Körpers,  indem  mau 
das  Gewicht  einer  Wassermasse  von  gleichem  Kauminhalt  multi- 
plicirt  mit  dem  specifischen  Gewichte  des  Körpers. 

Ein  Cubikmeter  Wasser  wiegt  1000  Kil.  Das  specifische  Gewicht  <1<»> 
Bleis  ist  im  Mittel  gleich  11,35;  folglich  wiegt  ein  Cubikmeter  Blei  11350  Kil- 

Der  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes  über  den  Auftrieb 
bildet  das  „relative"  oder  „scheinbare**  Gewicht  des  in  die  Flüs- 
sigkeit eingetauchten  Körpers  und  hat  die  Grösse: 

930)  Q  =  G  ~  A  =  T  J  (s  —  1). 

Das  Verhältniss  des  relativen  Gewichtes  zum  absoluten  Gewicbte 
ist  also: 
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Wenn  eine  Bleimasse  von  1  Cubikmeter  Inhalt  in  Wasser  eingetaucht 
wird,  so  vermindert  sich  das  Gewicht  derselben  scheinbar  in  dem  Verhältniss 
von  11,35  zu  10,35,  und  der  Unterstützungspunkt  würde  einen  Druck  von 
10350  Kil.  erleiden,  während  ausserhalb  des  Wassers  dieser  Druck  11350  Kil. 
betragen  würde. 

Die  obige  Gleichung  nimmt  für  a  aufgelöst  die  Form  an: 

932)    .  =  grf-Q-. 

Wenn  man  mittelst  einer  Wage  das  eine  Mal  das  absolute  Ge- 
wicht, das  andere  Mal  das  relative  Gewicht  des  in  Wasser  ein- 
getauchten Körpers  bestimmt  hat,  so  findet  man  das  specifische 
Gewicht  des  Körpers,   indem  man  das  absolute  Gewicht  dividirt 

durch  den  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes 

über  das  relative  Gewicht. 


Das  specifische  Gewicht  lässt  sich  auch  als  Ver- 
hältniss von  zwei  Längengrössen  darstellen.  Wenn 
zwei  aus  gleichem  Stoffe  bestehende  Cylinder  vom 
Querschnitt  Eins,  an  einer  gleicharmigen  Wage  (oder 
an  einem  über  eine  Rolle  gelegten  Faden)  im  Gleich- 
gewicht hängen  —  der  eine  im  Wasser  eingetaucht, 
der  andere  ausserhalb  desselben  befindlich  (Fig.  €57) 
—  so  wird  bei  dem  eingetauchten  Cylinder  der  Ueber- 
schuss seines  absoluten  Gewichtes  durch  den  Auftrieb 
aufgewogen.  Für  das  specifische  Gewicht  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

933)    «Ta;  =  Ti       m-  l 


Ihr- 


\x 


•&. 


oder     «  = 


x 


Es  würden  also  z.  B.  die  Längen  von  zwei  Blei-Cylindern,  welche  auf  solche 
Art  einander  die  Wage  halten,  wie  11,35  zu  10,35  sich  verhalten. 


§  158. 
Wirkung  des  Auftriebs  bei  theilweise  eingetauchten  Korpern. 

Zwei  theilweise  eingetauchte  Cylinder  vom  Querschnitte  Eins, 
von  ungleicher  Länge  und  von  gleichem  specifischem  Gewichte, 
halten  an  den  Endpunkten  eines  gleicharmigen  Wagebalkens  (oder 
eines  über  eine  ohne  Reibung  drehbar^  Rolle  gelegten  Fadens) 
hängend  einander  im  Gleichgewicht,  weiin  der  Gewichtsüberschuss 
des  schwereren  und  in  Folge  dessen  tiefer  eingetauchten  Cylinders 
aufgewogen  wird  durch  den  Ueberschuss  des  Auftriebes.  Für  die 
dem    specifischen    Gewichte  *    und    der    Längendifferenz   x   ent- 

41* 
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sprechende  Gleichgewichtslage  ergiebt  sich  also  nach  Fig.  658  die 
Bedingungsgleicbung: 

»,.668.  934)      •T'  =  T     °**      •— 7- 

Die  Rolle  befindet  sich  dabei  im  stabilen 
Gleichgewichtszustände,  insofern  bei  einer 
Drehung  derselben  —  sowohl  nach  der  einen 
als  nach  der  anderen  Seite  hin  —  die  damit 
verbundenen  Aendeningen  der  Auftriebe  ein 
in  entgegengesetzter  Richtung  drehendes  Kräfte- 
paar bilden  würden. 

Der   Druck   des   in   einem  cylindrischen 
Gefasse   enthaltenen  Wassers  gegen  die  hori- 
zontale Bodenflache    des  Gefässes    ist   (nach 
§  154)    unter    allen   Umständen    gleich  dem 
Gewichte  der  cylindrischen  Wassersäule,  welche 
die  Höhe  des  Wasserspiegels  über  der  Bodenfläche  zur  Hohe  und 
die  Bodenfläche   selbst  zur  Grundfläche  hat.     Wenn   durch  ein- 
getauchte Körper  ein  Theil  des  Wassers  verdrängt,  und  in  Folge 
dessen   ein   Steigen   des  Wasserspiegels   hervorgebracht  wird,  so 
wächst  jener  Druck  in  glei- 
Fig.  659.  Flg.  660.  chem    Verbal tuiss    mit    der 

Zunahme  der  Wasserstamis- 
höhe  in  dem  Gefasse. 

Die  in  Fig.  659  dar- 
stellte Doppelrolle  befindet 
sich  unter  Einwirkung  dei 
-.2  vier  symmetrisch  auf  beide 
Seiten  vertheilten  Belastun- 
gen —  bestehend  an  jeder 
Seite  in  einem  theilweix 
mit  Wasser  gefüllten  cylin- 
drischen Gefasse  und  einem 
in  das  Wasser  hineinhan- 
genden cylindrischen  Korper 
—  in  stabilem  Gleiehp- 
wichtszustande.  Wenn  durch 
das  Anhängen  des  l'eber- 
gewichtes  I*  an  der  linken  Seite  eine  Drehung  der  Rolle  um 
den  Winkel  a  hervorgebracht  wird  (Flg.  660),  so  entfernt  sieh  in 
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dem  Gefässe  links  der  eingetauchte  Cylinder  von  dem  Boden  des 
Gefässes  um  die  Grösse: 

935)  x  =  (R  —  r)cc, 

während  in  dem  Gefässe  rechts  der  eingetauchte  Cylinder  um 
ebenso  viel  dem  Boden  sich  nähert.  In  Folge  dessen  findet  in  dem 
Gefässe  links  eine  Verminderung  und  in  dem  Gefässe  rechts  £ine 
Vermehrung  der  Wasserstandshöhe  statt  von  der  Grösse: 

936)  z  =  (-^_)x. 

In  dem  Gefässe  links  wird  der  Druck  des  Wassers  gegen  den 
Boden  um  die  Grösse  *(Fz  vermindert,  während  in  dem  Gefässe 
rechts  der  Bodendruck  um  eben  dieselbe  Grösse  vermehrt  wird. 
Diesen  beiden  Aenderungen  entspricht  eine  zwischen  den  statischen 
Momenten  der  an  dem  Hebelarme  Rt  wirkenden  Belastungen  ent- 
stehende Differenz  von  der  Grösse  2yFzR. 

Die  Eintauchungstiefe  des  in  das  Gefäss  links  hinabhängenden 
Cylinders  vermindert  sich  um  die  Grösse  x  -f-  z ;  folglich  ist 
*;f{x-\-z)  die  Grösse,  um  welche  der  Auftrieb  abnimmt,  oder 
das  am  Hebelarme  r  wirkende  relative  Gewicht  des  Cylinders 
zunimmt.  Ebenso  gross  ist  in  dem  Gefässe  rechts  die  Abnahme 
des  relativen  Gewichtes  des  in  das  Gefäss  hinabhängenden  Cy- 
linders. Diesen  letzteren  beiden  Aenderungen  entspricht  eine  zwi- 
schen den  statischen  Momenten  der  an  dem  Hebelarme  r  wir- 
kenden  relativen  Gewichte  entstehende  Differenz  von  der  Grösse 

Durch  das  Uebergewicht  P  kommt  ein  drittes  statisches  Mo- 
ment hinzu  von  der  Grösse  PR.  Die  algebraische  Summe  der 
drei  neu  hinzugekommenen  statischen  Momente  muss  gleich  Null 
sein,  also  ist: 

937)  0  =  PR-  2TFsÄ-f  2T/(»  +  z)r. 

Wenn  man  hierin  für  x  und  z  die  oben  gefundenen  Werthe  sub- 
stituirt ,  so  erhält  man  für  den  durch  das  Uebergewicht  P  her- 
vorgebrachten Ausschlagwinkel  a  die  Gleichung: 

938)  a^--~(- __--,. 

Bei  der  in  Fig.  661  dargestellten  Anordnung  wird  die  an  den 
beiden  äusseren  Fäden  hängende  Last  —  bestehend  in  der  Platte 
nebst  dem  auf  der  Platte  stehenden  cylindrischen  Wassergefasse  — 
im  Gleichgewicht  gebalten  durch  die  an  den  beiden  inneren  Fäden 
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bangende  Last  —  bestehend  in  den  relativen  Gewichten  der  beiden 

theilweise  eingetauchten  Cylinder.     Wenn  durch  das  Anhängen  &<■* 

Uebergewichtes  P  bc- 

Flg.  661.  »ig.  663.  .  .  .  B    .    ,       ,  , 

wirkt   wird,    dass  dit 

Platte  am   die  Gros-« 

x  =  ra  sinkt  (Fig. 6621 

so  werden  gleichzeitig 

die     beiden    Cy  linder 

um     dieselbe     Grün» 

steigen,  also  von  dem 

Boden     des    Gefäs-o 

um  die  Grösse  2x  siiL 

entfernen.       In    Fc-lp* 

dessen  sinkt  der  Wasser 

stand   in  dem  Gefs.-- 

um  die  Grösse: 

939)  ,  =  2x.(T|^) 

und  der  Bodendruck  nimmt  ab  um  die  Grösse  7  Ft.  Dabei  wr- 
mindert  sich  die  Eintauchungstiefe  der  beiden  Cylinder  um  di* 
Grosse  2x-\-s,  und  ihr  relatives  Gewicht  erhalt  dadurch  aV 
Zunahme  2f/(2  at-J-  z).  Diese  beiden  Belastungs -  Aendenrog« 
werden  durch  das  Gewicht  P  ausgeglichen,  also  ist: 

940)  0=P—iFz  —  2ff(2x-\-M). 

Wenn  man  hierin  für  z  den  oben  gefundenen  Werth  substitDifl 
so  erhält  man  für  die  durch  das  Uebergewicht  P  hervorgebracht 
Senkung  x  die  Gleichung: 

PiF-tfl 

8T/F     • 

Die  zum  Emporheben  eines  ganz  unterhalb  des  Wasserspiegel? 
befindlichen  auf  der  horizontalen  Bodenfläche  eines  mit  Wafc*r 
gefüllten  Gerässes  ruhenden  Körpers  erforderliche  Kraft  wird  in: 
Allgemeinen  gleich  dem  Überschüsse  des  absoluten  Gewichte 
über  den  Auftrieb  oder  gleich  dem  relativen  Gewichte  des  Körper- 
sein  (Gleichung  930);  da  unter  gewöhnlichen  Umständen  zwischen 
jenem  Körper  und  seiner  Unterstützungsfläche  eine  mit  der  übriger' 
Wassermasse  communicirende  Wasserschicht  sich  berindet,  und  ro 
Folge  dessen  der  Körper  als  an  allen  Seiten  von  Wasser  umgeb-n 
zu  betrachten  ist.   Für  den  in  Fig.  663  dargestellten  Fall  z.  fi.  wunt 


941) 
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die  zum  Heben  des  Körpers  erforderliche  Kraft  Q   zu  bestimmen 
sein  aus  der  Gleichung: 

Q=G-tJ, 
in  welcher  J  den  wirklichen  Rauminhalt  des  Körpers  und  G  das 
absolute  Gewicht  desselben  bezeichnet. 


Fig.  663. 


Fig.  664. 


Fig.  665. 


G-jJ 


G+jJ-h 


Wenn  jedoch  auf  irgend  eine  Art  bewirktjjwird,  dass  zwischen 
der  Grundfläche  des  Körpers  und  seiner  Unterlage  entweder  eine 
vollkommene  Berührung  stattfindet,  oder  statt  jener  Wasserschicht 
ein  leerer  Raum  sich  befindet,  so  wird  an  der  Grundfläche  der 
von  unten  nach  oben  wirkende  hydrostatische  Druck,  welcher  bei 
dem  vorigen  Falle  einen  Theil  des  Gewichtes  G  trug,  nunmehr 
wegfallen,  und  es  würde  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  664  dargestellten 
Falle  zum  Emporheben  des  Körpers  im  ersten  Augenblicke  die 
Kraft  erforderlich  sein: 

942}    K=G-\-fi-k, 

Wenn  der  Ueberschuss  der  Kraft  K  über  das  Gewicht  G 
mehr  betrüge  als  das  Gewicht  der  Wassermasse  und  des  Ge- 
fässes  zusammengenommen,  so  würde  bei  dem  Hinaufziehen  des 
Körpers  das  ganze  Gefass  mit  emporgehoben  werden.  In  diesem 
Falle  würde  es  möglich  sein,  das  Gefass  auf  die  in  Fig.  665  an- 
gedeutete Weise  aufzuhängen,  bei  welcher  der  die  Bodenöffnung 
verschliessende  Deckel  an  einem  Faden  aufgehängt  ist,  und  an 
dem  Deckel  wiederum  das  Gefass  hängt  —  letzteres  getragen 
durch  den  hydrostatischen  Druck  des  in  dem  Gefasse  selbst  ent- 
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Fig.  666. 


haltenen  Wassers.  Wenn  mit  P  das  Gewicht  der  ganzen  Wagser- 
masse und  mit  Q  das  Gewicht  des  Gefässes  selbst  (ohne  den 
Deckel)  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Bedingungsgleichung  für  die 
Grenze  des  Gleichgewichts: 

943)    TF/*  =  P-f  Q. 

Auf  demselben  Principe  beruht  der  stabile  Gleichgewichtszu- 
stand des  in  Fig.  666  dargestellten  Apparates.    Durch  das  Anhängen 

des  Uebergewichts  K  wird  die  Spannung 
des  Fadens,  an  welchem  das  Ganze  hängt 
jedenfalls  um  die  Grösse  K  vermehrt 
Wenn  das  Gefass  um  die  Grösse  x  sich 
senkt,  so  steigt  die  Höhe  des  Wasser- 
spiegels über  dem  Kolben  um  die  Grösse 

a?,  und  der  auf  den  Kolben 

wirkende  hydrostatische  Druck  wächst  um 

die  Grösse  ^Fz  =  ^Fx(~f lY  welche 

ebenfalls  die  Vergrösserung  der  Spannung 
des  Fadens  bildet.  Die  durch  das  Ueber- 
gewicht  K  hervorgebrachte  Senkung  x  ist 
also  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

F 


F 

-fx- 


944)    K=TFx(y  —  l) 


Denkt  man  sich  in  die  verticale  Wand  eines  mit  Wasser  ge- 
füllten Gefässes  einen  um  seine  horizontale  in  der  Wand -Ebene 
%  liegende  Achse  drehbaren  Cylinder  von  der  Länge  l  eingeschaltet 
(Fig.  667),  so  findet  man,  dass  der  gegen  die  eingetauchte  Mantel- 
Hälfte  wirkende  hydrostatische  Druck  D  sich  zusammensetzt  aus 
einem  Horizontaldruck  H,  welcher  der  rechteckförmigen  Vertical- 
projection  dieser  Fläche  gegen  die  Wand- Ebene  entspricht,  uuJ 
einer  verticalen  Seitenkraft  -4,  welche  in  dem  Auftriebe  der  ein- 
getauchten Cylinder -Hälfte  besteht.  Nach  Gleichung  913)  und 
Gleichung  920)  ist: 

H^-  y  .  2  r l .  A  und  z  =  ^- .  -^Är)-;    folglich  Hz  =  J  T  l  r* . 

Es  ist  ferner  nach  Gleichung  926)  A  =  y  — 2  -  J,   und  nach  Glei- 

4r  2 

chung  159)  a?  =        ;  folglich  A  ,x  =  „  ^Zr*.    Da  die  statischen 

Momente   der  beiden  Seitenkräfte  H  und  A   in  Bezug  auf  den 
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Drehpunkt  0  einander  gleich  sind,  so  geht  ihre  Mittelkraft  D 
durch  des  Punkt  O  hindurch,  kann  also  keine  Drehung  des  Cy- 
linders  hervorbringen. 

Das  Hinwegnehmen  des  oberen  oder  unteren  Quadranten  von 
der  eingetauchten  Cylinderhälfte  ändert  Nichts  in  dem  Horizontal- 
es. 667.  Flg.  6«8.  Flg.  MB. 


drucke  und  hat  in  Bezug  auf  den  Verticaldruck  dieselbe  Wirkung, 
wie  wenn  der  dem  weggenommenen  Theile  entsprechende  Auftrieb 
•g  A  =  t  ■—- 1  in  entgegengesetzter  Richtung  (also  vertical  ab- 
wärts wirkend)  hinzugefügt  würde.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in 
jedem  der  beiden  in  Fig.  668  und  Fig.  669  dargestellten  Fälle 
der  Totaldruck  E  betrachtet  werden  kann  als  die  Mittelkraft  aus 
der  Kraft  D  und  der  vertical  abwärts  am  Hebelarme  x  wirkenden 
Kraft  -=-.  Dieser  Druck  R  hat  also  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt 
0  das  statische  Moment: 

945)     1.A.b--|t2i>>, 

und  würde  in  beiden  Fällen  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete 
Drehung  hervorbringen. 

§  159. 
Stabilität  schwimmender  Körper.    MetaceDtrum. 

Ein  schwimmender  Körper  befindet  sich  in  der  Gleichgewichts- 
lage, wenn  der  dem  eingetauchten  Räume  entsprechende  Auftrieb 
A  gleich  dem  Gewichte  O  des  Körpers  ist,  und  wenn  zugleich 
der  Schwerpunkt  J  des  eingetauchten  Raumes,  als  Angriffspunkt 
des  Auftriebes,  mit  dem  Schwerpunkte  S  des  Körpers,  als  dem 
Angriffspunkte  seines  Gewichtes,  in  einer  und  derselben  Verticalen 
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liegt  (Fig.   670).      Die    bei    solcher    Gleichgewichtslage   mit  der 

Verticalen   SJ  zusammenfallende  Achse  ZU  des  Körpers  wird 

„Schwimm-Achse*,    nnd 
Fig.^670.  ^  mit   der  Ebene  des 

Wasserspiegels  W  OX  zu- 
sammenfallende  Ebene  des 
Körpers  wird  „Schwimm- 
Ebenetf  genannt 

Um  die  Stabilität  der 
Gleichgewichtslage  zu  prü- 
fen, hat  man  sich  die 
Schwimm- Achse  des  Kör- 
pers in  eine  um  den  sehr 
kleinen  Elongationswinkel  9  von  ihrer  verticalen  Gleichgewichtslage 
abweichende  Lage  gebracht  zu  denken,  und  das  Moment  SR  des- 
jenigen Kräftepaares  zu  berechnen,  welches  erforderlich  sein 
würde,  um  den  Körper  bei  dieser  geneigten  Lage  im  Gleichgewicht 
zu  halten.  Es  soll  bei  dieser  Untersuchung  hier  vorausgesetzt 
werden,  dass  der  Körper  eine  gewisse  einfache  symmetrische  Form 
hat,  nämlich  die  Form  eines  Prisma,  dessen  Längen-Achse  recht- 
winkelig zu  jener  verticalen  Drehungs-Ebene  (also  horizontal)  ge- 
richtet ist,  und  dessen  Querschnittsfläche  symmetrisch  halbirt 
wird  von  einer  rechtwinkelig  zu  derselben  durch  die  Schwimm- 
Achse  gelegten  Ebene     Wenn  alsdann  die  Länge  dieses  Prisma 

als  Längeneinheit  gewählt 
wird,  so  bildet  die  dem 
eingetauchten  Räume  ent- 
sprechende Inhaltszah! 
zugleich  die  Flächenzahl 
des  unter  dem  Wasser- 
spiegel befindlichen  Thei- 
les  der  Querschnittsfläche 
und  auf  analoge  Wei^e 
können  die  einzelnenThtilr 
dieser  Fläche  den  dunh 
sie  repräsentirten  Theilen 
des  eingetauchten  Raumo 
substituirt  werden. 
Oie  Knute,  durch  welche  der  Körper  in  seiner  neuen  dlt  i<  h- 
gewichulage  vFig.  671)  erhalten  wird,  sind:  erstens  der  neue  Auf- 
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trieb  A{,  zweitens  das  Gewicht  des  Körpers,  drittens  das  Kräfte- 
paar vom  Momente  ÜK.  Da  ein  Kräftepaar  nur  durch  ein  an- 
deres Kräftepaar  im  Gleichgewichte  gehalten  werden  kann,  so 
müssen  die  beiden  Kräfte  Ax  und  G  ein  Kräftepaar  bilden, 
woraus  folgt,  dass  Ax  =  G  ist.  Nach  Fig.  671  ist  der  Hebelarm 
dieses  Kräftepaares  gleich  u .  sin  9,  wofür  wegen  vorausgesetzter 
Kleinheit  des  Winkels  9  auch  u .  9  gesetzt  werden  kann.  Die 
Momente  der  beiden  Kräftepa&re  müssen  einander  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sein,  also  ist: 

946)  2R=6?u<p. 

Der  neue  Auftrieb  A  t  kann  betrachtet  werden  als  die  Mittel- 
kraft aus  drei  Kräften,  nämlich  aus  dem  früheren  Auftriebe  -A, 
aus  dem  Auftriebe  a,  welcher  dem  an  der  einen  Seite  neu  einge- 
tauchten Räume  entspricht,  und  aus  dem  negativen  Auftriebe  at 
welcher  dem  an  der  anderen  Seite  über  den  Wasserspiegel  empor- 
gestiegenen Theile  des  früher  eingetaucht  gewesenen  Raumes  ent- 
spricht (Fig.  672).    Da  A{  =  G  =  A  ist,  so  muss  auch  ax  =  a 

sein.  Es  muss  also  der 
neu  eingetauchte  Raum- 
theil  gleiche  Grösse  ha- 
ben mit  dem  an  der 
anderen  Seite  über  den 
Wasserspiegel  empor- 
gehobenen Raumtheile. 
Hieraus  folgt  bei  der  vor- 
ausgesetzten symmetri- 
schen Form  des  Körpers, 
dass  die  jene  beiden 
Raumtheile  repräsenti- 
renden  Flächentheile 
zwei  gleich  grosse  Dreieckflächen  bilden,  deren  gemeinschaft- 
liche Spitze  mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt,  als  dem  Durch- 
schnittspunkte der  Schwimm  -  Ebene  mit  der  Schwimm -Achse. 
Jede  dieser  Flächen  kann  betrachtet  werden  als  ein  Kreissector 

oder  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  von  der  Grundlinie  -^  b  cp  und 
der  Höhe  -~  6,  also  ist : 

947)  a  =  ^T.|6?.{6=}Tft2?  =  ai- 


Flg. 

672. 

• 

-►VC' 

IT    — - 

MI 

V      / 

ib 

:  /  1 

°* 

*, 

.z:-_-.»  *     "X. 

-   TW  ';.  '""   '  ,    "'       .  " 

"TTür-"- 
1 

4* 

-  ^  -*  ^  r£rl-t.      .  _, 

f?       -              -z-- 

^=rr-=^T-  _,- 

652  Siebenter  Abschnitt.    Cap.  XXVIII.    §  159. 


Der  Schwerpunkt  jedes  der  beiden  Dreiecke  liegt  im  Abstände 

2  1  ,  _  1 

3  *  2"  °  ~  3 


2      1  1  * 

r  b  =      b  von  der  Spitze ,   also  bilden  die  beiden  Kräfte  a 


2 

und  aY   ein  Kräftepaar  vom  Hebelarme  Q  b  und  vom  Momente 

948)  m  =  a.f  6=  iT63<p. 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  Ax  muss  gleich  der 
Summe  der  atatischen  Momente  ihrer  drei  Seitenkräfte  sein,  in 
Bezug  auf  jeden  beliebigen  Punkt  z.  B.  auch  in  Bezug  auf  den 
Punkt  J  oder  —  da  das  Moment  der  Kraft  A  in  Bezug  auf  den 
Punkt  J  gleich  Null  ist  —  gleich  der  Monienten-Summe  der  bei- 
den Kräfte  a  und  at,  d.  h.  gleich  dem  Momente  des  aus  diesen 
beiden  Kräften  bestehenden  Kräftepaares;  also  ist: 

949)  At.x  =  m. 

Wenn  mit  F  der  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Theil 
der  Querschnittsfläche  (oder  auch  der  Inhalt  des  ganzen  einge- 
tauchten Raumes)  bezeichnet  wird,  so  ist  Ax  =  A  =  *F  zu 
setzen;  und  wenn  die  Höhe  des  Punktes  £  über  dem  Punkte  J 
mit  A  bezeichnet  wird ,  so  kann  x  =  JM  ,  sin  <p  —  (u  -|-  h)  f  ge- 
setzt werden.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 

950)  TJF\(tt-f  h)9  =  m. 

Wenn  man  diesen  Werth  für  m  in  Gleichung  948)  substituirt,  so 
nimmt  dieselbe  für  u  aufgelöst  die  Form  an: 

951>  U  =  w-A- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  u  unabhängig  ist  von 
der  Grösse  des  Elongations winkeis  <p  (so  lange  nämlich  dieser 
Winkel  überhaupt  eine  geringe  Grösse  hat).  Es  giebt  also  in 
der  Schwimm  -  Achse  einen  Punkt  M ,  welcher  vor  den  übrigen 
Punkten  derselben  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft  voraus  hat. 
bei  kleinen  Schwankungen  des  schwimmenden  Körpers  beständig 
den  Durchschnittspunkt  der  Schwimm  -  Achse  mit  der  Richtungv 
linie  des  Auftriebes  zu  bilden.  Dieser  Punkt  wird  das  „UM* 
centrum"  des  schwimmenden  Körpers  genannt.  Aus  Gleichung  94ti 
ergiebt  sich,  dass  das  dem  Elongationswinkel  <p  entsprechend* 
Drehungsmoment  ÜR  unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  Grö»r 
u  proportional  ist.  Die  Stabilität  des  schwimmenden  Körpers  H 
also  um  so  grösser,  je  höher  das  Metacentrum  über  dem  Schwer- 
punkte   liegt,  und  das  Gleichgewicht  überhaupt  ein  stabiles,   ><> 
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lange  u  grösser  ist  als  Null.  Nach  Gleichung  951)  ist  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt,  wenn  h  negativ  ist ;  d.  h.  das  Gleichgewicht 
des  schwimmenden  Körpers  ist  unter  allen  Umständen  stabil,  so- 
bald der  Schwerpunkt  des  Körpers  tiefer  liegt  als  der  Schwer- 
punkt des  eingetauchten  Raumes.  Der  Gleichgewichtszustand  ist 
dagegen  labil,  wenn  u  negativ  ist,  und  indifferent,  wenn  u  gleich 
Null  ist,  oder: 

952)    W  =  Ä'         ' 

d.  h.  wenn  das  Metacentrum  mit  dem  Schwerpunkte  des  Körpers 
zusammenfällt. 

Für  ein  homogenes  Parallelepipedon  vom  specifischen  Gewichte  «,  von 
der  Länge  Eins,  der  Höhe  a  und  der  Breite  b  (Fig.  673),  findet  man  zunächst 

die  Eintauchungstiefe  z  (indem  man 
das  Gewicht  G  =  s^a b  und  den  Auf- 
trieb A-=*[zb  einander  gleich  setzt) 
aus  der  Gleichung: 

953)  8fab  =  fsb  oder  z  =  as. 
Die  Querschnittsfläche  des  einge- 
tauchten Raumes  hat  den  Inhalt: 

954)    F=zb=*sab 
und  die  Höhe  deB  Schwerpunktes  des 
ganzen  Körpers  über  dem  Schwer- 
punkte   des    eingetauchten   Theiles 
hat  die  Grösse: 


Fig.  673. 
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— ___^i^_.    m)  Ä=  «:_  *  =  «(1_8) 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  aus  Gleichung  951)  für  die  Höhe 
des  Metacentrum  über  dem  Schwerpunkte  den  Werth: 

"  =  TS-«*   "   2"  f1  "  * 

oder  wenn  das  Verhältniss  —  =  n  gesetzt  wird,  den  Werth : 

a 


956)    u  = 


12* 


[n*-6s(l  —  «)]. 


Bei  einem  Parallelepipedon,  dessen  specifisches  Gewicht  gleich  -r  ist,  und 

dessen  Breite  das  Sechsfache  der  Höhe  a  beträgt,  liegt  also  das  Metacentrum 
in  der  Höhe  u  =  5,75  a  über  dem  Schwerpunkte. 

Wenn  man  u  =  0  setzt  in  der  obigen  Gleichung,  so  erhält  man  für  den- 
jenigen Werth  des  Quotienten  n,  welcher  der  Grenze  der  Stabilität  oder  dem 
indifferenten  Gleichgewichtszustande  entspricht,  die  Gleichung:  . 

957)    n'  —  6«(1  —  «)  =  0    oder    n=  ]/«*(!  — *)! 
ans  welcher  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  der  Grössen 
s  und  n  sich  ergeben: 
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s=    0,1     '0,2        03      0,4      0,6      0,6      0,7       03       03 

n  =  0,735    0,98    1,1895    1,2    1,225    1,2    1,1226    0,98    0,735. 

Die  Stabilität  des  Gleichgewichts  erfordert  also  einen  am  so  grösseren  Wen» 

des  Verhältnisses  der  Breite  zur  Hohe,  je  mehr  das  specifische  Gewicht  dpa 

Werthe  03  Bich  nähert. 

Wenn  bei   einem    im    stabilen   Gleichgewicht   schwimmenden 
prismatischen  Körper  ein  Theil  vom  Gewichte  P  an  irgend  einer 
Stelle  m   (ausserhalb  des 
"s-  674.  v  Wassers)  hinweggenomMi 

■•**  und  an  irgend  einer  an- 

..I  deren  (in  derselben  Quer- 

schnitts-Fbene  liegenden 
Stellen  wieder  hiazugefüct 
wird  (Fig.  674),  so  hat 
diese  Aendernng  der  Ge- 
wi chtsvertheilung  genau 
dieselbe  Wirkung  wie  das 
Hinzufügen  eines  Kräfte- 
paares vom  Momente 
3»  =  P.  I,  dessen  Hebel- 
arm l  die  Horizontal  pro- 
tection des  Abstandes  mit 
bildet.  Für  den  von  diesem  Kräftepaare  hervorgebrachten  Aus- 
schlagwinkel y  ergiebt  sich  aus  Gleichung  946)  der  Wertb: 


Wenn  z.  B.  der  schwimmende  Körper  ein  Parallel epipodon  ist  (von  drr 
H5he  a,  von  der  Breite  &  =  6a  und  vom  specifischen  Gewichte  s=-fli> 
dessen  Metacentrum  —  wie  oben  gefunden  —  in  der  Höhe  u  =  5,75  a  Ob" 
dem  Schwerpunkte  liegt,  so  bringt  eine  Verschiebung  des  Gewichtstheüj 
P  =  0,01  G  in  der  Breitenrichtung  um  die  Grösse  I-  2o  einen  Anssrhl*£- 
Winkel  hervor  von  der  Grösse: 

f  =  0,01  .  -g£-  =  0,00348  =  0.2  Grad. 

Anstatt  die  obige  Gleichung  zur  Berechnung  des  Ausschlag- 
winkels tp  zu  benutzen,  kann  man  dieselbe  auch  umgekehrt  in 
der  Form: 

959>  —o-y 

dazu  benutzen,  um  bei  einem  Körper  von  beliebiger  Querschniu- 
form  (z.  B.  bei  einem  Schiffe)   die  Lage  des  Metacentrum  zu  In- 
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rechnen,  sobald  der  bei  einer  gegebenen  Veränderung  in  der 
Gewichtsvertheilung  entstehende  Neigungswinkel  <p  durch  directe 
Beobachtung  bestimmt  wurde. 

Wenn  man  z.  B.  beobachtet  hätte,  dass  der  Mast  eines  Schiffes  vom 
Totalgewichte  G  um  den  Winkel  <p  =  0,00348  (=  0,2  Grad)  gegen  die  ver- 
ticale  Gleichgewichtslage  sich  neigt,  sobald  ein  Tb  eil  der  Schiffsladung  vom 
Gewichte  P  =  0,01  G  in  der  Breitenrichtung  des  Schiffes  um  die  Strecke 
2  =  4»  verschoben  wird,  so  würde  aus  Gleichung  959)  sich  ergeben,  dass  das 
Metacentrum  des  Schiffes  in  der  Höhe: 

U-=  °'01  •  Ö.0Ö348  "  U"'b 

Aber  dem  Schwerpunkte  lag;  und  nachdem  auf  solche  Weise  die  Lage  des 
Metacentrum  gefunden,  würde  man  den  durch  irgend  ein  anderes  Kräftepaar 
vom  Momente  Px .  /,  hervorgebrachten  Neigungswinkel  5p,  alsdann  berechnen 
können  aus  der  Gleichung: 

<Pi  =  -7; — -    oder    -TJ-  =  -^7  > 
T  G  .  u  <p  PI 

also  z.B.  finden,  dass  in  dem 'hier  angenommenen  Falle  eine  Verschiebung 
des  Gewichtes  Px  =  10  P  um  die  gleiche  Strecke  l  =  4m  eine  Neigung  des 
Schiffes  um  2  Grad  hervorbringen  würde. 


Capitel  IUI 
Gleichgewicht  gasförmiger  Flüssigkeiten. 

§  160. 
Mariotte'sches  Gesetz. 

Der  Druck,  welcher  von  einer  gasformigen  Flüssigkeit  auf 
die  einschliessenden  Gefass^ände  tibertragen  wird,  ist  unter  sonst 
gleichen  Umständen  proportional  ihrer  Dichtigkeit,  oder  umge- 
kehrt proportional  der  Grösse  des  Raumes,  welchen  die  Flüssig- 
keit einnimmt. 

Denkt  man  sich  in  einem  cylindris^hen  Gefässe  zwischen 
dem  festen  Boden  desselben  und  einem  beweglichen  luftdicht 
schliessenden  Kolben  eine  Gasmasse  eingeschlossen,  so  findet  man, 
dass  bei  einer  Verschiebung  des  Kolbens  der  Rauminhalt  dieser 
Gasmasse  proportional  dem  Abstände  des  Kolbens  von  dem  Boden 
des  Cylinders  sich  ändert,  und  dass  die  Dichtigkeit  der  Gasmasse 
umgekehrt  proportional  diesem  Abstände  sich  ändert.   Denn  wenn 
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z.  B.  der  Abstand  des  Kolbens  auf  den  n-ten  Theil  vermindert, 
und  dadurch  die  Gasmasse  auf  den  n-ten  Theil  des  vorher  von 
derselben  eingenommenen  Raumes  zusammengedrängt  wird,  s»  ist 
nunmehr  in  jeder  Gubikeinheit  des  Inhalts  n-mal  ho  viel  Mass* 
enthalten  als  bei  der  anfänglichen  Kolben-Stellung,  folglich  die 
Dichtigkeit  n-mal  so  gross  geworden  als  vorher.  Nach  dem 
Mariotte 'sehen  Gesetze  würde  in  diesem  Falle  auch  der  auf  jede 
Flacheneinheit  der  Kolbenftache  (oder  der  inneren  Wanduacbe  de* 
Cylinders)  übertragene  Druck  n-mal  so  gross  geworden  sein  als 
vorher  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  gleichzeitig  sonstige  (z.  It.  Tem- 
peratur-) Aenderungen  erfulj- 
ten.  Wenn  mit  p,  der  an- 
fangliche,  mit  p  der  nscfc- 
herige  Druck  pro  Flächen- 
einheit bezeichnet  wird,  udJ 
mit  x,  der  anfängliche,  mit 
x  der  nachherige  Abstand  des 
Kolbens  vom  Cylinderboden 
bezeichnet  wird  (Fig.  675).  *' 
lässt  sich  das  Mariotte  sehr 
Gesetz  ausdrücken  durch  di<- 
■Gleichung: 


Fig.  675. 


960)     -t  = 


oder 


-*i*r 


und  auf  die   in  Fig.  676   angedeutete  Weise  graphisch  darstellen 

durch  eine  Curve,  welche  den  geometrischen  Ort  bildet  für  die 
dem    Punkte    A     gegenüber- 

j       x     a       tti-w  B liegenden      Eckpunkte     alier 

Rechtecke  von  gleichem  Flä- 
cheninhalte mit  dem  gegebe- 
nen Rechteck  AB  CD.  /« 
gleich  stellt  die  Fläche  MH>  f 
die  mechanische  Arbeit  flV 
welche  der  auf  jede  Flächt*- 
einheit  der  Kolbenftache  wir- 
kende veränderliche  Druck  ;■ 
bei  dem  Uebergange  des  K-'l 

bens  aus  der  Stellung  M  in  die  Stellung  B  verrichten  würde.  »' ;  l! 

bei    dieser  Ausdehnung  der  Gasmasse   die  Temperatur  derwlli-u 
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constant  bliebe.  Denkt  man  sich  jene  Fläche  zerlegt  in  unendlich 
schmale  Streifen  von  der  Breite  A  (Fig.  677),  so  findet  man,  dass 
der  ganze  Inhalt  derselben  durch  den  Ausdruck  2  (pA)  und  die 
von  dem  Drucke  gegen  die  ganze  Kolbenfläche  F  verrichtete 
mechanische  Arbeit  durch  die  Gleichung: 

961)  »  =  F2(pA) 

sich  darstellen  lässt,  welche  nach  Substitution  des  für  p  aus 
Gleichung  960)  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt: 

962)  %  =  F*(**-.i)  =  pl*tF2(±) 

oder  wenn  das  Produkt  xx  .  F  als  derjenige  Rauminhalt,  welcher 
dem  Drucke  p,  entspricht,  mit  Jx  bezeichnet  wird,  die  Form: 

963)  a  =  PtJ,2(4-).*) 

Hierin  bedeutet  der  Ausdruck  2(-—  j  die  Summe    der  einzelnen 

Quotienten,  welche  mpn  erhält,  indem  man  jeden  der  einzelnen 
Abschnitte  A,  in  welche  die  ganze  Strecke  x{  —  x  zerlegt  wurde, 
durch  den  Abstand  desselben  von  dem  Punkte  A  dividrrt.  Auf 
analoge  Weise  wie  in  §  76  die  Gleichung  363)  gefunden  wurde, 
erhält  man  als  Resultat  dieser  Summation  die  Gleichung: 

964)  *  =  f»1J,lg(5-), 

welcher  wegen  Gleichheit  der  Quotienten  -^  =  -~-  =  ~  =  — 
auch. die  Formen  gegeben  werden  können: 

965)  8t  =  Pl  Jt  lg  (i)  «  Pi  Jt  lg  (£) 

=  pJlgA  =  PJlg(^-> 

Derselbe  Ausdruck  negativ  genommen  bildet  die  negative  mecha- 
nische Arbeit,  welche  der  Druck  der  Gasmasse  gegen  die  Kolben- 
fläche bei  der  rückgängigen  Bewegung  des  Kolbens  von  B  nach 
M  verrichten  würde. 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 

*  =  P\  *\  I     ~  =  P\  J\  Og  *i  —  lg  *)  =  P\  J\  lg  (-^f-)- 

Ritter,  Mechanik.  42 
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Setzt  man  z.  B.  px  =  10386  KU.  pro  Dm  (entsprechend  dem  Drucke  der 
gewöhnlichen  atmosphärischen  Luft  bei  mittlerem  Barometerstande)  Jx  =  1* ' 
una  J  =  O^ö,  so  erhält  man  nach  Gleichung  960)  p  =  2 .  10336  =  20672  KU. 
und  nach  Gleichung  965)  %  =  1033^  lg  2  =  7164mk.  Es  würde  also,  um 
einen  Cubikmeter  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  bis  auf  die  Hälfte  de* 
Rauminhaltes  (oder  das  Doppelte  des  Druckes)  zu  comprimiren,  einer  mecha- 
nischen Arbeit  von  7164  Meterkilogrammen  bedürfen,  und  ebensogross  würde 
die  mechanische  Arbeit  sein,  welche  die  Luftmasse  bei  ihrer  Wiederausdfh- 
nung  bis  auf  den  ursprünglichen  Rauminhalt  anf  den  Kolben  übertragen  wurde 
—  vorausgesetzt,  dass  in  beiden  Fällen  die  Temperatur  der  Luftmasse  unver- 
ändert erhalten  wurde. 

Ein  solches  Unverändertbleiben  der  Temperatur  wird  jedoch  —  wie  di" 
Physik  lehrt  —  in  Wirklichkeit  nur  dann  stattfinden,  wenn  der  eingeschlossei.*? 
Luftmasse  eine  gewisse  Wärmemenge  in  dem  ersten  Falle  entzogen  und  ii 
dem  zweiten  Falle  zugeführt  wird.  Unter  gewöhnlichen  Umständen,  wo  eire 
solche  Wärme  -  Ableitung  oder  Wärme  -  Zuführung  entweder  gar  nicht  o<1»t 
nur  unvollkommen  stattfindet,  würde  die  oben  gefundene  Gleichung  in  Bezin 
auf  den  ersteren  Fall  einen  zu  kleinen  und  in  Bezug  auf  den  letzteren  KJ1 
einen  zu  grossen  Werth  liefern  (Tergl.  §  166). 


§  161. 

Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  der  atmosphä- 
rischen Luft 

Denkt  man  sich  durch  eine  feste  Cylinderfläche  aus  üVr 
Atmosphäre  eine  verticale  Luftsäule  vom  Querschnitt  Eins  heraus- 
geschnitten, welche  von  der  horizontalen  Erd-  (oder  Meeres-)  OIrt- 
tiäche  bis  zu  den  Grenzen  der  Atmosphäre  hinaufreicht,  so  fimlrf 
man   zunächst,   dass   die  Unterlage,   auf  welcher   diese  Luft^iuK 

ruht,  einen  Gegendruck  zu  leisten  hat,  welche 
gleich  dem  Gewichte  der  ganzen  Luftsäule  i*t. 
da  diese  beiden  Kräfte  die  einzigen  Vertioal- 
kräfte  sind,  welche  auf  die  Luftsäule  wirken 
(Fig.  678).  Bei  mittlerem  Barometerstand«* 
hat  dieser  Druck  —  wie  die  Physik  lehrt  -- 
die  Grösse: 

966)    p0  =  10336  KU.  pro  Quadratmeter. 

Betrachtet  man  eine  in  der  Höhe  z  über  <l*r 

Meeresoberfläche    liegende    Horizontal- KIm-ik 

als  Unterlage   des  oberhalb  derselben  betimi- 

1  liehen  Theiles  der  Luftsäule,    so  findet  man 

auf  gleiche  Weise,  dass  der  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck  /' 

gleich  dem  Gewichte  des  oberhalb  dieser  Stelle  befindlichen  Theil»** 
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der  Luftsäule  sein  muss  —  also  kleiner  als  der  Druck  p0,  und 
zwar  um  eben  so  viel  als  das  Gewicht  des  unterhalb  jener  Fläche 
liegenden  Theiles  der  Luftsäule  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  mit  zu- 
nehmender Höhe  abnimmt,  hat  man  sich  durch  zwei  resp.  in  den 
Höhen  z  und  z  -\-  A  über  der  Meeresfläche  liegende  Horizontal- 
Ebenen  eine  Schicht  von  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  aus  jener 
Luftsäule  herausgeschnitten  zu  denken  und  den  Ueberschuss  des 
an  der  unteren  Grenzfläche  wirkenden  Druckes  p  über  den  an 
der  oberen  Grenzfläche  wirkenden  Druck  p  —  t  gleich  dem  Ge- 
wichte der  Luftschicht  zu  setzen.  Der  Rauminhalt  dieser  Luft- 
schicht hat  die  Grösse  1  .  A,  und  wenn  mit  f.  das  Gewicht  eines 
Cubikmeters  Luft  an  dieser  Stelle  genommen  bezeichnet  wird,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

967)  £  =  TA    oder    A  =  -  . 

Das  dem  Drucke  p0  (=  10336  Kil.  pro  Dm  bei  mittlerem  Baro- 
meterstande) entsprechende  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft  an 
der  Meeresoberfläche  genommen  hat  bei  einer  Temperatur  von  0° 
die  Grösse: 

968)  ?0  =  1,293  Kilogramm, 

und  das  Gewicht  y  eines  Cubikmeters  Luft  in  der  Höhe  z  über 
der  Meeresoberfläche  ist  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

969)  -!-  =  -£-     oder    T  =  lS- .  «. 

'       7o  Po  *         Po     r 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  967)  die 
Form  an: 


970)    A  =  ^ 


e 


7o    P 

Denkt  man  sich  in  Bezug  auf  jede  einzelne  von  den  unendlich 
dünnen  Schichten,  aus  denen  die  der  Höhendifferenz  zx  — z  ent- 
sprechende Luftsäule  zusammengesetzt  ist,  die  auf  analoge  Weise 
zu  bildende  Gleichung  aufgestellt  und  sämmtliche  Gleichungen 
alsdann  zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


971)    X(A)  =  *2(f)*> 


*)  Nach  der  Bezeichnungaweise  der  Integralrechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 

Cdz  =  ^  f-?'  oder  *.-*=?<**-■«*>  =*-lg(f )• 
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In  dieser  Gleichung  ist  2  (A)  =  zx  —  z  zu  setzen  und  für  den 
Ausdruck  2  (  e  )  findet  man  auf  analoge  Weise  wie  im  vorigen 
Paragraphen  für  die  in  Gleichung  963)  enthaltene  Quotienteu- 
Summe  den  Werth  lg(— \     Also  ist: 

972)    *,-*  =  *;   lg  (£)==  7992  Ig(>-> 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Höhendifferenz  zweier  Punkte 
berechnen,  sobald  der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  an  jeder  von  diesen 
beiden  Stellen  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  ist.  Hätte  man  z.  B.  ge- 
funden, dass  an  der  unteren  Station  der  Luftdruck  2,71828  mal  so  gross  ist 
als  an  der  oberen,  so  würde  hieraus  sich  ergeben,  dass  die  letztere  um 
7992  Meter  höher  liegt  als  die  erstere. 

Da  indessen  die  obige  Gleichung  auf  trockene  —  d.  h.  keinen  Wa$>*r- 
dampf  enthaltende  —  atmosphärische  Luft  sich  bezieht  und  eine  Überall 
gleichmässige  Temperatur  von  0°  voraussetzt,  da  ferner  die  Abhängigkeit  der 
Schwerkraft  von  der  geographischen  Breite  und  von  der  Höhe  über  der 
Meeresfläche  in  derselben  keine  Berücksichtigung  findet,  so  dQrfen  die  auf 
solche  Weise  berechneten  Höhendifferenzen  nur  als  Annäherungswerthe  be- 
trachtet werden,  und  bei  Anwendung  derselben  auf  Höhen-Messungen,  welche 
eine  grössere  Genauigkeit  erfordern,  würde  die  obige  Gleichung  der  genannten 
Umstände  wegen  noch  mehrfacher  Correctionen  bedürfen. 

§  162. 
Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft. 

Abgesehen  von  dem  Unterschiede,  welchen  die  erforderliche 
Berücksichtigung  der  mit  zunehmender  Höhe  über  dem  Meeres- 
spiegel abnehmenden  Dichtigkeit  der  Luft  bedingt,  kann  die  (ie- 
sammtwirkung  der  atmosphärischen  Luft  auf  einen  an  allen 
Seiten  von  derselben  umgebenen  festen  Körper  nach  denselben 
Regeln  bestimmt  werden,  welche  in  §  156  für  die  in  tropfbare 
Flüssigkeiten  eingetauchten  Körper  gefunden  wurden.  Die>e 
Wirkung  besteht  unter  allen  Umständen  in  einem  vertical  auf- 
wärts wirkenden  Auftriebe  von  gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte 
derjenigen  Luftmasse,  welche  ohne  das  Vorhandensein  des  Körpers 
den  Raum  desselben  erfüllen  würde.  Wenn  die  Höhen-Differeiix 
zwischen  dem  höchsten  und  dem  tiefsten  Punkte  des  Körpers  - 
und  in  Folge  dessen  auch  der  Unterschied  in  der  Dichtigkeit  der 
Luft  zwischen  diesen  beiden  Stellen  —  eine  vergleichsweise  ge- 
ringe Grösse  hat,  so  kann  man  das  Gewicht  der  verdrängten 
Luftmasse  auf  gleiche  Weise  wie  das  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
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Fig.  679. 


berechnen,  indem  man  den  Rauminhalt  derselben  J  multiplicirt 
mit  der  Grösse  y  als  dem  Gewichte  der  Cubikeinheit  atmosphäri- 
scher Luft,  entsprechend  der  mittleren  Dichtigkeit  derselben  in 
der  Gegend  des  eingetauchten  Körpers. 

Der  Druck,  welchen  ein  von  atmosphärischer  Luft  umgebener 
Körper  auf  seine  Unterlage  oder  auf  seinen  Aufhängepunkt  über- 
trägt x  ist  nicht  als  das  wirkliche  Gewicht  desselben  anzusehen, 
sondern  als  der  Ueberschuss  des  wirklichen  Gewichtes  über  den 
atmosphärischen  Auftrieb.  Aus  dem  Gleichgewichtszustande  eines 
mit  zwei  Gewichten  belasteten  gleicharmigen  Wagebalkens  darf 
—  wenn  die  Wägung  im  lufterfüUten  Baume  stattfindet  —  nicht 

die  Gleichheit  der  wahren  Ge- 
wichte, sondern  nur  die  Gleich- 
heit der  scheinbaren  Gewichte  der 
beiden  Körper  gefolgert  werden. 
Für  das'  wahre  Gewicht  G  des 
gewogenen  Körpers  erhält  man 
nach  Fig.  679  die  Gleichung : 

973)    G  —  TJ=P-Tt    oder 

G  =  P+T(J-i). 

Um  das  wirkliche  Gewicht  eines 
Körpers  zu  finden,  hat  man  also 
zu  dem  wirklichen  Gewichte  des 
zur  Wägung  benutzten  Gewicht- 
stückes noch  das  Gewicht  einer 
Luftmasse  zu  addiren,  deren  Raum- 
inhalt gleich  dem  Ueberschusse 
des  Rauminhalts  jenes  Körpers 
über  den  Rauminhalt  des  Ge- 
wichtstückes ist. 


Fig.  680. 


K 

i 


Wenn  z.  B.  dieser  Ueberschuss  1  Cubikmeter  betrüge,  und  die  Wägung 
in  der  Höhe  der  Meeresfläche  stattfand,  so  würde  man  (nach  Gleichung  968) 
zu  dem  gefundenen  Gewichte  P  des  Gewichtstückes  noch  1,293  Kü.  hinzu- 
zurechnen haben,  um  das  gesuchte  wahre  Gewicht  des  Körpers  zu  erhalten. 

Wenn  das  wirkliche  Gewicht  eines  im  lufterfüUten  Räume 
mittelst  eines  Fadens  an  einem  festen  Punkte  aufgehängten  Kör- 
pers kleiner  ist  als  der  Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft,  so  ist 
die  Kraft,  welche  durch  den  Faden  auf  den  Auf hängepunkt  über- 
tragen wird.,  vertical  aufwärts  gerichtet  und  ihrer  Grösse  nach 
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gleich  dem  Ueberschusse  des  Auftriebes  A   über  das  Gewicht  G. 
Für  die  Spannung  des  Fadens  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

•    974)    K  =  A  —  G. 

Ebenso  gross  ist  die  beschleunigende  Kraft,  welche  beim  Durch- 
schneiden des  Fadens  den  Körper  nach  oben  treiben  würde. 

Nach  der  obigen  Gleichung  würde  daher  die  Steigkraft  eines 
Luftballons  zu  berechnen  sein :  bestehend  aus  einem  kugelförmigen 
Schlauche,  gefüllt  mit  einem  Gase,  dessen  Dichtigkeit  geringer 
ist  als  die  der  umgebenden  atmosphärischen  Luft  (Fig.  680' 
Wenn  mit  Q  das  Gewicht  des  Schlauches  nebst  der  sonstigen  an 
demselben  hängenden  Last  bezeichnet  wird,  und  mit  ^x  das  Ge- 
wicht eines  Cubikmeters  des  zur  Füllung  desselben    verwendeten 

Gases,  so  ist  G  =  Q  +  -^-  r*^.  zu  setzen.    Da  der  Rauminhalt 

der  verdrängten  atmosphärischen  Luft  nur  wenig  grösser  sein 
wird    als    der    Inhalt    des    Schlauches,    so    kann    der    Auftrieb 

w4  =  -ö-r3it7  gesetzt  werden;  man  erhält  also  für  die  Steigkraft 

des  Ballons  die  Gleichung: 

975)  iT=-|-r3«(T-Tl)^Q. 

Setzt  man  hierin  7  =  1,3  Kil.,  y,  =  0,3  KU.  und  r  =  10",  so  erhalt  du 

für  K  den  Werth: 

K  =  4188,8  Kil.  -  Q. 

Ein  Aufsteigen  des  Ballons  wird  also  in  diesem  Falle  stattfinden,  wenn  das 
Gewicht  der  Ballon -Hülle  und  das  Gewicht  der  sonstigen  an  demselben  hin- 
genden Last  zusammengenommen  weniger  betragen  als  4188,8  Kil. 

Wenn  unten  an  dem  Ballon  eine  Oefihung  sich  befindet,  so  wird  währrc! 
des  Anf8teigens  das  eingeschlossene  Gas  anfangen,  durch  diese  Oeffnung  aus- 
zuströmen, da  der  äussere  Druck  allmälig  kleiner  wird,  und  in  Folge  de&*c 
das  Gas  sich  ausdehnt.  Die  Grössen  7  und  yt  nehmen  während  des  Steün-n- 
in  gleichem  Verhältniss  ab ,  und  die  Differenz  7  —  7 ,  vermindert  sich  mch 
demselben  Gesetze.  Eine  Steigkraft  wird  also  nur  so  lange  vorhanden  stin. 
bis  der  allmälig  abnehmende  Ueberschnss  des  atmosphärischen  Auftriebes  dt*r 
das  Gewicht  des  eingeschlossenen  Gases  gleich  dem  Gewichte  Q  geworden  ist. 
Wäre  anfangs  dieser  Ueberschuss  gleich  n  .  Q  gewesen  (entsprechend  drs 

JlQQ   Q 

Werthe  Q  = —  bei  dem  oben  gewählten  Zahlenbeispiele),  so  würde  d* 

Steigkraft  Null  werden  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Ballon  die  Höhe  erreich: 

hat,  in  welcher  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  gleich  --ist,  d.  h. 
nach  Gleichung  972)  die  Höhe : 

976)  h  =  7992  lg  », 

also  z.  B.  für  n  =  2  (entsprechend  dem  Werthe  Q  =  2094,4  Kil.)  die  Steir- 
höhe  h  =  5540  Meter.    Nach  derselben  Gleichung  würde  die  Steighöhe  d« 
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Luftballons  auch  dann  zu  berechnen  sein,  wenn  im  Anfange  nur  der  »te  Theil 
desselben  mit  Gas  gefüllt,  und  bei  dieser  Füllung  noch  ein  geringer  Ueber- 
schuss  an  Steigkraft  vorhanden  war,  in  welchem  Falle  während  des  Steigens 
dieser  Ueberschuss  so  lange  unverändert  bleiben  wird,  bis  das  auf  den 
n-fachen  Rauminhalt  sich  ausdehnende  Gas  allmälig  den  ganzen  Fassungsraum 
des  Ballons  ausfüllt  und  anfängt,  durch  die  Oeffnung  auszuströmen. 

§  163. 

Wirkungen  des  Luftdruckes  bei  theilweise  von  atmo- 
sphärischer Luft  umgebenen  Korpern. 

Da  bei  einem  festen  Körper,  welcher  an  allen  Seiten  von 
Luft  umgeben  ist,  der  atmosphärische  Druck  nur  in  Form  des 
Auftriebes  wirkt,  und  da  das  Gewicht  des  Körpers  in  der  Regel 
beträchtlich  grösser  ist  als  das  Gewicht  der  von  dem  Körper  ver- 
drängten Luftmasse,  so  bildet  der  Druck  der  atmosphärischen 
Luft  eine  Kraft,  deren  Wirkung  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen 
der  Wahrnehmung  häufig  sich  entzieht,  und  in  vielen  Fällen  kann 
ohne  grossen  Fehler  angenommen  werden,  dass  die  Wirkungen 
des  Luftdruckes  bei  einem  an  allen  Seiten  von  Luft  umgebenen 
Körper  einander  gegenseitig  aufheben.  Sobald  indessen  an  einer 
Seite  des  Körpers  der  Zutritt  der  atmosphärischen  Luft  auf  irgend 
eine  Art  verhindert  wird,  bildet  der  an  der  entgegengesetzten 
Seite  wirkende  Luftdruok  eine  Kraft,  welche  nun  nicht  mehr  auf- 
gehoben wird  und  bei  einer  Bewegung  des  Körpers  nach  dieser 
Seite  hin  als  Widerstand  sich  bemerkbar  macht.  * 

Auch  dann,  wenn  der  feste  Körper  längs  eines  Theiles  seiner 
Oberfläche  mit  anderen  festen  Körpern  in  Berührung  zu  sein 
scheint,  ist  derselbe  in  der  Regel  als  an  allen  Seiten  von  atmo- 
sphärischer Luft  umgeben  zu  betrachten.  Wenn  eine  feste  Platte 
gegen  eine  Wand  gedrückt  wird,  so  befindet  sich  in  der  Regel 
zwischen  den  beiden  Körpern  noch  eine  dünne  Luftschicht,  welche 
mit  der  äusseren  Atmosphäre  communicirt;  und  auf  gleiche  Weise 
wie  in  §  158  bei  dem  in  Fig.  663  dargestellten  Falle,  in  Bezug 
auf  tropfbare  Flüssigkeiten  gezeigt  wurde,  erklärt  es  sich,  dass 
unter  gewöhnlichen  Umständen  bei  dem  Losreissen  der  Platte 
von  der  Wand  der  atmosphärische  Druck  sich  nicht  bemerkbar 
macht.  Wenn  jedoch  auf  irgend  eine  Art  verhindert  wird,  dass 
die  atmosphärische  Lnft  zwischen  Platte  und  Wand  sich  ein- 
drängt —  wie  z.  B.  bei  einer  elastischen  biegsamen  Platte  durch 
den  Druck  der' Luft  selbst  gegen  die  Ränder  derselben  (Fig.  681)  — 
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Fig.  681. 


so  wirkt  dem  Losreissen  der  Platte  der  ihrem  ganzen  Flächen- 
inhalt F  entsprechende  atmosphärische  Druck  p0F  als  Wider- 
stand   entgegen,    und    ist   zur   Ueberwindung 
desselben  die  Kraft  K  =  p0  .  F  erforderlich. 

In  einem  an  beiden  Seiten  offenen  Cylinder 
setzt  die  atmosphärische  Luft  der  Bewegung 
des  Kolbens  keinen  Widerstand  entgegen,  da 
der  Druck  gegen  jede  der  beiden  Endflächen 
dieselbe  Grösse  hat.  Wenn  aber  der  Cylinder 
an  dem  einen  Ende  durch  einen  luftdicht 
schliessenden  Deckel  oder  durch  einen  anderen 
Kolben  verschlossen  wird,  und  aus  dem  Zwi- 
schenräume die  atmosphärische  Luft  vorher 
hinausgetrieben  wurde,  so  wirkt  der  volle  atmosphärische  Druck 
der  Bewegung  des  Kolbens  nach  aussen  hin  (oder  dem  Losreissen 

des  verschliessenden  Deckels)  als 
Fig.  682.  Widerstand  entgegen,   und  wenn 

z.  B.  die  Kolbenfläche  1  um  Flä- 
cheninhalt hatte,  so  würde  zur 
Ueberwindung  desselben  eine  Kraft 
von  10336  KU.  erforderlich  sein 
(Fig.  682). 

Bei  dem  in  Fig.  683  darge- 
stellten Apparate  ist  eine  Verschiebung  des  Systems  der  beiden 
durch  eine  Stange   in  unveränderlichem  Abstände  von   einander 

gehaltenen  Kolben  nach  der 
rechten  Seite  hin  mit  einer  Ver- 
kleinerung, und  nach  der  linken 
Seite  hin  mit  einer  Vergrttse- 
rung  des  Rauminhalts  der  zwi- 
schen den  beiden  Kolben  be- 
findlichen Luftmasse  verbunden. 
Es  soll  angenommen  werden, 
dass  das  Kolbensystem  anfangs 
in  die  äusserste  Stellung  nach  rechte  geschoben  wurde  —  in  diejenige 
Stelle  also,  bei  welcher  der  Inhalt  der  eingeschlossenen  Luftma^e 
gleich  dem  Inhalte  Fl  des  kleinen  Cylinders  war  —  und  das* 
bei  dieser  Stellung  die  eingeschlossene  Luft  mit  der  äusseren 
atmosphärischen  Luft  communicirend  den  Druck  p0  pro  Flächen- 
einheit annahm  (Gleichung  966).   Den  kleineren  Druck  p,  welchen 


Fig.  683. 
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dieselbe  bei  einer  Verschiebung  des  Kolbensystems  um  die  Strecke 
x  nach  links  annimmt, .findet  man  nach  dem  Mariotte'schen  Ge- 
setze aus  der  Gleichung: 

977^     _£_ ?1 0der    v  = *-°—  -  - 

und  die  Kraft  K,  welche  erforderlich  ist,  um  das  Kolbensystem 
bei  dieser  Stellung  im  Gleichgewicht  zu  halten,  aus  der  Gleichung: 

978)  K=(Po-P)(n-l)f\ 

welche  nach  Substitution  des  für  p  gefundenen  Werthes  die  Form 
annimmt : 

Q7Q\      k Po  F  (n  —  l)2  x 

979)  *_-^— f)-    . 

Setzt  man  z.  B.  x  =  -x-L  so  erhält  man  die  Gleichung:  — ^,e=s~ — .—?-» 

2  °   p0F       n-\-l 

K 
aas  welcher  für  die  beiden  Grössen  —  -=■  und  n  z.  B.  die  nachfolgenden  zu- 

s&mmengehörigen  Werthe  sich  ergeben: 

n  =  2,  1,01,  1,      i       0, 

-^  =  i-,      0,00004975,      0,      -       1. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  stabH,  da  bei  einer  Verschiebung  des 
Kolbensystems  nach  der  einen*  oder  anderen  Seite  hin  stets  ein  Druck-Ueber- 
schasß  entsteht,  welcher  dasselbe  nach  der  Gleichgewichtslage  zurücktreibt. 
Wenn  die  Grössen  K  und  x  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  sind,  so 
kann  aus  der  obigen  Gleichung  der  Werth  von  p0  berechnet  werden.  Es 
würde  daher  der  in  Fig.  683  dargestellte  Apparat  ebenfalls  zur  Messung  des 
atmosphärischen  Druckes  benutzt  werden  können. 

§  164. 
Gay  -  Lussatfsches  Gesetz. 

Wenn  mit  p  der  in  einer  Gasmasse  pro  Flächeneinheit  statt- 
findende Druck,  und  mit  J  der  Inhalt  des  bei  diesem  Drucke  von 
derselben  eingenommenen  Raumes  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
§160  das  Product  pJ  als  eine  unveränderlich  bleibende  Grösse 
zu  betrachten;  denn  wenn  dieselbe  Gasmasse  ein  anderes  Mal  bei 
dem  Drucke  p0  den  Rauminhalt  J0  hatte,  so  ist  nach  dem  Ma- 
riotte'schen Gesetze: 

980)  —  =  -}    oder   pJ  =  PoJ0. 

Dieses  Unverändertbleiben  des  Productes  „Druck  mal  Raum- 
inhalt'  findet  indessen  nur  so  lange  statt,  als  die  Temperatur 
der  Gasmasse  keine  Aenderung  erleidet. 
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Fig.  684. 


Fig.  685. 


Wenn  auf  die  in  Fig.  684  angedeutete  Art  durch  ein  auf 
den  Kolben  gelegtes  Gewicht  von  bestimmter  unverändert  bleiben- 
der Grösse  G  der  Druck  p0  der  einge- 
schlossenen Gasmasse  unverändert  erhalten, 
und  durch  Zuführung  von  Wärme  die  Tem- 
peratur der  Gasmasse  allmälig  von  Null 
bis  auf  t  Grad  erhöht  wird,  so  zeigt  sich 
bei  diesem  Versuche,  dass  der  Rauminhalt 
der  Temperatur-Zunahme  proportional  zu- 
nimmt, in  der  Weise,  dass,  wenn  mit  a  da> 
einer  Temperatur-Zunahme  von  1  Grad 
(Celsius)  entsprechende  Ausdehnungsverhältniss  bezeichnet  wird 
für  die  einer  Temperatur- Zunahme  von  t  Graden  entsprechende 
Zunahme  des  Rauminhaltes  von  J0  bis  auf  Jx  die  Gleichung  sich 
ergiebt: 

Jl  ~~  J°   —~*    oder    Jx  =  J0  (1  -f  a  f). 


981) 


=  at 


Die   Zahl  a  wird   der  (Wärme-)  Ausdehnungscoefficient  genannt 
und  hat  für  alle  Gasarten  nahezu  den  gleichen  Werth: 

982)  a  =  0,00367. 

Wenn  z.  B.  eine  Gasmasse,  welche  bei  einer  Temperatur  von  Null  Grad  (O 
einen  Cubikmeter  Rauminhalt  hatte,  bei  unverändert  bleibendem  Drucke  *u 
100°  (C.)  erwärmt  wird,  so  wächst  der  Rauminhalt  derselben  um  0,367  Cubikmeter. 

Denkt  man  sich  die  Gasmasse  aus  dem  Zustande,  in  welchen 
dieselbe  (auf  die  mit  Bezug  auf  Fig.  684  erklärte  Weise)  dunh 
jene  Temperatur-Erhöhung  versetzt  wurde,  nunmehr  bei  unverän- 
dert bleibender  Temperatur  von  dem  Kauminhalte  Jx  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J  übergehend  —  etwa  in  Folge  des  Aul'- 
legens  eines  Uebergewichtes  P  auf  den  Kolben  (Fig.  685)  —  ^» 
kann  die  dabei  erfolgende  Druckzunahme  von  p0  auf.  die  Gri*>t 
p  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  bestimmt  werden  aus  der 
Gleichung : 

983)  p  =  Jl       oder    ;;  J  =  p,  J.  , 

Po  w 


welche  nach  Substitution  des  für  JA   in  Gleichung  981)   gefun- 
denen Werthes  die  Form  annimmt: 

984)    pJ-p0  J0(l-far). 

Diese  Gleichung   zeigt,   dass  es  nicht  das  Product  pJ%  son- 
dern statt  dessen  der  Quotient: 


985) 


lt«i 


Po 
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ist,  welcher  einen  unter  allen  Umständen  —  auch  bei  Tempöratur- 
Aenderungen  —  unverändert  bleibenden  Werth  behält.  Wenn  die- 
selbe Gasmasse,  in  welcher  bei  einer  Temperatur  von  t  Graden 
(über  dem  Nullpunkte  des  Celsius'schen  Thermometers)  und  bei 
dem  Rauminhalte  J  der  Druck  p  stattfand,  ein  anderes  Mal  bei 
der  Temperatur  t{  und  dem  Rauminhalte  Jx  den  Druck  p,  an- 
nimmt, so  ist: 

986)  -T£*=  v^-y-. 

Da  das  Gewicht  der  Gasmasse  ebenfalls  eine  unveränderliche 
Grösse  ist,  also  •yJ=-ylJ[  gesetzt  werden  kam*  (worin  y  und 
yf  resp.  die  Gewichte  pro  CubikeinKeit  bedeuten),  so  lässt  sich 
der  obigen  Gleichung  auch  die  Form  geben: 

987)    T(i+aO  =  7T(T+^iy- 

Wenn  man  die  Nenner  auf  beiden  Seiten  durch  a  dividirt  und 
für  a  alsdann  den  in  Gleichung  982)  angegebenen  numerischen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


988) 


P P\ 


T  (273  +  0         TiOWS  +  'i)' 

Diese    Gleichung    drückt    aus,     dass    der    auf   der   linken    Seite 

stehende   Quotient  — /otq  _l  ä~   **""  ^e  Gasart    eine    bestimmte 

unveränderlich  bleibende  Grösse  bildet  —  wie  auch  immer  Tem- 
peratur, Druck  und  Dichtigkeit  derselben  sich  ändern  mögen.  Um 
den  numerischen  Werth  dieser  Constanten  für  atmosphärische  Luft 
zu  bestimmen,  kann  man  tl=0  setzen  und  für  die  Grössen  px 
und  y,  die  der  Temperatur  von  0°  (C.)  entsprechenden  reöp.  in 
den  Gleichungen  966)  und  968)  angegebenen  zusammengehörigen 
Werthe  p0  =  10336  und  y0  =  1,293  substituiren  und  erhält  dann 
die  Gleichung: 

989)  Twfcr  =  29'27  =  c' 

aus  welcher  jede  von  den  drei  veränderlichen  Grössen  p,  y,  t  be- 
rechnet werden  kann,  sobald  die  zwei  anderen  gegeben  sind. 

Setzt  man  z.  B.  p  =  10336  und  t  =  100,  so  erhält  man  y  =  0,946;  d.  h. 
bei  einer  Temperatur  von  100°  (C.)  wiegt  ein  Cubikmeter  atmosphärischer  Luft 
nur  0,946  Kil.,  wenn  der  Druck  derselben  gleich  dem  mittleren  atmosphärischen 
Druck  ist.  Es  würde  alBO  bei  einem  mit  erwärmter  atmosphärischer  Luft 
gefüllten  Ballon,  wenn  die  Temperatur  im  Innern  100°  (C.)  und  aussen  0°  (C.) 
betrüge ,  ein  Ueberschuss  des  Auftriebes  gleich  1,293  —  0,946  =  0,347  Kil. 
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« 

für  jeden  Cubikmeter  des  Inhalts  sich  ergeben,  und  z.  B.  bei  den  in  §162 
angenommenen  Zahlenwerthen  die  Steigkraft  des  Luftballons  1453,5  EU.  —  Q 
betragen. 

Setzt  man  in  Gleichung  989)  p  =  2  .  10336  =  20672  und  t  =  1,293,  so 
erhält  man  t  =  273° ;  d.  h.  wenn  eine  in  geschlossenem  Räume  befindliche 
Luftmasse  von  gleicher  Dichtigkeit  mit  der  äusseren  atmosphärischen  Luft 
bei  unverändert  bleibendem  Rauminhalte  von  0°  bis  auf  273°  (C.)  erwärmt 
wird,  so  wächst  der  Druck  von  10336  Kil.  auf  20672  Kil.  pro  Cm,  also  auf 
das  Doppelte.  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  p  =  3  .  10336  wird  für 
t  =  2  .  273°  und  dass  überhaupt  p  =  H  .  10336  wird  für  t  =  (n  —  \\ .  273; 
d.  h.  für  je  273°  Temperatur-  Zunahme  ergiebt  sich  eine  Druckzunahme  tod 
10336  Kil.  gleich  dem  einfachen  atmosphärischen  Drucke.  Wenn  die  Gültigkeit 
dieses  Gesetzes  auf  alle  Temperaturen  —  auch  nach  rückwärts  auf  Tempera- 
turen unter  0°  (C.)  —  sich  erstreckte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  bei  der 
Temperatur  von  —  273°  (C.)  der  Druck  p  gleich  Null  wird.  Aus  diesem  Grunde 
hat  man  die  Grösse  273  +  t  die  absolute  Temperatur,  und  die  Temperatur 
von  —  273°  (C.)  den  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur  genannt  Nach  dieser 
Bezeicknungsweise  kann  dem  in  Gleichung  989)  enthaltenen  Gesetze  auch  die 
folgende  Form  gegeben  werden :  „Bei  constanter  Dichtigkeit  (oder  constantem 
Rauminhalt)  wächst  der  Druck  proportional  der  absoluten  Temperatur,  and 
bei  constantem  Drucke  wächst .  der  Rauminhalt  proportional  der  absoluten 
Temperatur,44 

§  165. 
Mechanisches  Aequivalent  der  Wärme. 

Unter  „ Wärme -Capacität"  oder  „specifischer  Wärme4*  eines 
Stoffes  versteht  man  diejenige  „Wärme -Quantität",  welche  erfor- 
derlich ist,  um  einem  Kilogramm  dieses  Stoffes  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  einem  Grad  (Celsius)  zu  ertheilen.  Als  „Wärme- 
Einheit"  wird  diejenige  Wärme  -  Quantität  gewählt,  durch  welche 
1  Kil.  Wasser  um  1°  (C.)  erwärmt  wird. 

Wenn  einer  Luftmasse  von  1  Kil.  Gewicht  durch  Zuführung 
von  Wärme  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1°  ertheilt  wird,  wäh- 
rend unbewegliche  Gefässwände  den  Kauminhalt  derselben  unver- 
ändert erhalten,  so  ergiebt  sich  für  die  dazu  erforderliche  Wärmt- 
Quantität  —  oder  nach  der  obigen  Erklärung:  die  „specilfeehe 
Wärme  der  Luft  bei  constantem  Rauminhalt"  —  die  Grösse: 

990)  wK  =  0,1687 

und  für  die  zum  Hervorbringen  einer  Temperatur- Erhöhung  ton 
i  Graden  erforderliche  Wärme-Quantität  die  Grösse: 

991)  ii  =  w{  .  t  =  0,1687  t. 

Wenn  man  derselben  Luftmasse  ein  anderes  Mal  eine  Temi** 
ratur-Erhöhung  von  1°  (C.)  ertheilt,  während  auf  die  in  Fig.  6W 
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angedeutete  Art   durch  ein  auf  den  Kolben  gelegtes  Gewicht  G 
der  Druck  p  unverändert  erhalten  wird,    so  ergiebt  sich  für  die 

in  diesem  Falle  erforderliche  Wärme- Quantität  — 
oder  die  „specifische  Wärme  der  Luft  bei  constan- 
tem  Drucke"  —  die  Grösse:    * 

'**  992)    wv  =  0,2377 

und  für  die  zum  Hervorbringen  einer  Temperatur- 
Erhöhung  vbn  x  Graden  erforderliche  Wärme-Quan- 
tität die  Grösse: 


J+i 


G 


L£l 


*p 


993)    z  =  wv.  x  =  0,2877  x. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  zum  Hervorbringen  einer  bestimmten 
Temperatur-Zunahme  bei  constantem  Drucke  und  gleichzeitig  er- 
folgender Ausdehnung  der  Luft  eine  grössere  Wärme-Quantität  er- 
forderlich ist,  als  zum  Hervorbringen  der  gleichen  Temperatur- 
Zunahme  bei  constantem  Rauminhalt,  und  zwar  hat  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Wärme-Quantitäten  die  Grösse: 

994)  x  =  0P  —  Wi )  x  =  0,069  x. 

Da  die  Zufuhrung  der  Wärme -Quantität  z  nicht  nur  eine 
Erhöhung  der  Temperatur  um  x  Grade,  sondern  ausserdem  eine 
Vergrösserung  des  Rauminhalts  um  eine  gewisse  Grösse  i  zur 
Folge  hatte,  wobei  zugleich  die  mechanische  Arbeit: 

995)  »=p.f 

verrichtet  wurde,  so  erklärt  man  sich  jenen  Unterschied,  indem 
man  sich  die  Wärme -Quantität  z  in  die  beiden  Theile  x  und  u 
zerlegt  denkt  und  annimmt,  dass  es  nur  der  letztere  Theil  u  ist, 
welcher  auf  Temperatur -Erhöhung  wirklich  verwendet  wird,  wäh- 
rend der  bei  diesem  Vorgange  als  messbare  Wärme  verschwin- 
dende andere  Theil  x  zum  Hervorbringen  der  mechanischen  Arbeit 
Jt  verwendet,  oder  gleichsam  in  dieselbe  umgewandelt  wird.  Wenn 
mit  A  die  mechanische  Arbeit  bezeichnet  wird,  welche  bei  der 
Umwandlung  von  einer  Wärme  -  Einheit  in  mechanische  Arbeit 
entsteht,  oder  das  sogenannte  „mechanische  Aequivalent  der 
Wärme-Einheit",  so  ist  A.x  die  mechanische  Arbeit,  welche  für 
x  Wärme-Einheiten  das  mechanische  Aequivalent  bildet,  und 
welche  nach  der  obigen  Annahme  gleich  der  mechanischen  Arbeit 
%  zu  setzen  ist.  Nach  Substitution  der  für  x  und  91  gefundenen 
Werthe  enthält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  A  die  Gleichung: 

996)  A  (u?p  —  Mi )  x  =  p  .  i. 
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Da  das  Gewicht  der  Luftmasse  gleich    1  Kil.  angenommen 

wurde ,   so  kann   •/  .  J  =  1    oder    y  =  -y    substituirt    werden    in 

Gleichung  989),  und  das   in   derselben   enthaltene  Gesetz  führt, 
auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  zu  den  Gleichungen: 

Wi)       273  +T  —  ü  —  273  +  i  +  T  • 
Wenn  man  den  aus  diesen  Gleichungen  für  p .  i  sich  ergebenden 

Werth : 

998)    p.i  =  C.x 

in  Gleichung  996)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  für  A  aufgellt 
die  Form  an: 

999)    A  =  -£-  - ■  =  o^;^  =  424  Meterkilogramm 

Nach  der  mechanischen  Wärme -Theorie  hat  nicht  nur  bei 
Ausdehnung  der  Luft,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wu 
Wärme  als  solche  verschwindet  und  in  mechanische  Arbeit  um- 
gewandelt wird,  das  Verhältniss  der  erzeugten  Arbeit  zur  ver- 
schwundenen Wärme -Quantität  den  constanten  Werth:  ,4=424. 
und  umgekehrt:  in  allen  Fällen,  wo  mechanische  Arbeit  auf  Kr- 
zeugung  von  Wärme  verwendet  wird,  das  Verhältniss  der  er- 
zeugten Wärme-Quantität  zur  verwendeten  Arbeit  den  constanten 

Werth :  —.-  =  ^  .     Da   die  lebendige  Kraft  einer  in   Bewegung 

begriffenen  Masse  ebenfalls  als  Aequivalent  einer  gewissen  mecha- 
nischen Arbeit  zu  betrachten  ist,   nämlich  für  diejenige  Arbeit, 
welche  zur  Erzeugung  derselben  erforderlich  war,   oder  auch  für 
diejenige  Arbeit,   welche  die  bewegte  Masse  beim  Uebergange  h 
den  Ruhezustand   ihrerseits  wieder  hervorbringen   würde,  so  i< 
jenes  Gesetz  der  Aequivalenz   auch  für  die  Beziehungen  zwisch^ 
„Wärme"  und  „lebendiger  Kraft"   als  gültig  zu  betrachten.    Wo 
lebendige  Kraft  als  sichtbare   Bewegung  scheinbar  verschwind*  *• 
ohne  das  Aequivalent  an  mechanischer  Arbeit  zu  erzeugen,  da  i>t 
nach  der  mechanischen   Wärme -Theorie    statt    eines   wirkliche!. 
Verlustes  nur  ein  Wechsel  in  der  Form  der  lebendigen  Kraft  an- 
zunehmen,   nämlich    eine   Uebertragung    der   Bewegung   auf  J-' 
kleinsten  Theilchen  der  Materie,  und  die  erzeugte  lebendige  Kr/* 
dieser  unsichtbaren  Bewegungen  (in  welchen   nach   der  meclu: - 
sehen  Wärme -Theorie  das  Wesen  der  Wärme  besteht)  ist  gN-i -:- 
derjenigen  lebendigen  Kraft,  welche  als  sichtbare  Bewegung  gi^-- 
zeitig  verschwand. 
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Eine  Masse  J/=»— ,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  V (=]/2gH 

entsprechend  der  Geschwindigkeitshöhe  H=  -= — I  rechtwinkelig  gegen  eine 

«9  * 

feste  Wand  stösst  (oder  auch  gegen  eine  gleich  grosse  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit ihr  entgegenkommende  Masse),  würde  bei  sogenanntem  „unelastischen" 

MV2          0     V2 
Stosse  (§  139)  ihre  ganze   lebendige  Kraft  — =- —  =  — —  =  QH  ver- 
lieren, und  da  zum  Hervorbringen  jeder  Wärme  -  Einheit  A  Meterkilogramm 
erforderlich  sind,  so  ist  die  erzeugte  Wärme  -  Quantität : 

1000)  W  =  -^~. 

Wenn  mit  w  die  specifische  Wärme  des  stossenden  Körpers  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  Wärmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben  um  1°  erhöhen 
wurde,  gleich  wQ,  und  die  Wärmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben 
am  t  Grade  erhöhen  würde,  gleich  wQt.  Für  den  Fall,  dass  die  ganze 
erzeugte  Wärmemenge  auf  Temperatur  -  Erhöhung  des  stossenden  Körpers 
verwendet  wird,  ist  also  die  Temperatur -Erhöhung  t  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung : 

1001)  wQt  =  -^-     oder     t  =    ^~- 

A  Aw 

Setzt  man  z.B.  J/=  16000™  (entsprechend  der  Geschwindigkeit F=  560m) 
und  als  mittlere  specifische  Wärme  des  Eisens  w  =  0,115,    so  erhält  man 

/  =  ji—^a  =  328°  C.    Da  die  specifische  Wärme  des  Bleies  gleich  0,0314 
424  . 0,110 

ist,  so  würde  eine  Blei-Masse  unter  gleichen  Umständen  um  1202°  (C.)  erwärmt 

werden,  wenn  nicht  schon  vorher  das  Schmelzen  einträte. 

Die  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Erde  V=  4,12  Meilen  =  4,12 .  742001 

V2 
entsprechende    Geschwindigkeit    hat    die   Grösse    H  =  — —  =  47  620  000™ . 

Wäre  die  specifische  Wärme  der  Erde  durchschnittlich  gleich  der  des  Wassers, 
so  würde  die  bei  dem  Stosse  der  Erde  gegen  ein  unbewegliches  Hinderniss 
erzeugte  Wärmemenge  ausreichen,' die  Temperatur  derselben  durchschnittlich 

um  t  =  — ^9?9  =  H2  000°  (C.)  zu  erhöhen. 
424 

§  166. 
Poisson'sches  Gesetz. 

Für  die  Wärme -Quantität  jn  welche  einem  Kilogramm  Luft 
zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  constantem  Drucke  p  der  Raum- 
inhalt von  J  bis  J-\-i  vergrössert  werden  soll,  ergiebt  sich,  wenn 
mit  x  die  dabei  eintretende  Temperatur-Erhöhung  bezeichnet  wird, 
nach  Gleichung  993)  der  Werth:  gt=wp.'z,  und  wenn  man 
hierin  für   x   den   aus   Gleichung   998)   zu   entnehmenden  Werth 

x  ==•  -q    substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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1002)     qx  =wp.^-. 

Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  durch  unbewegliche  Gefäss- 
wände  den  Rauminhalt  constant  erhalten  und  durch  Zuführung 
von  Wärme  den  Druck  von  p  auf  p  -f-  e  erhöhet,  so  ergiebt  sich 
(nach  Gleichung  991)  für  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge  — 
wenn  mit  ö  die  dabei  eintretende  Temperatur-Erhöhung  bezeichnet 
wird  —  die  Gleichung  q2  =  tv\  .  6.  Wenn  man  hierin  für  die 
Grösse  0  den  nach  §  164  aus  den  Gleichungen: 

1UU^       273  +  t   —  °  —  273  +  t+  H 

sich  ergebenden  Werth  6  =  -^-  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

1004)  q2=Wi.   *c  . 

Um  die  Wärme -Quantität  q  zu  bestimmen,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  gleichzeitig  Raum- 
inhalt und  Druck  resp.  um  die  unendlich  kleinen  Grössen  i  und  s 
zunehmen  sollen,  hat  man  sich  diese  Wärm^- Quantität  in  zwei 
Theile  zerlegt  zu  denken ,  nämlich :  erstens  diejenige  Wärme- 
Quantität  qx,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  bei  constantem 
Drucke  den  Rauminhalt  J  um  die  Grösse  i  zu  vermehren,  und 
zweitens:  diejenige  Wärme-Quantität  q2,  welche  erforderlich  sein 
würde,  um  bei  constantem  Rauminhalt  den  Druck  p  um  die 
Grösse  e  zu  vermehren.  Man  erhält  also  durch  Addition  der 
beiden  Gleichungen  1002)  und  1004)  für  q  den  Werth: 

1005)  q  =ql-\-q2=wp.  -p~   -f-  wk  -^  . 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  q  =  0  setzt,  und  abkürzungsweise 
das  Verhältniss 

inrun     wp  —  °'2377  —  141  -n 
lüüb)     ---öj 687  —  M1-* 

der  „specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke1*  zu 
der  „specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Rauminhalt' 
mit  ö  bezeichnet,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1007)     -*-  =  -  ü  .  jr. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  die  unendlich  kleine  (negative)  Drork- 
Vergrösserung   s    berechnet  werden,    welche  eintritt,    weun 
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Zuführung  van  Wärme  der  Rauminhalt  um   die  unendlich  kleine 
Grösse  i  zunimmt. 

Wenn  unter  gleichen  Umständen  der  Rauminhalt  um  eine 
beliebig  gegebene  Grösse  von  J  bis  «/,  zunimmt,  so  kann  man 
die  damit  verbundene  (negative)  Druck  -  Vergrössemng  von  p  bis 
auf  px  bestimmen,  indem  man  sieh  die  ganze  Raum- Vergrössemng 
Jt  —  J  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt  denkt,  für  jeden 
dieser  Theile  i  die  zugehörigen  Werthe  der  in  Gleichung  1007) 
einander  gleichgesetzten  Ausdrücke  berechnet  und  alsdann  alle 
die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Gleichungen  zusammenaddirt. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

1008)  2  (^)  =  -  .2  (-}).*) 

Wenn  man  hierin  für  die  Ausdrücke  2  f  —  1  und  2'  \-r)  die  auf 

gleiche  Weise  wie  in   §  161,  Gleichung  971)  und   §  160,   Glei- 

chung  963),  sich  ergebenden  Werthe  resp.  lg  "L  und  lg-V  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1009)  18(5-)  =  - »Ig  #-)    oder    *- ~  (-/-)'. 

Wenn  atmosphärische  Luft  vom  Drucke  p  =  10336  Kit.  ohne  Zuführung 
von  Wärme  auf  da*  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt,  so  vermindert 

sich  der  Druck  bis  auf  die  Grösse  pY  =s  p.0,11*41  =  J^  =  402  Kil.  (während 

nach  §  160  der  Druck  nur  bis  auf  die  Grösse  0,1  .p  =  1033,6  Kil.  abnehmen 
wurde,  wenn  ditreh  Zuführung  von  Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten 
wurde).  Wenn  umgekehrt  atmosphärische  Luft  vom  Drucke  p  =  10336  Kil. 
ohne  Ableitung  von  Wärme  bis  vauf  ein  Zehntel  des  ursprünglichen  Kaum- 
inhalts zusammengedrückt  wird,  so  wächst  der  Druck  bis  auf  die  Grösse 
px  =  25,7  .p  =  265  680  Kil.  (während  der  Druck  nur  bis  auf  die  Grösse 
IOjj  =  103360  KiL  zunehmen  würde,  wenn  gleichzeitig  durch  Ableitung  von 
Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten  würde. 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung  würde  dieser  Glei- 
chung die  Form  zu  geben  sein: 


1 V-  -  -  •  J. 


dJ 


P  J 


and  nach  Ausfuhrung  der  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 

lg  Px  -  lg  p  ==  -  ö  (lg  J{  -  lg  J)     oder    lg  (-*'-)  -  +  o  lg  (-j~y 
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Das  in  der  obigen  Gleichung  enthaltene  PoissonVche  Gesetz 
giebt  in  Verbindung  mit  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze: 

zwei  Gleichungen,  aus  denen  immer  zwei  von  den  drei  veränder- 
lichen Grössen  rDrucku,  „Rauminhalt44  und  ».Temperatur*  be- 
rechnet werden  können,  sobald  die  dritte  gegeben  ist  Wenn  man 
der  letzteren  Gleichung  die  Form  giebt: 


1011)    •»#._(*.)($) 


und  darin  das  eine  Mal  für  den  Quotienten  ~l-,  das  andere  Mal 

J  ^ 

für  den  Quotienten  ~-  den  aus  Gleichung  1009)  zu  entnehmen- 
den Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

aus  denen  die  bei  einer  gegebenen  Aenderung  des  Rauminhalts 
oder  des  Druckes  (ohne  Zuführung  und  Ableitung  von  Wärme) 
eintretende  Teroperatur-Aenderung  direct  sich  bestimmen  lässt. 

Wenn  atmosphärische  Luft  von  der  Temperatur  f  —  0°  (C.)  und  yom 
Drucke  p  =  10  336  Kil.  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt, 
so  würde  dieselbe  die  Temperatur  tt  =  —  166,8°  (C.)  annehmen,  wenn  gleich- 
zeitig jede  Zuführung  von  Wärme  verhindert  würde.  Wenn  umgekehrt:  atmo- 
sphärische Luft  von  der  Temperatur  t  =  Q°  und  vom  Drucke  p  =  10  336  Kil. 
auf  ein  Zehntel  des  Rauminhalts  zusammengedrückt  wird,  und  dieses  Zu- 
sammendrücken so  rasch  geschieht,  dass  während  desselben  eine  merkliche 
Wärme  -  Ableitung  nicht  stattfindet,  so  steigert  sich  die  Temperatur  bis  wt 
die  Grösse  tx  =  +  428,7°  (C). 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  ohne«  Zufuhrung  von  Wärme  sich 
ausdehnend  aus  der  anfänglichen  Temperatur  t  in  die  niedrigen? 
Temperatur  tt  übergegangen  ist,  und  der  Luft  nachher  bei  un- 
verändert bleibendem  Rauminhalt  so  viel  Wärme  zugeführt  wird, 
als  erforderlich  ist,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  t  wieder 
herzustellen,  so  ist  nach  der  mechanischen  Wärme -Theorie  ak 
mechanisches  Aequivalent  dieser  zugeführten  Wärme  -Quantit.it 
die  vorher  bei  jener  Ausdehnung  von  der  Luft  verrichtete  mecha- 
nische Arbeit  zu  betrachten.  Aus  Gleichung  991)  ergiebt  sivh 
für  die  bei  constantem  Rauminhalt  zum  Hervorbringen  der 
Temperatur -Erhöhung  t  —  tt  erforderliche  Wärme  -Quantität  der 
Werth  : 

1013)    Q  =  «k(f  —  tt). 


Wirkungen  des  atmosphärischen  Druckes.  675 

Die  von   der  Luft  bei  ihrer   Ausdehnung   verrichtete  Arbeit  ist 
daher  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1014)    %  =  Awl(t  —  *,), 

welche  nach  Substitution  des  für  t{  aus  Gleichung  1012)  zu  ent- 
nehmenden Werthes  die  Form  annimmt:  „  . 

10l5)%=Awi(273-\-t)h  —  (^-)^1]=4wi(273+0[l--(fL)  *  ]• 

Nach  derselben  Gleichung  kann  auch  die  mechanische  Arbeit  be- 
rechnet werden,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Kilogramm  Luft 
von  der  ursprünglichen  Temperatur  t  vom  Rauminhalt  J  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  Jx  zusammenzudrücken,  wenn  bei  diesem 
Zusammendrücken  keine  Wärme -Ableitung  stattfindet. 

Wenn  man  t  =  0  und  -  -  =  0  setzt,   so  wird  %  =  424  .  0,1687  .  273 

=  19  527mk,  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0°  Temperatur  ohne  Zu- 
führung von  Wärme  bis  ins  Unendliche  sich  ausdehnte,  so  würde  die  von 
dem  Drucke  desselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  19527  Meterkilogramm 
betragen.  Die  ganze  ursprünglich  in  derselben  enthaltene  Wärme  -  Quantität 
0t1687  .  273  =  46  Wärme -Einheiten  würde  dabei  in  mechanische  Arbeit  ver- 
wandelt, und  die  Temperatur  würde  auf  —  273°  (C.)  sinken. 

.  Wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0*  Temperatur  ohne  Zuführung  von 
Wärme  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhalts  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der 
Druck  derselben  die  mechanische  Arbeit  8  =  19527  (1  —  0,10'41)  =  11931 
Meterkilogramm ,  und  wenn  ein  anderes  Mal  jene  Luftmasse  ohne  Ableitung 
von  Wärme  auf  ein  Zehntel  ihres  ursprünglichen  Rauminhalts  zusammengedrückt 
wird,  so  verrichtet  der  Druck  die  mechanische  Arbeit  8  =  19  527(1 -100'41) 
=  —  30665mk;  d.  h.  zum  Zusammendrücken  ist  die  mechanische  Arbeit  +  30665mk 
erforderlich.  Im  ersteren  Falle  würde  die  Temperatur  auf  —  166,8°  C.  sinken, 
im  letzteren  auf  +  428,7°  (C.)  steigen,  und  wenn  der  Druck  ursprünglich  die 
Grösse  p  =  10336  Kil.  hatte,  so  würde  im  ersteren  Falle  der  Druck  auf 
402  KU.  sinken,  im  letzteren  auf  265  680  Kil.  steigen. 


Capitel  XXX. 

Gleichgewicht  zwischen  den  Drücken  tropfbarer  und 

gasförmiger  Flüssigkeiten. 

§  167. 
Wirkungen  des  atmosphärischen  Druckes. 

Die  atmosphärische  Luft  übt  auf  jeden  Quadratmeter  der 
Oberfläche  des  in  einem  offenen  Gefässe  enthaltenen  Wassers 
einen  Druck  aus  von  der  Grösse:  pQ  —  10336  Kil.    Aus  Gleichung 

43* 
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914)  ergiebt  sich  für  diejenige  Höhe  7*0,  welche  eine  auf  dem 
Wasserspiegel  ruhende  Wasserschicht  haben  müsste,  um  den 
gleichen  Druck  auszuüben,  der  Werth: 


1016) 


K  =  f  =  SS-  -  10»  336. 
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Der  Gleichgewichtszustand  des  in  zwei  mit  einander  commu- 
nicirenden  Gefässen  befindlichen  Wassers  (Fig.  687)  würde  keine 
Störung  erleiden,  wenn  in  jedem  der  beiden  Gefasse  die  Wirkung 
des  atmosphärischen  Druckes  ersetzt  würde  durch  den  Druck 
einer  Wasserschicht  von  der  Höhe  ä0  =  lO^SSß.  Da  in  diesem 
Falle  die  Gleichgewichtsbedingungen  gleiche  Höhenlage  der  beiden 
Wasserspiegel  erfordern  würden,  so  folgt  hieraus,  dass  die  beiden 

um  die  Höhe  A0  tiefer  liegenden 
Oberflächen  der  unter  Einwirkung 
des  atmosphärischen  Druckes  im 
Gleichgewichts  -  Zustande  befind- 
lichen Wasserraasse  vorher  eben- 
falls in  einer  und  derselben  Hori- 
zontal-Ebene lagen.  Wenn  nur 
in  einem  der  beiden  Gefasse  auf 
solche  Art  der  atmosphärische  Druck  durch  eine  Wasserschu  hl 
von  gleichem  Druck  ersetzt  wird,  so  liegt  die  obere  tirenzdäclie 
derselben  um  die  Höhe  Ä0  =■  10M1,336  höher  als' der  Wasserspiegel 
in  dem  anderen  Gefasse.  Wenn  also  das  eine  Gefäss  ol>en  ge- 
schlossen, und  der  Kaum  oberhalb  des  Wasserspiegels  in  dem- 
selben luftleer  gemacht  wird,  während  in  dem  anderen  GefUs*- 
der  Wasserspiegel  dem  atmospliärischen  Drucke  ausgesetzt  Weiht 
(Fig.  688),  so  wird  in  den  beiden  Gefässen  eine  Niveau- Differenz 
von  lO^^ö  sich  einstellen. 

Da  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Quecksilber  gleich  13600  Kil.  ist  M> 
würde  für  Quecksilber  die  dem  atmosphärischen  Drucke  entsprechende  Druck 

10336 


Fig.  687. 
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höhe  h0  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung  A0 


13  600 


=  Ü-,760. 


Jede  Aenderung  des  atmosphärischen  Druckes  wird  durcfc 
eine  Aenderung  jener  Niveau- Differenz  sich  bemerkbar  machen. 
Es  kann  daher  der  in  Fig.  688  dargestellte  Apparat  (als  Wäs>h* 
oder  Quecksilber  -  Harometer)  benutzt  werden:  einerseits  xur 
Messung  der  im  Laufe  der  Zeit  erfolgenden  Veränderungen  oV> 
atmosphärischen  Druckes,  andererseits  zur  Messung  der  |Mcfe» 
zeitig  an  Orten  von  verschiedener  Höhe  über   der  Meeresfläcbe 
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stattfindenden  Unterschiede  des  atmosphärischen  Druckes  —  also 
nach  §  161  indirect  auch  zur  Messung  der  Höhen-Differenz  dieser 
Orte. 

Hätte  man  z.  B.  an  zwei  verschiedenen  Orten  gleichzeitig  die  (Queck- 
silber-) Barometerstände  b  =  0m,750  und  b,  =  0m,G00  beobachtet,  so  würde 
hieraus  (bei  Voraussetzung  einer  überall  gleichmässigen  Temperatur  von  0°  (C.) 
und  ohne  Berücksichtigung  des  in  der  Atmosphäre  verbreiteten  Wasser- 
dampfes) nach  Gleichung  972)  für  die  Höhen  -  Differenz  jener  beiden  Orte  der 
Werth  sich  ergeben: 

tx  —  z  =  7992  lg  (~-\  -=  7992  lg  1,25  =  17*3n\3. 

Dem  mittleren  (Quecksilber-)  Barometerstande  b0  =  0m,760  in  der  Höhe 
Null  Über  der  Meeresfläche  entspricht  der  Druck  j>0  =  10  336  Kil.  pro  Qm 
and  der  Wasser  -  Barometerstand  h0  —  10"\336.  An  einem  2300  Meter  hoch 
über  dem  Meere  liegenden  Orte  würden  statt  dessen  resp.  die  Grössen 
b,  =  0m,570,  p{  =  7752  Kil.  pro  Oro  und  ä,  =  7™,752  in  Rechnung  zu 
bringen  sein.  Im  Folgenden  ist  unter  dem  atmosphärischen  Drucke  stets  der 
dem  mittleren  Barometerstande  von  0,n,760  in  der  Höhe  der  Meeresfläche  ent- 
sprechende Druck  von  10336  Kil.  pro  Dm  zu  verstehen. 

Die  dem  atmosphärischen  Drucke  entsprechende  Druckhöhe 
(für  Wasser)  A0  =  10m,336  bildet  die  Grenze  der  Steighöhe,  bis 
zu  welcher  der  Wasserspiegel  in  einem  luftleeren  Rohre  über  den 
äusseren  der  Einwirkung  des  atmosphärischen  Druckes  ausge- 
setzten Wasserspiegel  sich  erheben  kann.  Dem  aufsteigenden 
Kolben   einer  Saug -Pumpe  wird  daher  das  vom  atmosphärischen 

Drucke  getriebene  Wasser  nur  so 
lauge  folgen,  als  die  Höhe  der 
unteren  Fläche  des  Kolbens  über 
dem  äusseren  Wasserspiegel  die 
Höhe  A0  =  10m,336  nicht  über- 
schreitet. Bei  fernerem  Steigen 
des  Kolbens  würde  unterhalb  des- 
selben ein  leerer  Kaum  sich  bil- 
den. Zum  Heben  des  Kolbens 
ist  bei  der  in  Fig.  689  angege- 
benen Kolben-Stellung  die  Kraft  erforderlich: 

1017)    K  =  PoF--((h0  -z)F=-szF^p0F(^). 

Diese  Kraft  wird  gleich  p0 1\  wenn  z  =  h0  wird,  und  behält  diese 
Grösse  auch  dann  noch,  wenn  z  grösser  als  A0  wird,  wie  bei  der 
in  Fig.  690  dargestellten  Lage  des  Kolbens. 

Wenn   eiu   geschlossenes   mit   Wasser   gefülltes   Gefass   nach 
unten   hin   mit  einem   Ansatzroh  ig   versehen    ist,    dessen    untere 


Fig.  689. 
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Mündung  in  eine  dem  atmosphärischen  Drucke  ausgesetzte  Wasser- 
nasse   eingetaucht   ist,   so    wird   die   in   dem  Gefasse  enthaltene 
Wassermasse  so  lange  nicht  ausfliessen,  als  die  Höhe  des  höchsten 
Punktes   desselben  über   dem   äusseren    Wasserspiegel  kleiner  ist 
als  A0.    Sobald  dagegen  jene  Höhe  grösser  wird  als  A0,  fängt  das 
Wasser  an,   unten   aus zufli essen,    während   in  dem  oberen  Theile 
des  Gefässes   ein   leerer  Raum   sich   bildet.     Um  einen  luftleeren 
Kaum  herzustellen,  ist  es  daher  nur  erforderlich,   das  mit  einem 
Ansatzrohre  von   der   Län^e  l  >  kn    versehene  Gefäss   auf  die  in 
Fig.  691  dargestellte  Weise  snecessive   in   die   mit  I,   II,    III  be- 
zeichneten Stellungen  zu  bringen.    I'it 
mindestens  erforderliche  Länge  desAu- 
satzrohres  würde   für  Wasser  10",336 
(für  Quecksilber  dagegen  nur  0")76<>i 
betragen. 

Wenn  man  das  auf  solche  Art  luft-  tun! 
wasserlecr  gemachte  Gefass  verachliesst  und 
später  durch  ein  kürzeres  Ansatzrohr  ml 
einer  unterhalb  befindlichen,  dem  atmosphäri- 
schen Drucke  ausgesetzten,  Wassennasse  ra 
Verbindung  bringt,  so  wird  das  Wasser  wieder 
in  dasselbe  hinaufsteigen.  Ka  kann  daher  mir 
Hülfe  einer  solchen  Vorrichtung  der  atno- 
sphürische  Druck  benutzt  werden,  um  Wamset 
oder  andere  Flüssigkeiten  aus  einem  tiefer 
liegenden  Behälter  in  ein  höherliegendes  Gefäss  hineinzutreiben. 

In  jedem  der  beiden  verticaleu  Kührenschenkel  des  in  Fig.  692 
dargestellten  Hebers  steigt  das  Wasser  bis  zur  Höhe  A0  über  dem 
Wasserspiegel,  in  -welchen  das  untere  Ende  desselbeu 
eintaucht,  wenn  der  Heber  (etwa  auf  die  in  Fig.  69t 
dargestellte  Art)  vorher  luftleer  gemacht  wurde.  Die 
Höhenlage  eines  jeden  der  vier  Wasserspiegel  i»l 
unabhängig  von  der  Höhenlage  des  Hebers  und 
bleibt  unverändert,  während  der  ganze  Heber  um 
eine  gewisse  Grösse  gesenkt  oder  gehoben  wird. 
Sobald  jedoch  der  Heber  so  tief  gesenkt  wird,  da» 
das  horizontale  Verbindungsrohr  mit  dem  höchsten 
der  vier  Wasserspiegel  in  gleiche  Höhe  gelangt 
tritt  eine  Störung  des  Gleichgewichts  ein,  und  da> 
Wasser  beginnt  durch  das  horizontale  Verbindung- 
röhr   nach   dorn  tiefer  liegenden  Kehaltcr  hin  abzumessen,  wobei 


Manometer. 


679 


Fig.  693. 
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das  abfliessende  Wasser  beständig  durch  das  aus  dem  höher  lie- 
genden Behälter  zufliessende  Wasser  ersetzt  wird.  Wenn  also  ein 
solches  continuirliches  Ueberfliessen  des  Wassers  aus  dem  höher 
liegenden  nach  dem  tiefer  liegenden  Behälter  hinüber  stattfinden 
soll,  so  darf  die  Höhe  des  horizontalen  Verbindungsrohres  über 
dem  höher  liegenden  der  beiden  Wasserspiegel  nicht  grösser  sein 
als  A0. 

Fig.  693  zeigt:  auf  welche  Weise  erreicht  werden  kann,  dass 
bei  dem  Ausschöpfen  des  Wassers  aus  dem  Gefässe  A  trotz  des 

allmäligen  Abnehmens  der  Wassermenge 
die  Wasserstandshöhe  in  diesem  Gefässe 
stets  unverändert  erhalten  wird.  Der  Wasser- 
spiegel im  Gefässe  A  muss  stets  in  gleicher 
Höhe  mit  dem  Wasserspiegel  in  dem  Rohre 
C  liegen,  da  an  beiden  Stellen  die  Ober- 
fläche des  Wassers  dem  atmosphärischen 
Drucke  p0  ausgesetzt  ist.  Wenn  durch  das 
Wegnehmen  einer  gewissen  Wassermenge 
aus  dem  Gefässe  A  gleichzeitig  an  beiden 
4  Stellen  ein  Sinken  des  Wasserspiegels  her- 
vorgebracht wird,  so  tritt  an  dem  unteren 
Rande  des  Rohrs  C  eine  Luftblase  in  das  Wasser  ein,  welche 
nach  oben  steigend  den  Druck  p  der  in  dem  oberen  Theile  des 
Gefässes  B  befindlichen  (verdünnten)  Luft  so  weit  steigert,  dass 
die  beiden  Wasserspiegel  wiederum  bis  zu  der  früheren  gleichen 
Höhe  mit  dem  unteren  Rande  des  Rohres  C  steigen.  Denn  die 
dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  A,  und  die  Höhen- 
Differenz  z  der  Wasserspiegel  in  den  beiden  Gefässen  A  und  B 
bleiben  zusammengenommen  stets  gleich  der  dem  atmosphärischen 
Druck  p0  entsprechenden  Druckhöhe  h0.  Es  muss  daher  die 
Niveau-Differenz  z  um  ebenso  viel  abnehmen,  als  die  dem  Drucke 
p  entsprechende  Druckhöhe  h  zunimmt. 

§  168. 

Manometer. 

Als  Maass  des  Druckes  p,  welchen  die  in  einem  Gefässe  ein- 
geschlossene comprimirte  Luft  auf  jede  Flächeneinheit  der  Wand- 
fiäche  ausübt,  kann  die  Verhältnisszahl: 

1018)     ^-  =  n 
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Fig.  694. 


betrachtet  werden,  welche  angiebt:  wie  oft  der  einfache  atmo- 
sphärische Druck  j>o  in  dem  Drucke  p  enthalten  ist  Setzt  man 
p0  =r=  1 ,  so  wird  p  =  n,  d.  h.  wenn  der  einfache  atmosphärische 
Druck  p0  =  10330  KU.  pro  L:ut  als  Einheit  des  Druckes  gewählt 
wird,  so  ist  der  Druck  p  durch  die  Zahl  n  als  ein  Vielfaches 
dieses  Atmosphären -Druckes  unmittelbar  gegeben  und  kann  in 
abgekürzter  Kedeform  als  ein  „Druck  von  n  Atmosphären14  be- 
zeichnet werden. 

Wenn   über  den  Wasserspiegeln  der   drei   mit  einander  ver- 
bundenen Gefässo  A,  B,  C  (Fig.  694)  in  dem  ersten  comprimirte 

Luft  vom  Drucke  p  gleich 
n  Atmosphären,  in  dem  zweiten 
atmosphärischeLuft  vom  Drucke 
p0  gleich  1  Atmosphäre,  und 
in  dem  dritten  ein  luftleerer 
Raum  (vom  Drucke  Null)  sich 
befindet,  so  ist  die  Höhen- 
Differenz  zwischen  den  beiden 
Wasserspiegeln  in  den  Gefitaen 
B  und  C  gleich  der  atmosphärischen  Druckhöhe  A0  =  10",33fi. 
die  Höhen- Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den 
Gefässen  A  und  C  hat  die  Grösse  h  =  n .  A0  und  die  Höhen- 
Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den  Gefässen  A 
und  B  hat  die  Grösse  z  —  (?*  —  1)  A0.  Der  Druck  der  compri- 
mirten  Luft  in  dem  Gefässe  A  kann  daher  aus  den  beobachteten 
Höhen-Differenzen  h  und  z  bestimmt  werden  mittelst  der  Gleichung: 


1019)     n=-   *   -.  1  4-  7 


u 


der    n  —  1  = 


K' 


Die  Druckhöhe  h  und  die  Atmosphären  -  Zahl  n  entsprechen  dem 
absoluten  Drucke,  die  Druckhöhe  z  und  die  Atmosphären -Zahl 
7*--l  dem  Ueberschusse  dieses  Druckes  über  den  Druck  ihr 
äusseren  Atmosphäre  oder  dem  sogenannten  y.Ueberdrueke*.  Wenn 
Quecksilber  statt  des  Wassers  benutzt  wird,  so  ist  in  obiger  Glei- 
chung A0  =  0m,7G0  zu  setzen. 

Wenn  z.  H.  ein  offenes  Quecksilbermanometer  AB  die  Niveau -Pifferrw 

z  =  ln,,14  zeigt,  so  hat   der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  die  uro»* 

1 14 
n  =  1  +    '      =  2,5  Atmosphären  oder  p  =-  2,5 .  10336  =  25810  Kü.  pro  t  •. 

der  Ufberdruck  beträgt  1,5  Atmosphären  oder  15504  Kit.  pro  r  ".  Kin  er- 
schlossenes luftleeres  Quecksilbermanometer  A  C  würde  bei  gleichem  Iinnh 
die  Niveau -Differenz  /*  =  lm,9  zeigen. 


Manometer. 


GBl 


--,  h 


Wenn   bei    dem    in   Fig.   695   dargestellten   Manometer   der 
Druck  der  in  dem  Gefässe  A   enthaltenen  Luft  von  p0  bis  p  zu- 
nimmt ,     und     in    Folge 
Fig.  695.  Fig.  696.  «Jessen    das    Quecksilber 

in  dem  Rohre  B  um  die 
Höhe  z  steigt  (Fig.  696), 
so  wird  dadurch  der  Druck 
der  in  dem  oberen  Räume 
des  letzteren  enthaltenen 
atmosphärischen  Luft  von 
p0  bis  auf  eine  gewisse 
Grösse  px  gesteigert,  für 
welche  nach  dem  Mariotte- 
schen Gesetze  die  Gleichung  sich  ergiebt: 

1020)  i^-  =  — '-. 

J     Po        l—  * 

Die  dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  —  -  ist  um  die  Höhe 

z-±-x  =  h  grösser  als  die  dem  Drucke  p,  entsprechende  Druck- 
höhe, also  ist: 

1021)  p  =  TA-fp|a 

Der  Inhalt  / .  z  des  in  das  Rohr  B  eingetretenen  Quecksilbers 
ist  gleich  dem  Inhalte  F.  x  des  aus  dem  Gefässe  A  ausgetretenen 
Quecksilbers,  folglich  ist: 

1022)  h  =  z  -f-  x  =  z  (l  +-£). 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  für  z  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  1020),  und  den  aus  letzterer  für  px  sich  er- 
gebenden Werth  in  Gleichung  1021)  substituirt,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

1023)  P  =  YÄ  +  ~      (k»_,  y 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  />o  —  T^fr  die  Form  annimmt: 


1024)    p  =  Ah-\- 


r 


Äu 


1 


( , )  (/») 


] 


Die  dem  Drucke  p  entsprechende  Atmosphären -Zahl  hat  also  die 
Grösse : 

1025)     „=-£-  +  -     -      \    -     - 

h°        >-(i)W/) 
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Wenn  z.  B.  I  =A0  =  0*,7«0  und  F=  4/  ist,  so  entspricht  der  Nive»ii- 
Differenz  h  =  0°^70  ein  absoluter  Druck  von  3,35  Atmosphären  oder  von 
3,25  .  10336  =  33593  Kil.  pro  D*,  und  ein  Ueberdruck  von  3,35  Atmosphären 
oder  von  33256  KU.  pro  □". 

§  169. 

Gleichgewicht  schwimmender  Luftbehälter, 

Wenn  ein  mit  Luft  gefälltes,  üben  geschlossenes,  unten  offenes 

verticales   cylindrisches   Rohr   in   Wasser  eingetaucht    wird,   und 

bei  der   Ein  tauch  ungstiefe   a  der  Wasserspiegel   im   Inneren   des 

Rohres   in   gleicher 


Flg.  697. 


Fig.  698. 


p7 


Höhe  mit  dem  ä 

ren  Wasserspiegel 
liegt  (Fig.  697).  so 
istbei  dieser  Stellung 
des  Rohres  der  D  ruck 
der  eingeschlossenen 
Luft  gleich  dem 
Drucke  der  äusse- 
ren atmosphärischen 
Luft  Bei  einer 
__  _-_■-  :  S:  ■ "  ~  -  Vergrösserung  der 
Ei  nta  uchu  ngstiefe 
wächst  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft,  während  der  Druck 
der  äusseren  Luft  unverändert  bleibt,  und  es  entsteht  in  Fulge 
dessen  eine  Höhendifferenz  /wischen  den  beiden  Wasserspiegeln. 
Für  den  Druck  p,  welchen  die  eingeschlossene  Luft  bei  der  in 
Fig.  698  dargestellten  Lage  des  Gelasses  annimmt,  erhält  man 
nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  die  Gleichung: 

1026)  -p-  =  ^. 
'     J>o  V—s 

Die  Druckdifferenz  (oder  der  Ueberdruck)  p — p0  verhält  sich  zn 
dem  atmosphärischen  Drucke  pn  wie  die  dem  Ueberdrucke  ent- 
sprechende Druckhöhe  x  —  z  zu  der  atmosphärischen  Druckhöhe 
A0,  also  ist: 

1027)  -*-  -p'-  =  A^-    oder     -p-  =  I  -f  ?f^. 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  das  Druckverhältniss  j-  ge- 
fundenen Wcrthe  erhält  man  die  Gleichung: 


Gleichgewicht  schwimmender  Luftbeh&lter.  683 

welche,    jenachdem   dieselbe  für  x  oder  z  aufgelöst  wird,   die 
Formen  annimmt: 

1029)    *  =  «  +  (fEl)*o. 

1030)  z  =  \  (l  +  A0  +  x)  -  j/ 1  (l  +  A0  +  xy  —  Ix  —  a h0 . 

Um  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  in  Fig.  698  darge- 
stellte Lage  des  Gefässes  zu  finden,  hat  man  die  in  demselben 
befindliche  Wasser-  und  Luftmasse  als  mit  dem  Gefässe  zu  einem 
Ganzen  verbunden  zu  betrachten  und  die  algebraische  Summe 
der  auf  das  Ganze  wirkenden  Yerticalkräfte  gleich  Null  zu  setzen. 
Wenn   G    das    absolute    Gewicht   des  Gefässes    für    sich    allein, 

*  (=  -~öq  1  das  specifische  Gewicht  der  äusseren  atmosphärischen 

Luft  und  8t  das  specifische  Gewicht  der  eingeschlossenen  Luft 
bezeichnet  —  gemessen  bei  atmosphärischem  Drucke  oder  bei 
dem  in  Fig.  697  dargestellten  Zustande  derselben  —  so  erhält 
man  die  Bedingungsgleichung: 

1031)  0  =  y  R2  *  (a:  4  A0)  —  [7  R2  *  K  —  «  T  R2  *  ('  — *  +  *)J 

—  0t  y  r2  iz(l  —  a)  —  f  r2  it  z  —  G. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  das  erste  Glied  den  von  der  un- 
teren Seite  her  auf  das  Ganze  übertragenen  Druck,  das  zweite 
Glied  den  von  der  äusseren  atmosphärischen  Luft  auf  das  Ganze 
von  oben  her  ausgeübten  Druck  (welcher  in  der  Höhe  l  —  x  4"  8 
über  dem  Wasserspiegel  um  das  Gewicht  einer  Luftsäule  von 
dieser  Höhe  kleiner  ist,  als  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels  selbst), 
das  dritte  und  vierte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  eingeschlossenen 
Luft-  und  Wassermasse.  Aus  der  obigen  Gleichung  ergiebt  sich 
für  das  der  Eintauchungstiefe  x  entsprechende  Gewicht  G  der 
Werth: 

1032)  G  =  T  ic  |ß2  [x  +  8  (l  -  x  4-  5)]  —  r*  [z  4-  *,  (l  -  ä)]\. 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Fall,  dass  das  Gewicht  des  Ge- 
fässes allein  nicht  ausreicht,  auch  benutzt  werden  zur  Berechnung 
des  erforderlichen  Uebergewichtes,  mit  welchem  das  Gefäss  noch 
beschwert  werden  müsste,  um  bis  zu  der  vorgeschriebenen  Tiefe 
sc  einzutauchen. 

Setzt  man  z.  B.  I  =  bm,  a  =  0  und  z  =  0"\1,  so  erhält  man  aus  Glei- 
chung 1029)  für  x  den  Werth :  x  =  0,1  +  Q'\  .  10,336  =  0m,311.  Wenn  ferner 
r  =  4ro,  R  =  4ro,005,  8  —  0nt0Uö  gesetzt  wird,  und  das  Gefäss  mit  reinem 
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Wasserstoffgase  gefüllt  war  vom  spccifischen  Gewichte  st  =    *^^  ,  so  ergiebt 

sich  aus  Gleichung  1032)  für  das  zum  Hervorbringen  der  Eintauchungstiefe 
x  =  0n,,31 1  erforderliche  Gewicht  des  Gefässes  der  Werth:  G  =  10928,:>  Kü. 
Wenn  das  specitische  Gewicht  des  Materials  der  Gefässwände  gleich  8  ist,  so 
würde  bei  den  angenommenen  Dimensionen  das  Gewicht  desselben  nur 
7042,2  Kil.  (=  8000  [lt2  -  (/  -f-  6)  -  r2  *  /])  betragen,  und  es  würde  daher  cum 
Hervorbringen  jener  Eintauchungstiefe  erforderlich  sein,  das  Gefass  noch  mit 
einem  Uebergewichte  von  3886,3  Kil.  zu  beschweren. 

Setzt  man  ein  anderes  Mal  a  —  -;  l  =  2m,5  und  x  =  0,  so  erhält  man 

nach  Gleichung  1030)  z  =  1»  937  und  nach  Gleichung  1032)  G  =  —  96592,9  KiL 
Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  vertical  aufwärts  wirkende  Kraft  96  392,9 
+  7042,2  =  103  635,1  Kil.  erforderlich  sein,  um  das  Gefass  so  weit  empor  zu 
heben,  dass  der  untere  Rand  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Wasserspiegel  sich 
befindet. 

Die  beiden  Gleichungen  1029)  und  1030)  bleiben  auch  dann 
noch  gültig,  wenn  die  Eintauchungstiefe  x  grösser  ist  als  die 
ganze  Höhe  des  Gefässes,  d.  h.  wenn  das  letztere  ganz  unterhalb 
des  Wasserspiegels  sich  befindet  (Fig.  699).  Als  Gleichgewichts- 
bedingung des  eingetauchten  Gefässes  ergiebt 
sich  für  diesen  Fall  (statt  1032)  die  Gleichung: 

1033)  G^R**(l-t-l)-ir**g--8lir**(l-a). 

in  welcher  das  erste  Glied  auf  der  rechten 
Seite  den  ganzen  Auftrieb  des  mit  Luft  und 
Wasser  gefüllten  Gefässes,  das  zweite  und 
-_;  dritte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  in  dem 
,k  Gefasse  enthaltenen  Wasser-  und  Luftmasso. 
und  G  das  absolute  Gewicht  des  Gefässes  für 
sich  allein  bezeichnet. 


Fig.  699. 
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Setzt  man  z.  B^  a  ^  0,  /  =  1»,  r  —  <V,2,  R  -  0-,21, 

o  —  0™,01  und  z  =  0m,2)  80  erhält  man  nach  Gleichung 

j  |  >\  1029)  x  =  am,784,  und  wenn  das  Gefass  mit  gewöhn - 

1,293 
lieber  atmosphärischer  Luft  gefüllt,  also  *,  --  .  ^ 

...U  LJ      _      ist,   so  würde  das  Gewicht  desselben  nach  Gleichuus 

*-.-  .^  1033)  die  Grösse  G  =  114,63  Kil.  haben  müssen,  um 
bei  dieser  Eintauchungstiefe  im  Gleichgewicht  sich  zu 
befinden.  Wenn  das  specitische  Gewicht  des  Materials  der  Gef*s*wäi)<l<* 
gleich  8  ist,  so  würde  bei  den  angenommenen  Dimensionen  das  wirkliche  Ge- 
wicht desselben  nur  114,13  Kü.  betragen.  Es  würde  also,  um  bei  dieser  Ein- 
tauchungstiefe das  Gefass  im  Gleichgewicht  zu  halten,  erforderlich  sein,  d.i»- 
selbc  mit  einem  Uebergewichte  zu  beschweren,  dessen  relatives  Gericht  u» 
Wasser  0,5  Kil.  beträgt. 


Differential  -  Barometer.  f>85 

Die  obige  Gleichung  kann  auch  in  umgekehrter  Weise  be- 
nutzt werden,  um  aus  einem  gegebenen  Werthe  von  G  den  zu- 
gehörigen Werth  von  z  zu  berechnen.  Wenn  allgemein  mit  *0 
das  specifische  Gewicht  des  Materials  der  Gefässwände  bezeichnet 
wird,  so  ist 

1034)     G  =  *0  7  [R*  tu  (l  +  8)  —  r*  k  /] 

in  Gleichung  1033)  zu  substituiren ,  welche  alsdann  für  z  aufge- 
löst die  Form  annimmt: 

1035)    2  =  (Äfl_8l)J  +  ,1«_(,0-l)(^)2(*  +  S). 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  z.  B.  wurde  hieraus  der 
Werth  z  =  0^,204  sich  ergeben ,  welchem  nach  Gleichung  1029)  die  Ein- 
tauchungstiefe  x  =  2n>t856  entspricht.  Der  Gleichgewichtszustand  eines  unter- 
halb des  Wasserspiegels  schwimmenden  Luftbehälters  ist  in  allen  Fällen  em 
labiler  Gleichgewichtszustand.  Die  geringste  Yergrösserung  der  Eintauchungs- 
tiefe  würde  eine  Verkleinerung  des  Inhalts  der  eingeschlossenen  Luft  und  in 
Folge  dessen  eine  Tendenz  zum  Sinken  herbeiführen,  welche  während  des 
Sinkens  noch  zunimmt.  Die  geringste  Verminderung  der  Eintauchungstiefe 
dagegen  würde  eine  Ausdehnung  der  eingeschlossenen  Luft  und  in  Folge 
dessen  eine  Tendenz  zum  Steigen  herbeiführen,  welche  während  des  Steigen» 
noch  zunehmen  würde,  solange  bis  das  Geföss  die  Oberfläche  erreicht.  Auf 
ähnliche  Weise  würde  bei  Aenderoniren  des  auf  den  Wasserspiegel  wirkenden 
atmosphärischen  Druckes  (oder  des  demselben  entsprechenden  Barometer- 
standes) das  Gleichgewicht  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  gestört  werden. 
Ein  Steigen  des  Barometerstandes  würde  das  sofortige  Sinken  des  Apparates 
bis  auf  den  Boden ,  ein  Fallen  des  Barometerstandes  dagegen  würde  das  so- 
fortige Steigen  desselben  bis  an  die  Oberfläche  zur  Folge  haben. 

§  170. 
Differenzial  -  Barometer. 

Das  Gleichgewicht  der  in  einem  luftleeren  verticalen  Rohre 
vom  atmosphärischen  Drucke  getragenen  Wassersäule  würde  nicht 
gestört  werden,  wenn  ein  Theil  derselben  durch  einen  anderen 
Körper  von  gleichem  specifischen  Gewichte  ersetzt  würde.  Wäre 
das  Gewicht  P  dieses  Körpers  kleiner  als  das  Gewicht  7  J  einer 
Wassermasse  von  gleichem  Inhalt,  so  würde  zur  Aufrechterhal- 
tung des  Gleichgewichtszustandes  erforderlich  sein,  an  diesem 
Körper  noch  eine  vertical  abwärts  wirkende  Kraft  K  hinzuzufügen, 
welche  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Gewichte  ist.  Wenn 
man  in  diesem  Falle  den  Körper  durch  einen  Faden  mit  einem 
unterhalb  gelegenen  festen  Punkte  verbindet  (Fig.  700),  so  wird 
der  Widerstand  dieses   festen  Punktes  jene  zum  Gleichgewichte 
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erforderliche  Kraft  darstellen,  und  die  Spannung  des  Fadens  ist 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung : 

1036)  K=-iJ—P. 

Der  Aufhängepunkt  eines  bis  zur  Höhe  k  mit  Wasser  ge- 
füllten cylindrischen  Gefässes  von  der  Grundfläche  F  hat  das  Ge- 
wicht Q  des  Gefässes  und  das  Gewicht  yFh  der  in  demselben 
enthaltenen  Wassermasse  zusammengenommen  zu  tragen  (Fig.  701). 
leistet  also  den  Widerstand: 

1037)  Xt=Q  +  fFk. 

Dieselbe  Grösse  wird  dieser  Widerstand  auch  dann  noch  bei- 
behalten, wenn  ein  beliebiger  Körper  in  das  Wasser  eingetaucht 
wird,  sobald  gleichzeitig  auf  irgend  eine  Art  bewirkt  wird,  dass 
die   Wasserstandshöhe    h    dabei    umgeändert   bleibt.       Wenn   das 


Fig.  700. 


Ftg.  701. 


Flg.  702. 


Ganze  von  atmosphärischer  Luft  umgeben  ist,  so  wird  zwar  ein 
Thetl  des  ganzen  Gewichtes  von  dem  atmosphärischen  Auftriebe 
getragen,  und  in  Folge  dessen  wird  die  Kraft  Kt  eine  etwas  ge- 
ringere Grösse  annehmen;  da  indessen  der  atmosphärische  Auf- 
trieb eine  verhältnissmässig  sehr  geringe  Grösse  hat,  so  kann 
derselbe  in  diesem  Falle  unberücksichtigt  gelassen  werden. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  700  den  unteren  Wasserbehälter,  in 
welchen  das  luftleere  (unbeweglich  befestigte)  Rohr  eintaucht,  er- 
setzt durch  das  in  Fig.  701  dargestellte  Wassergefäss  und  zu- 
gleich die  Grössen  J  und  P  so  gewählt,  dass  K  =  K,  wird,  s» 
erhält   man   als   Bedingungsgleichung  für  die   in  Fig.  702  darge- 
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stellte  Gleichgewichtslage ,  bei  welcher  daB  untere  Wassergefäss, 
an  dem  eingetauchten  Körper  aufgehängt,  durch  den  Ueberschuss 
des  Auftriebes  über  das  Gewicht  desselben  im  Gleichgewichte 
schwebend  erhalten  wird ,  die  Gleichung : 

1038)  TJ«=(i»+Q)  +  7JA. 
Dieselbe  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  der  ein- 
getauchte Körper  in  Form  eines  CylinderB  von  der  Querschnitts- 
hache /  und  der  Länge  l  mit  dem  Boden  des  hängenden  Gefässes 
zu  einem  Stücke  vereinigt  wird,  wobei  alsdann  durch  eine  im 
Inneren  dieses  CylinderB  angebrachte  Aushöhlung  bewirkt  werden 
kann,  dass  der  Ueberschuss  des  Auftriebes  über  das  Gewicht 
desselben  die  erforderliche  Grösse  erhält  (Fig.  703).  Wenn  für 
diesen  Fall  die  Grösse 
««■TO3.  Fig.  704.  P+Q  als   Totalgewicht 

der   Wände    des    schwe- 

i  >      benden   Gefässes    mit   G 

bezeichnet  wird,  so  er- 
giebtsich  für  die  äusseren 
Dimensionen  des  Hohl- 
cylinders  die  Bedingungs- 
i.  gleichung: 

A»    1039)  -(fl  =G-\-iFh. 
■  Keine  von  den  Grössen 

-f,  /,  l,  G,  F  ändert  sich, 
A  wenn  in  der  Grösse  p„  des 

atmosphärischen  Druckes 
f  *     eine   Aenderung   eintritt, 

"i. ...... .  und  die  demselben  ent- 

sprechende Druckhöbe 
z.  B.  abnimmt  von  der  Grosse  A0  bis  zu  der  Grösse  h0  — x.  Es  muss 
daher  auch  die  Wasserstandshöhe  h  in  dem  hängenden  Gefasse  un- 
verändert bleiben,  während  dasselbe  in  diejenige  Gleichgewichtslage 
übergeht,  welche  diesem  verminderten  Drucke  entspricht  (Fig.  704). 
Die  Bestimmung  dieser  neuen  Gleichgewichtslage  ist  daher  eine 
rein  geometrische  Aufgabe,  insofern  es  sich  darum  handelt,  die- 
jenige Lage  des  Gefässes  aufzufinden,  bei  welcher  das  Wasser 
auf  solche  Art  in  den  beiden  Gefässen  sich  vertheilt,  dass  für 
den  Höhenunterschied  der  beiden  Wasserspiegel  die  Grösse  A0  —  x 
sich  ergiebt.     Man  findet  die  Grösse  s,  um  welche  das  hängende 
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Gefäss  bei  solcher  Druckverminderung  sich  senkt,  indem  man  den 
bei  dieser  Senkung  in  demselben  frei  werdenden  mit  Wasser  sieb 

füllenden  Raum     .  (D*  —  d2)  tc  z  der  Grösse  -.   d2  rx  gleichsetzt 

um  welche  der  Rauminhalt  der  über  dem  unteren  Wasserspiegel 
stehenden  Wassersäule  in  dem  luftleeren  Rohre  gleichzeitig  sich 
vermindert,  also  aus  der  Gleichung: 

1040)    |  (D2  _  rfJ)  *  *  =r  -J  d2  n  x    oder     z  =      f  *rfl  . 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  -=-  =  n  die  Form  annimmt: 

d 

1041)  z  =  i^ri. 

Zugleich  ergiebt  sich  für  die  totale  Senkung  des  oberen  Wasser- 
spiegels der  Werth: 

1042)  z  +  x=   -f_\. 

Diese  beiden  Gleichungen  gelten  für  negative  sowohl  als  für 

positive  Werthe  von  x,   ebenso   auch   für  den  Fall,   in   welchem 

statt  des  Wassers  eine  beliebige  andere  tropfbare  Flüssigkeit,  z.  B. 

Quecksilber,  benutzt  wird.     In  Gleichung  1038)  würde  für  diesen 

letzteren  Fall  ^  =  13  600  (statt  7  =  1000)  zu  substituiren  sein. 

Wenn  z.  B.  n  =  1,02  ist,  so  wird  z-\-x  =  25,75«  und  z  =  24,75*;  e% 
würde  also  eine  Luftdruck  -  Veränderung ,  welcher  bei  einem  gewöhnlichen 
Quecksilber  -  Barometer  eine  Höhen  -  Aenderung  der  Quecksilbersäule  tob 
20  Millimetern  entspricht,  in  diesem  Falle  bei  dem  hier  beschriebenen  Dtfere* 
zial-Barometer  bewirken,  dass  in  dem  luftleeren  Rohre  die  Höhenlage  der 
Quecksilber  -  Oberfläche  um  515  Millimeter  sich  ändert.  Gleichzeitig  wttrdr 
das  ganze  unten  hängende  Gefäss  dabei  in  verticaler  Richtung  eine  Weges- 
länge  von  495  Millimetern  zurücklegen  —  und  zwar  bei  steigendem  Luftdrucke 
aufwärts,  bei  abnehmendem  Drucke  abwärts. 


Capilel  XXIL 
Relatives  Oleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 

§  171. 

Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitende! 

Rannte. 

Um  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichte  zu  finden 
für  eine  Wassermasse,  welche  unter  Einwirkung  der  Schwerkraft 
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Fig.  705. 


in  einem  mit  der  Beschleunigung  n .  g  fortschreitenden  Gefässe 
sich  befindet,   hat  man  sich  an  jedem  Massentheilchen  m  zu  den 
wirklich  vorhandenen  Kräften  noch  die  jener  Beschleunigung  ent- 
sprechende in  entgegengesetzter  Richtung  genommene  Kraft  m  .  n  g 
hinzugefügt  zu  denken,   und  auf  die  nunmehr  als  ruhend  zu  be- 
trachtende Wassermasse  die  Bedingungen  des  absoluten  Gleich- 
gewichts   anzuwenden    (Fig.   705). 
Für  die  horizontale  und  verticale 
Seitenkraft  der  Mittelkraft  K  aus 
den  beiden  Kräften  mg  und  m.ng, 
erhält    man    (auf   ähnliche   Weise 
wie  die  Gleichungen  565  und  566 
mit  Bezug  auf  Fig.  452  gefunden 
wurden)  die  Gleichungen: 

1043)  k  sin  $  =  mng  cos  a, 

1044)  k  cos  ß  —  m  n  g  sin  a  -|-  m9i 
aus  denen  für  die  Grössen  ß  und  k  resp.  die  Werthe  sich  ergeben : 

1045)    tgß=  1  ^cw08g°  q        1046)    k  =  mgV\+n*+2nsiixa. 

Da  die  Grössen  a  und  n  unabhängig  sind  von  der  Lage  des 
betreffenden  Wassertheilchens ,  so  hat  die  Mittelkraft  k  an  allen 
Stellen  dieselbe  Richtung,  und  da  nach  §  153  die  Oberfläche 
einer  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Wassermasse  überall 
rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung  steht,  so  bildet  die  Oberfläche  in 
diesem  Falle  eine  Ebene,  welche  den  Winkel  ß  mit  der  Horizon- 
talen einschliesst. 

Für  das  Verhältnis»  der  Mittelkraft  k  zu  dem  Gewicht  m  g 
des  Wassertheilchens  ergiebt  sich  aus  Gleichung  1046)  der  Werth : 

1047)  t>  =  ]/  l~-f  W+  YW's'mV. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  vom  Wasserspiegel  befind- 
liches Flächentheilchen  ist  tt-mul  so  gross  als  derselbe  sein  würde, 
wenn  statt  der  Kräfte  k  nur  die  Gewichte  m  g  auf  die  ein- 
zelnen Wassertheilchen  wirkten,  hat  also  pro  Flächeneinheit  (nach 
Gleichung  910)  die  Grösse: 

1048)  p  =  ö.T*  =  T*  YT+n*  +2nsina. 

Für  a  =  90°  wird  ß  =  0  und  p  =  (1  +  n)  7  z,  also  für  n  =  1  wird 
p  =  2  7  z,  d.  h.  in  einem  mit  der  Beschleunigung  g  vertical  aufwärts  bewegten 
Gefässe  bildet  der  Wasserspiegel  bei  relativem  Gleichgewichtszustande  eine 
horizontale  Ebene,  und  der  Druck  im  Innern  der  Wassermasse  ist  überall 

Ritter,  Mechanik.  44 
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doppelt  so  gross,  als  derselbe  beim  Ruhezustände  des  Gefösscs  sein  würde. 

Für  a  ==r  —  90°  und  n  =  2  wird  ß  =  180°  und  p  =  -\z,  d.  h.  die  fivie  Ober- 
i  fläche  ist  in  diesem  Falle  eine  horizontale  Ebene,  welche  die  untere  Grenz- 

I  fläche  der  Wassermasse  bildet,  und  der  Druck  in  der  Höhe  z  oberhalb  <hV>* 

Wasserspiegels  ist  ebenso  gross  als  derselbe  beim  Ruhezustande  des  <jefes>e» 

in  der  Tiefe  z  unterhalb  des  Wasserspiegels  sein  würde.    Für  «  =  -  -  90*  and 

n  =  1  wird  überall  der  Druck  p  gleich  Null.    Wenn  sin  a  =  —        ist,  *o 

wird  ß  =  90°;  die  freie  Oberfläche  bildet  also  in  diesem  Falle  eine  verbale 
Ebene. 

Die  Druckvertheilung  im  Innern  eines  geschlossenen  luft- 
erfüllten Rohres,  welches  mit  der  Beschleunigung  n  .  g  in  seiner 
Achsenrichtung  fortschreitet,  ist  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der 
in  Fig.  678  dargestellten  verticalen  atmosphärischen  Luftsäule  ge- 
schehen, zu  ermitteln,  sobald  man  überall  statt  der  Gewichte  die 
n- fachen  Gewichte  in  Rechnung  bringt,    also  statt  der  Grössen  ; 

und    y0    resp.    die    Grössen    »7    und 

»Yo>   8tÄtt  des  Quotienten  **-•-  =  7992 

den  Werth     ^°     =     -     -    substituirt 

"9    Statt  Gleichung  972)  erhält  mau  also 
nach    der   in   Fig.  706  gewählten  Be- 
zeichnungsweise für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 

1049)    l  -  z  =  Jf-  lg  (JL),         1050)    ,  -  f.  lg  (* )    ud,r: 

»(1—*)  —  n* 

lüol)     p  ~  pt  .  e  =p0.e 

Wenn  z.  B.  in  einem  mit  der  Beschleunigung  n  .  g  =  10  .  g  —  98*.l  :« 
seiner  Längenrichtung  fortschreitenden  Rohre  von  lOO"  Länge  am  Vorderrad' 
der  Druck  l  Atmosphäre  betrüge,  so  wurde  am  entgegengesetzten  Kode  dtt 

10. 100 

Druck  t 1992  =1,133  Atmosphären  betragen,  und  wenn  umgekehrt  au  dir^a 
letzteren  Ende  der  Druck  1  Atmosphäre  betrüge,  so  wurde  am  Vorderen«*? 

der  Druck  von  -r~-00-  =0,8824  Atmosphären  stattfinden. 

l}loo 

§  172. 
Relatives  Gleichgewicht  im  gleichförmig  rotirenden  Baue. 

Denkt  man  sich  statt  der  in  Fig.  620  dargestellten  rotirende u 
Stange  ein  Rohr  in  horizontaler  Drehungsebene  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit (o  um  einen  seiner  Endpunkte  rotirend,  und  in 


■  -z 

• 

p. 

\p 

n 

ng 
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diesem  Rohre  eine  horizontale  Wassersäule  befindlich,  welche 
mittelst  zweier  gegen  die  Enden  derselben  gedrückten  Kolben  im 
relativen  Ruhezustande  erhalten  wird,  so  findet  man  nach  der 
in  Fig.  707  gewählten  Beziehungsweise  als  Bedingung  des  rela- 
tiven Gewichts  dieser  Wassersäule  die  Gleichung: 

1052)    p2f-p1f=MxQ^, 

welche  ausdrückt:   dass  der  Ueberschuss   des  gegen  die  äussere 

Endfläche  der   Wassersäule 

Fig.  707.  wirkenden  Druckes  über  den 

i "Z^""~q"'S'"~''~'^         gegen  die  innere  Endfläche 

-L—^^j-Lztt.    — u-ji "** 1  N»   w*rkenden  Druck  gleich  der 

l^^^^^^^^^^iP.  ^77. —3M      Centrifugalkraft'der  Wasser- 

1    \  \  ^i«v  saule  sein  muss.     In  dieser 

\  Äoa)v  Gleichung  ist   (als   Abstand 

^  des       Schwerpunktes       der 

x%<*  Wassersäule      vom      Dreh- 

punkte) x0  =  -i-  (xx  +a?2)  zu  setzen,  und  wenn  mit  y  das  Ge- 
wicht —  also  mit  -T-  die  Masse  —  eines  Cubikmeters  Wasser 
bezeichnet  wird,  so  ist  als  Masse  der  ganzen  Wassersäule 
M  —  J-f  (x2  —  x,)  zu  setzen.    Man  erhält  also  die  Gleichung: 

vj-p>f=  -]  /(»,  -*.)(-•  £-**-) •'  oder 

/>2_    P\     =  (*2_?0*  __    (X\    *»)* 

T  7  ~  lg  2g 

Wenn  hierin   die  Grössen  &-  und  ^  als   die   den    Drücken 

7  7 

p2  undp,  entsprechenden  Druckhöhen  resp.  mit  z2  undz,,  ferner 

die  Grössen  x2  a>  und  xx  m  als  Peripheriegeschwindigkeiten  der 
Endpunkte  der  Wassersäule  resp.  mit  v2  und  vt  bezeichnet  werden, 
so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


9 

Dn  f Ü.  f  = 

1053) 


vi  V1 


1054)   «,-«i=iJ-,-Jr, 

und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  die  Differenz  der  beiden  Druck- 
höhen gleich  der  Differenz  der  den  beiden  Peripherie-Geschwindig- 
keiten entsprechenden  Geschwindigkeitshöhen  sein  muss.  Wenn 
also  auf  dem  horizontalen  Rohre  an  den  Endpunkten  jener 
Wassersäule  verticale  mit  Wasser  gefüllte  Ansatzröhren  sich  be- 
fänden, so  würde  bei  relativem  Gleichgewichts-Zustande  der  gan- 

44* 


6Ö2 
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Fig.  708. 


zen  Wassermasse  die  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  in 
diesen  verticalen  Röhren   ebenfalls  gleich  der  Differenz  der  ihren 

Peripherie  -  Geschwindigkeiten   entspre- 
chenden   Geschwindigkeitshöhen     sein 

j      (Fig.  708). 

Betrachtet  man  diese  Wassermasse 
als   einen  Theil   der  in  Fig.  709  dar- 
x}    i       gestellten  um  eine  verticale  Drehachse 
\zt""  rotirenden  Wassermasse,  so  findet  man, 

_  'I  dass  der  obige  Satz  zur  Bestimmung 
•  oo  der  Höhen-Differenz  zweier  in  den  Ab- 
ständen x2  und  x{  von  der  Drehach* 
befindlicher  Punkte  des  Wasserspiegels  benutzt  werden  kann,  und 
dass  diese  Höhen -Differenz  auch  hier  gleich  der  Differenz  der 
Geschwindigkeitshöhen  jener  beiden  Punkte  sein  muss. 

Setzt  man  x !  =0,  x  j  =  x 
und  x  co  =  v ;  ferner  zx  =0 
g2=z,  so  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  Form  an: 


Fig.  709. 


1055)  *  =  -;-  = 


oder 


und  zeigt,  dass  der  Wasser- 
spiegel eine  krumme  Flacht 
bildet,  welche  als  Oberfläche 
eines  Rotations-Paraboloide* 
oder  als  die  von  einer  Pa- 
rabel bei  der  Umdrehuo; 
um  ihre  Achse  beschriebene 
Rotationsfläche  betrachte 
werden  kann.  (Vergl  (>!«- 
chung  107)  und  Fig.  404. 

Wenn  ein  um  seine  verticale  Achse  rotirendes  cylindriscbt* 
Gefäss  durch  ein  in  der  Mitte  des  Gefässbodens  einmündende 
Ansatzrohr  in  Verbindung  gesetzt  wird  mit  einem  ausserhalb 
liegenden  ruhenden  Wasserbehälter  (Fig.  710),  so  wird  der  tief>t> 
Punkt,  d.  h.  der  in  die  Drehachse  fallende  Scheitelpunkt  des  pa- 
raboloidischen  Wasserspiegels  in  gleiche  Höhe  mit  dem  äussern* 
ruhenden  Wasserspiegel  sich  einstellen,  während  die  au  der  Peri- 
pherie des  rotirenden  Gefasses  liegenden  Punkte  des  Wasserspiel* 
um  die  der  Peripheriegeschwindigkeit  entsprechende  Geschwiiidis- 
keitshöhe  z  über  den  äusseren  Wasserspiegel  sich  erheben. 
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Flg.  710. 


Es  würde  z.  B.  bei  einer  Peripheriegeschwindigkeit  des  rotirenden  Ge- 
toses von  28  Metern  pro  Secunde  das  Wasser  am  Rande  desselben  um  die 

282 
Höhe  z  =  ygg-  =  40m    über   den    äusseren   Wasserspiegel    sich    erheben. 

Wären  in  der  Wand  des  rotirenden  Gefasses  Oeffnungen  angebracht  in  einer 

Höhe  von  weniger  als  40  Metern  über  dem 
äusseren  Wasserspiegel,  so  würde  das  Wasser 
durch  diese  Oeffnungen  ausfliessen.  Es  kann 
daher  ein  solches  rotirendes  Gefass  (als 
Centrirugalpumpe)  benutzt  werden,  um  Wasser 
aus  einem  tiefer  liegenden  in  einen  höher 
liegenden  Behälter  hinüber  zu  befördern. 
Den  gleichen  Zweck  würde  man  auch  da- 
durch erreichen  können,  dass  man,  anstatt 
das  ganze  Gefass  rotiren  zu  lassen,  nur  die 
in  demselben  befindliche  Wassermasse  in 
Drehbewegung  versetzt  —  etwa  mittelst 
einer  innerhalb  des  ruhenden  Gefasses 
rotirenden  Welle,  welche,  mit  Armen  oder 
Flügeln  versehen,  die  Wassermasse  zwingt, 
an  der  Drehbewegung  mit  theilzunehmen. 

Denkt  man  sich  zwei  feste  Hori- 
zontal-Ebenen   durch    die    rotirende 
Flüssigkeit    hindurch    gelegt,    so   findet   man,    dass   der   Gleich- 
gewichtszustand des  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  befindlichen 

Theiles  der  Flüssigkeit  keine  Störung  erleiden 
würde,  wenn  die  oberhalb  der  oberen  und 
unterhalb  der  unteren  Ebene  liegenden  Theile 
der  Flüssigkeit  ganz  hin  weggenommen  würden. 
Es  können  daher  zur  Bestimmung  des  an 
irgend  einer  Stelle  im  Inneren  der  rotiren- 
den Wassermasse  stattfindenden  Druckes  die 
Gleichungen  1053)  und  1054)  auch  dann 
noch  benutzt  werden,  wenn  die  obere  Rand- 
linie und  der  Scheitelpunkt  der  paraboloidi- 
schen  Oberfläche  resp.  oberhalb  und  unter- 
halb —  also  beide  ganz  ausserhalb  —  des 
rotirenden  Gefasses  liegen,  wie  bei  dem  in 
Fig.  711  dargestellten  Falle.  Der  Druck- 
Differenz  zwischen  den  beiden  in  der  Figur 
durch  ihre  Peripherie -Geschwindigkeiten  V  und  t;  bezeichneten 
Stellen  entspricht  eine  Druckhöhe  z,  welche  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Geschwindigkeitshöhen   ist,   und  da  an  der  mit  v  be- 
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zeichneten  Stelle  als  einem  in  der  Oberfläche  liegenden  Punkte 
der  Druck  gleich  Null  ist,  so  hat  an  der  mit  I'  bezeichneten 
Stelle  der  Druck  die  Grösse: 

1056)  P 


K— •)-i(£-£)-t£-(i--S:)- 


Wenn  z.  B.  ein  cyhndrisches  Gefass  vom  Halbmesser  ii  =  0™,6  mit  ein« 
Geschwindigkeit  von  1300  Umdrehungen  pro  Minute  oder  mit  der  Peripherie- 
Geschwindigkeit  r=75"',4  pro  Secunde  um  seine  Achse  sich  dreht,  so  tut 
die  der  Peripherie  -  Geschwindigkeit  entsprechende  Geschwindigkeitsböbe  die 
Grosse  11=-^—  =290",  und  wenn  daB  Gefäss  so  weit  gefallt  ist,  das»  in 
Boden  desselben  die  Dicke  der  Wasserschicht  die  GröBseR — r  =  — ,-.  Ä  =  0*,3 
hat,  so  entspricht  der  Druck  an  der  Peripherie  des  Gefäsabodens  einer 
Wassersäule  von  der  Höhe  #=290  (l  —  ■.-)  =  317-.5.  Wenn  dagepo 
die  Dicke  dieser  Wasserschicht  nur  ein  Zehntel  des  Halbmessers  betrüge,  h> 
würde  der  Druck  einer  Wassersäule  von  der  Höhe  #=29o(l  —  ^ )  =  ä5-.I 
entsprechen. 

Da  die    Druckhöhe   s  nur    von   den    Peripherie  -  Geschwindigkeiten  dn 

äusseren  und  inneren  Peripherie   des   flüssigen  Ringes   abhängt,    so   kann  dir 

obige  Gleichung    zur  Bo-tint- 

Fig.  712.  mang  dieser  Druckhöhe  auch 

R  -  dann   noch    benutit    weiden. 

'"'*'" wenn    das    rotirende    Gefass 

statt  des  Wasser«  irgend  eine 
andere  tropfbare   Flüssigkeit 
wie  z.  B.  flossiges  Metall  ein- 
hält.   Wenn  bei  dem  Gie^'o 
eines      metallenen     Radreif  >■" 
vom      äusseren       Haibin  esser 
R  =  (T°fi  in  einer  rolirenden 
Gussfonu,  welche  pro  Minwt 
1300  Umdrehungen  macht,  der 
flüssige    Ring  die  Dicke  H  —  r  =  0-.06  erreicht  hat    (Fig.  712),   so  ist  der 
Druck  an  der  äusseren  Peripherie  desselben  ebenso  gross  als  derselbe  sein 
wurde,   wenn  (Iber  der  ruhenden  Gussfonn  eine  flüssige  Metall-Säule  von  der 
Höhe  z  =  Ö5™,1  stände. 

Deukt  man  sich  das  in  Fig.  707  dargestellte  Rohr  mit  Luft 
statt  mit  Wasser  gefüllt,  so  findet  man,  dass  die  Gleichnu£t-n 
1053)  und  1054)  auch  für  diesen  Fall  noch  gültig  bleiben  würaVii. 
sobald  der  dem  Druckunterschied  p2  —pt  entsprechende  Unter 
schied  der  Dichtigkeit  klein  genug  ist,  um  vernachlässigt  werden 
zu  können,   d.  h.  sobald  die  Dreh  gesell  windigkeit   und  die  Läiu:< 


Relatives  Oleichgewicht  im  gleichförmig  rotirenden  Räume. 
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der  Luftsäule  verhältnissmässig  klein  sind.  Für  den  Fall,  dass 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  hat  man  sich  die  ganze  Länge 
der  Luftsäule  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt  zu  den- 
ken, um  zunächst  für  die  in  einem  solchen  Theile  enthaltene  Masse 

m  =  — /A  die  Gleichgewichtsbedingung  aufzustellen,  indem  man 

die  Druckdifferenz  zf  gleich 
der  Centrifugalkraft  mxta2 
setzt  (Fig.  713).  Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 


Fig.  713. 


K 


*r 


mw* 


ft 


■q:--«Pj— 


-& 


$' 


CO 


oder 


1057)  e/=  T-/A* 

ff 

—  =  —  x  A, 
T  9 

welche  nach  Substitution    des 
aus  dem  Mariotte'schen  Gesetze 

sich  ergebenden  Werthes  7  =  —  ?0  die  Form  annimmt: 


1058) 


7o 


(t)  -  f  *•  * 


P  /         9 

Durch  Summation  der  auf  gleiche  Weise  für  alle  einzelnen 
Abschnitte  A  aufzustellenden  Gleichungen  erhält  man  alsdann  die 
Gleichung : 


1059)    &j(l)  =  i-J(»4n 


in  welcher  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §  161  zu  bestimmen  ist,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Grösse  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  die  in  Gleichung 
1053)  auf  der  rechten  Seite  stehende  Grösse.  Es  gilt  also  für 
diesen  Fall  die  Gleichung: 


oder 


7992  lg  (**-)=-£-£. 

B  \PiJ        %9       %9 


Setzt  man  v ,  =  0  und  —  wie  bei  den  vorigen  Zahlenbeispielen  —  die 
der  Peripherie-Geschwindigkeit  des  Gefasses  entsprechende  Geschwindigkeits- 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integralrechnung: 

Pn  f'dp  =^l"xdx  oder  &  ,  (PA  =  •!  (Jizi) 


•    ' 
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höhe  -~-  =  290™,  so  erhält  man  für  das  Verhältniss  des  Druckes  an  der 

290 

Peripherie  zu  dem  Drucke  in  der  Mitte  den  Werth:  "-  =  c799*  =  1,0969, 

P\ 
während  aus   Gleichung  1053)  —  welche,  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt 

Pi  ~~Pl  =  290  oder  ^L  /£l  —  A  =  290  —  der  nur  wenig  von  dem  obigen 

v  290 

abweichende  Werth  -—  »  1  -f-      '        =  1,0363  sich  ergeben  würde. 


Achter  Abschnitt. 
Dynamik  flüssiger  Kür  per. 


Capilel  HUI. 
Ausfluss  des  Wassers. 

§  173. 
Ansflnssgesch  windigkeit. 

Der  Gleichgewichtszustand  einer  unter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindlichen  WassermaBse  erfordert,  (Inas  sämmtüche  Punkte 
ihrer  freien  Oberfläche  in  einer  und  derselben  Horizontal -Ebene 
liegen.  Wenn  zwei  Wasserbehälter,  deren  Wasserspiegel  in  ver- 
schiedenen Höben  liegen,  durch  ein  horizontales  Zwischenrohr 
mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden  (Fig.  714),  so  wirken 
T,    714  auf  die  beiden  Endflächen  der 

in  letzterem  enthaltenen  hori- 
zontalen Wassersäule  ungleiche 
Drücke  ifH  und  -j/Ä.  Durch 
die  Differenz  dieser  beiden 
H  Drücke     «wird      die      anfangs 

A  ruhende  Wassersäule  in  Be- 
wegung gesetzt,  also  eine  be- 
schleunigte Bewegung  hervor- 
gebracht ,  und  die  Beschleu- 
nigung dieser  Bewegung  ist  im 
Anfange  gleich  dem  Druck  -  Ueberschuss  ifH  —  7/A  dividirt 
durch  die  Masse  jener  Wassersäule. 

Bei  dem  Vorrücken  der  Wassersäule  längs  des  horizontalen 
Verbin  du  ngs  röhr  es  treten  am  Vorder  ende  derselben  fortwährend 
Wassertheilchen   aus   dem    Rohre   heraus,    während   am   anderen 
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Kode  stets  ebenso  grosse  Quantitäten,  in  das  Rohr  hmeintretend. 
an  die  in  Bewegung  begriffene  Wassersäule  sich  anschliessen.  In 
folge  dessen  sinkt  der  höher  liegende,  und  steigt  der  tiefer 
liegende  von  den  beiden  Wasserspiegeln.  Wenn  jedoch  —  wie 
hier  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Querschnittsfläche  /  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  zu  den  beiden  Wasserspiegel-Flächen,  so 
dürfen  die  beiden  Druckhöhen  H  und  h  während  der  Ausfluss- 
bewegung als  unveränderliche  Grössen  betrachtet  werden,  und 
man  darf  in  diesem  Falle  annehmen,  dass  trotz  der  partiellen 
Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Rohres  und  in  der  Nähe 
der  beiden  Enden  desselben  doch  im  Innern  jedes  der  beiden 
Wasserbehälter  der  Druck  dieselbe  Grösse  behält,  wie  wenn  die 
Wassermasse  daselbst  im  Ruhezustande  sich  befände:  dass  also 
die  treibende  Kraft  *[f(H —  h)  während  der  Ausflussbewegung 
unverändert  bleibt. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  der  in  dem  Rohre  sich  bewegenden 
Wassersäule  (oder  die  Ausflussgeschwindigkeit)  zu  einer  gewissen 
Zeit  die  Grösse  v  erreicht  hat,  so  ist  die  in  dem  nächstfolgenden 
Zeittheilchen  t  von  derselben  zurückgelegte  Wegeslänge  gleich 
v  .  t  ,  und  die  von  jener  treibenden  Kraft  während  dieses  Zeit- 
theilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit  hat  die  Grösse: 

1061)  H  =  T/(//~  h)vx. 
Da  nach  §  148  das  Wasser  als  eine  Flüssigkeit  von  unveränder- 
lichem Rauminhalt  betrachtet  werden  darf,  und  demgemäss  die 
Summe  der  von  den  inneren  Kräften  (nämlich  von  den  Druck- 
kräften zwischen  den  benachbarten  Wassertheilchenj  verrichteteu 
mechanischen  Arbeiten  stets  gleich  Null  zu  setzen  ist  (vergl.  §  91). 
so  darf  man  annehmen,  dass  jene  mechanische  Arbeit  lediglich 
auf  Erzeugung  einer  gleich  grossen  Quantität  von  lebendiger 
Kraft  verwendet  wird. 

An  der  Stelle,  wo  das  Wasser  in  das  horizontale  Rohr  ein- 
tritt, gehen  beständig  Wassertheilchen  aus  dem  Ruhezustände  in 
Bewegung  über,  wird  also  fortwährend  neue  lebendige  Kraft  er- 
zeugt. Die  während  jenes  Zeittheilchens  t  in  das  Rohr  ein- 
tretende Wassermenge   hat   den  Inhalt  i=fvx  und  das  Gewicht 

mg  =  -\fvt%   also  die  Masse  m  -■—  -*   /«"c.      Es   wird  daher  au 

dieser  Stelle  während  der  Zeit  t  die  lebendige  Kraft  erzeugt: 

Kies)   ■»;*  =  J/«  V- 

Die   ganze   während  der  Zeit  t  verrichtete   mechanische  Arbeit  S 
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kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft  der  bereits  in 
Bewegung  begriffenen  Wassermasse  zu  vermehren,  und  der  andere 
Theil  darauf  verwendet  wird,  den  in  das  Rohr  eintretenden  vor- 
her ruhenden  Wassertheilchen  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen. 
Dieser  letztere  Theil  wird  einen  um  so  grösseren  Bruchtheil  des 
Ganzen  bilden,  je  grösser  die  Ausflussgeschwindigkeit  v  bereits 
geworden  ist,  kann  aber  niemals  grösser  als  das  Ganze  werden. 
Die  Ausflussgeschwindigkeit  v  kann  daher  diejenige  Grösse  nie- 
mals überschreiten,  bei  welcher  die  an  der  Eintrittsstelle  zu  er- 
zeugende lebendige  Kraft  für  sich  allein  schon  die  ganze  gleich- 
zeitig verrichtete  mechanische  Arbeit  in  Anspruch  nimmt.     Durch 

Gleichsetzung  der   beiden   für  -™-~  und  für  31  gefundenen  Aus- 

drücke  erhält  man  demnach  für  diese  Grenze  der  Ausflussge- 
schwindigkeit die  Gleichung: 

1063)    -7-/ v  t  ■£  =  tf(H  —  h)  v  x    oder    v  =  V2g(H—  h). 

Die  anfangs  beschleunigte  Bewegung  der  Wassertheilchen 
längs  des  Ausflussrohres  geht  allmälig  in  eine  gleichförmige  Be- 
wegung über;  es  tritt  ein  Beharrungszustand  ein,  bei  welchem  ein 
ferneres  Wachsen  der  Ausflussgeschwindigkeit  nicht  mehr  statt- 
findet, und  die  diesem  Beharrungszustande  entsprechende  Aus- 
flussgeschwindigkeit ist  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welche 
ein  frei  fallender  Körper  erlangen  würde  beim  Herabfallen 
von  einer  Höhe,  welche  gleich  der  Differenz  der  beiden  Druck- 
höhen ist. 

Wenn  man  in  der  oben  gefundenen  Gleichung  statt  der 
Druckhöhen  H  und  h  resp.  die  denselben  entsprechenden  Drücke 
P=  y  H  und  p  =  y  A  einführt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 


1064)    v  =  y*g(f)-* 


und  kann  in  dieser  Form  zur  Bestimmung  der  Ausflussgeschwin- 
digkeit auch  dann  noch  benutzt  werden,  wenn  zugleich  in  jedem 
der  beiden  Wasserbehälter  auf  die  Oberfläche  des  Wassers  noch 
ein  gewisser  Druck  wirkt:  sobald  mit  P  und  p  resp.  die  wirk- 
lichen —  d.  h.  die  mit  Berücksichtigung  jener  auf  die  Obei> 
flächen  wirkenden  Drücke  zu  bestimmenden  —  Drücke  pro 
Flächeneinheit  gegen  die  verschlossen  gedachte  Ausflussmündung 
bezeichnet  werden.   Die  Gleichung  1063)  kann  ebenfalls  für  diesen 
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Fig.  715. 


letzteren  Fall  als  gültig  bleibend  betrachtet  werden:  sobald  darin 
einer  jeden  von  den  beiden  Grössen  H  und  h  resp.  die  Bedeutung 
„der  dem  Totaldrucke  entsprechenden  Druckhöhe u  beigelegt  wird, 
d.  h.  der  wirklichen  Höhe  des  betreffenden  Wasserspiegels  über 
der  Ausflussmündung  vermehrt  um  diejenige  Höhe,  welche  eine 
auf  dem  Wasserspiegel  ruhende  Wasserschicht  haben  müsste,  um 
den  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Druck  hervorzubringen. 

Wenn  man  statt  dessen  mit  H  und  A  —  wie  früher  —  die 
wirklichen  Höhen  der  beiden  Wasserspiegel  über  der  Ausfluss- 
mündung  bezeichnet,  und  mit  P  und  p  resp.  die  auf  die  Ober- 
flächen wirkenden  Drücke,  so  erhält  man  für  die  Ausflussge- 
schwindigkeit die  allgemeine  Gleichung: 

1065)    t,  =  |/2<7[(Ä  +  -^)-(A  +  -?-)]7 

Dasselbe  Beweisverfahren,  welches  zum  Auffinden  dieser  all- 
gemeinen Gleichung  führte,  lässt  sich  auch  auf  den  in  Fig.  715 

dargestellten  Fall  anwenden,  bei  wel- 
chem die  Ausfluss-Oeffnung  in  der 
horizontalen  Bodenwand  —  statt  in 
der  verticalen  Seitenwand  —  des 
Ausflus8-Gefässes  sich  befinden.  Die 
obige  Gleichung  kann  daher  auch  für 
diesen  Fall  als  gültig  betrachtet  wer- 
den und  nimmt,  wenn  die  Differenz 
der  beiden  totalen  Druckhöhen  mit 
z  bezeichnet  wird,  die  einfachere 
Form  an: 

1066)    v  =  Y2~gz. 

Die  in  dem  Zeittheilchen  t  ausfliessende  Wassermenge  bildet 
eine  Wassersäule  von  der  Länge  vx  und  vom  Querschnitte/,  hat 
also  den  Rauminhalt  fvx.  Um  dieselbe  Grösse  nimmt  die  in 
dem  Gefässe  enthaltene  Wassermenge  während  dieses  Zeittheilchen* 
ab.  Für  die  Geschwindigkeit  w,  mit  welcher  der  Wasserspiegel 
in  dem  Ausfluss-Gefässe  sich  senkt,  erhält  man  also,  wenn  mit  F 
der  Flächeninhalt  dieses  Wasserspiegels  bezeichnet  wird,  die 
Gleichung : 

1067)    Fwz=fvz    oder    w  =  -£  v. 

Unter  Voraussetzung  einer  prismatischen  oder  cylindrischen 
Form  des  Gefässes  (Fig.  716)   darf  man  annehmen,  dass  die  im 


P 
f 
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Innern  desselben  unterhalb  des  Wasserspiegels  befindlichen  Wasser- 
theilchen  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  w  sinken.     Die  obige 

Gleichung  zeigt  daher:  dass  die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  Wassertheilchen  sich  bewegen, 
bevor  dieselben  zum  Ausflüsse  gelangen,  nur 
dann  als  verschwindend  klein  betrachtet  werden 
darf,  wenn  den  früher  gemachten  Voraus- 
setzungen entsprechend  das  Verhältniss  -^  einen 

sehr  kleinen  Werth  hat.  Für  den  Fall,  dass  diese 
Bedingung  nur  ungenügend  erfüllt  ist,  würde  für 
die  während    der   Zeit  x  an  der  Ausflussstelle 
erzeugte    lebendige    Kraft   statt    des   in    Gleichung   1062)    ange- 

gebenen  Werthes  -^~ 0  der  Werth: 

tnao\     mf>2        mu)2        mf>2  l\        P  \ 
1068)     -g _  =  __^i__j 

zu  substituiren  sein,  und  nach  Gleichung  1061)  würde  —  wenn 
darin  die  Grösse  y/i?t  als  das  Gewicht  der  während  des  Zeit- 
theilchens  x  ausfliessenden  Wassermenge  gleich  mg  gesetzt,  und 
die  Druckhöhen  -  Differenz  H — h  mit  z  bezeichnet  wird,  —  die 
während  dieses  Zeittheilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit 
$L  =  mgz  zu  setzen  sein.  Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden 
Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

1069)     mgz^-^ 2~  =  ~2~V~~w)    °der 


— 1/-7 


J2      ' 

Die  Bedingung  des  Unveränderlichbleibens  der  Druckhöhe  z  würde 
man  sich  in  diesem  Falle  dadurch  erfüllt  denken  können:  dass 
in  dem  Gefässe  oben  ein  Zufluss  stattfindet,  durch  welchen  die 
in  dem  Gefässe  enthaltene  Wassermenge  unveränderlich  erhal- 
ten wird. 

§  174. 
Ausflussmenge. 

Wenn  die  Druckhöhen  —  und  in  Folge  dessen  auch  die  Aus- 
flussgeschwindigkeiten —  an  allen  Stellen  der  Ausflussöffnung 
gleiche  Grössen  haben,  so  findet  man  die  in  jeder  Zeiteinheit 
ausfliessende   Wassermenge,    indem   man   den   Inhalt  einer  pris- 
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matischen  Wassersäule  berechnet,  deren  Lunge  gleich  der  Ans- 
flussgeschwindigkeit,  und  deren  Querschnitt  gleich  der  Müudungs- 
fläche  ist.  Wenn  dagegen  die  Druckhöheu  an  verschiedenen 
Stellen  der  Ausflussöffuuug  verschiedene  Grössen  haben  —  wie 
z.  B.  bei  dem  Ausfluss  in  den  leereu  Raum  aus  einer  Oefinung 
der  verticalen  Seiten  wand  des  Ausflussge  fasse  s  (Fig.  717  und 
Fig.  718)  —  so  hat  man  sich  die  Querschnittsfläche  des  aus- 
fliessenden Wasserstrahles  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  /erlegt 
zu  denken,  und  für  jeden  Theil  einzeln  genommen  die  Ausfluß- 
menge nach  der  obigen  Regel  zu  bestimmen;  durch  Summation 
der  auf  solche  Weise  gefundenen  Grössen  erhält  man  alsdann  die 
totale  Ausflussmenge. 


Flg.  717. 


Flg.  718. 


Fig.  719. 


An  der  Stelle  P  (Fig.  717)  hat  die  Ausflussgeschwindigkeil 
nach  Gleichung  1066)  die  Grösse  v  =  ~\f2gz,  und  ein  in  dieser 
Höhe  befindlicher  horizontaler  Flächenstreifen  von  der  Breite  * 
und  der  unendlich  kleinen  Höhe  X  (Fig.  718)  liefert  zu  der  ganzen 
Ausflussmeuge  den  Beitrag  bk.v.  Hei  der  angenommenen  Rechtevk- 
form  der  Ausflussöffnung  bildet  die  Grösse  6  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  der  von  sämmtlichen  Flächenstreifen  gelieferten  Bei- 
träge; die  ganze  pro  Zeiteinheit  ausfliegende  Wassermenge  bat 
also  den  Inhalt: 

1070)    J=rI(bXv)  =  b2(vk).*) 

Wenn  mau  zur  Bestimmung  des  Ausdrucks  £(eX)  das  üeseu,  W* 
welchem  v  mit  i  sieh  Ändert,  auf  die  in  Fig.  719  angedeutete  Weise  gr*phi*ek 


•)   Nach  der  Bezelchuuugsweise   der  Integralrechnung  würde  diese  tilrh 
cuung  die  Form  annehmen : 

r" " "     r"  -  r" 
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darstellt,  so  findet  man,  dass  die  Curve  AJSF,  welche  das  Wachsen  der 
Geschwindigkeit  mit  zunehmender  Tiefe  veranschaulicht,  eine  Parabel  bildet, 
deren  Scheitelpunkt  A  in  der  Ebene  des  Wasserspiegels  liegt,  und  dass  in 
dieser  Figur  die  Grösse  l(vX)  als  Summe  der  zwischen  den  Horizontalen  BE 
und  DF  liegenden  horizontalen  Flachenstreifen  durch  die  Fläche  BEF 1) 
aargestellt  erscheint,  so  wie  der  Ausdruck  £(*A)  als  Summe  der  zugehörigen 
zwischen  den  verticalen  ME  und  NF  liegenden  verticalen  Flächenstreifen 
in  gleicher  Weise  durch  die  Fläche  MEF N  repräsentirt  wird.  Nach  der  in 
Fig.  719  angegebenen  Bezeichnung  ist  also: 

1071)  2(v\)  =  CH-ch-l(eb). 

Zur  Bestimmung  des  Ausdruckes  2(sA)  hat  man  z=  —  zu  substituiren  und 

erhalt  (mit  Benutzung  der  in  §  95  gefundenen  Summationsformel  442)  die 
Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  Ci=2gH  und  c**e:2gh  die  Form 
annimmt: 

Aus  Gleichung  1071)  ergiebt  sich  hiernach  für  die  gesuchte  Grösse  der  Werth : 

1072)  Z(t?X)  =  ~(C//-cÄ). 

Wenn  man  den  hier  gefundenen  Werth  in  Gleichung  1070) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  in  jeder  Zeiteinheit  ausfliessende 
Wassermenge  die  Gleichung: 

1073)    J=A-b(CH—  ch)z=-^-bV2J(HVH—hVk), 
welche  für  den  Fall,  in  welchem  ä  =  0  ist,  die  Form  annimmt: 
1074)    J=-J  bHV2gH 

und  in  dieser  letzteren  Form  zeigt,  dass  die  bei  einem  Ueberfalle 
ausfliessende  Wassermenge  so  gross  ist  wie  diejenige  Wasser- 
menge,   welche   sich  ergeben  würde,   wenn   sämmtliche   Wasser- 

theilchen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  ~^y2gH  zum   Aus- 

fluss  gelangten. 

§  175. 
Ausflusszeit. 

Wenn  aus  der  horizontalen  Boden  -  Oeffnung  /  eines  cylindri- 
schen   oder  prismatischen   Gefässes  (Fig.   720)   das  Wasser  mit 

der  Geschwindigkeit   v  =  [/  2g z  ausfliesst,  während  oben  kein 
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Znfluss   stattfindet,   so  vermindert   sich    die   in  dem  Gefässe  ent- 
haltene Wassermenge  pro  Zeiteinheit  um  die  Grösse /t>;  in  Folge 
dessen   sinkt   der   Wasserspiegel,    und  zwar 
Flg.  730.  nach  Gleichung   1067)    mit    der   Geschwin- 

digkeit : 

r  WS)  »--£.= Y^-fif'- 

ff  Wenn    ein    materieller   Punkt    eine    gleicb- 

'■     formig    verzögerte   Bewegung  ausfuhrt   und 

I  i  seine  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  um 

p  abnimmt,    so  wird  in   dem   Augenblicke. 

rl  wo  derselbe  noch  um  die  Strecke  z  von  dem 

Endpunkte    seiner    Bewegung    entfernt    ist, 

seine  Geschwindigkeit  gleich  ]/  Ups  geworden  sein,  und  die  Zeit 

welche   der  Punkt  zum  Zurücklegen   der  noch   übrigen  Strecke  * 

braucht,  hat  die  Grösse  t=y— .  Setzt  man  hierin  p  =  g£- 
so  erhält  man  für  die  Zeit,  nach  welcher  der  Wasserspiegel  den 
Boden  des  Gefässes  erreicht,  die  Gleichung: 

.io76)  i-ys^" 

und  für  die  Zeit,  in  welcher  die  WassersUuidshöhe  von  11  bis  k 
abnimmt,  die  Gleichung: 


.077)    ,_*(^_^H) 


Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Zeit  berechnen,  in  welcher 
den   in   Fig.   721   dargestellten   beiden   Gefässen   die  Wasser- 
standshöhe des  einen  so  weit  sinkt. 
18        *  und  die  des  anderen  so  weit  steigt 

bis  die  beiden  Wasserspiegel  in  einer 
und  derselben  Höhe  liegen.  Di« 
Ausflussgeschwindigkeit  bat  die 
Grösse : 

—  ViiiTfij 

und    für    die    Geschwindigkeit    des 
— ;*  sinkenden  Wasserspiegels  erhält  man 

die  Gleichung: 

io78)  .=-£.. _y'»( -£-(*+«> 
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Die  Wassermenge,  welche  aus  dem  einen  Gefässe  ausfliesst,  ist 
dieselbe,  welche  in  das  andere  hineinfliesst,  also  ist: 

1079)    %x<=Fz    oder    x  =  ^-z. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  für  x  nimmt  die  vorige  Glei- 
chung die  Form  an: 


1080)    »=1/2  [?£(!+£)] 


und  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels 
in  jeder  Secunde  um  die  Grösse: 


p=*£(i+f) 


abnimmt.    Für  die  Zeit,  in  welcher  derselbe  die  Strecke  z  zurück- 
legt, erhält  man  also  die  Gleichung: 


'  -  1H- = V 


2z  F2S 


welche  nach  Substitution   des  Werthes  z  -f-  x  =  z  (\  -f-  ^\  =  h 
die  Form  annimmt: 

108D  «-tüI?»- 

Wenn  F  so  gross  ist,  dass  das  Verhältniss  -~f  gleich  Null  gesetzt 

werden   kann,   so   ergiebt   sich   hieraus  für  die  Füllungszeit  des 
kleineren  Gefässes  die  Gleichung: 


1082)    i  =  Aj/**- 


9 

welche  auch  für  kleinere  Werthe  von  F  noch  gültig  bleibt,  so- 
bald die  Wasserstandshöhe  in  dem  Ausflussgefässe  durch  Zufluss 
unveränderlich  erhalten  wird. 

Für  den  Fall,  dass  die  horizontale  Querschnittsfläche  des 
Ausflussgefässes  nach  oben  hin  proportional  der  Höhe  über  der 
Aufiflussöffnung  zunimmt  —  wie  z.  B.  bei  einer  Schale  von  der 
Form  eines  Rotations  -  Paraboloides  (Fig.  722)  oder  bei  einem 
liegenden  dreiseitigen  Prisma  (Fig.  723)  —  würde  man  nach  der 
in  den  Figuren  angegebenen  Bezeichnungsweise  zu  setzen  haben: 

1083)    -fr  — -f    oder    g  =  -f- .  *, 
und    für   die  Geschwindigkeit  des    sinkenden  Wasserspiegels   in 
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dem  Augenblicke,  wo  derselbe  in  der  Höhe  z  über  der  Ausflug 
Öffnung  sich  befindet,  die  Gleichung  erhalten: 

1084)    «>  =  -£■  V~2g 
Flg.  732. 


Die  Zeit  t,  in  welcher  der  sinkende  Wasserspiegel  bei  dieser  Ge- 
schwindigkeit die  unendlich  kleine  Strecke  A  zurücklegt,  ist  zo 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1085)  wt  =  A    oder   x  =  A.  =  707=^  (A  Yz\ 

und  für  die  ganze  Ausflusszeit  erhält  man  einen  Ausdruck  von 
der  Form: 

1086)  1-2(0  =7r^-srJ(AK4 

Die  Bedeutung  des  Ausdrucks  2  (A  ]A)  kann  man  sich  auf  die 
in  Fig.  724  dargestellte  Weise  durch  die  Fläche  ABC  ver- 
anschaulichen, deren  Begrenzungslinie  A  B  die  Form  einer  Para.br! 
hat,  und  für  deren  Flächeninhalt  man  (auf  gleiche  Weise,  vir 
mit  Bezug  auf  Fig.  719  erklärt  wurde)  die  Grösse  -j-  A  J/Ä  findet. 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Ausflusszcit 
die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  mit  c  =  V  2 g h  die  aufänghcbe 
Ausflussgeschwindigkeit,  und  mit  J*=-^-Fk  der  ganze  Inhalt  des 
Gefässes  bezeichnet  wird,  die  Form  an: 

1088)    l~f-£-, 
und  zeigt,  dass  die  Ausflusszeit  -_-  mal  so  gross  ist  als  diejenige 
Zeit,  in  welcher  die  gleiche  Quanittät  bei  constanter  AushW 
geschwindigkeit  c  ausfliessen  würde. 
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Soll  die  Geschwindigkeit  to  =  -^V2gz  des  sinkenden  Wasser- 
spiegels während  des  Sinkens  unverändert  bleiben,  so  muss  der 
Horizontal-Querschnitt  g  der  Grösse  J/z  proportional  sich  ändern, 
was  z.  B.  dann  der  Fall  sein  würde,  wenn  von  den  zwei  recht- 
winkelig zu  einander  durch  die  Achse'  gelegten  Verticaldurch- 
schnitten  des  Gefässes  der  eine  die  Form  eines  Rechtecks  und  der 
andere  die  in  Fig.  722  dargestellte  parabolische  Form  hätte. 

§  176. 
Hydraulischer  Druck« 

Der  Druck,  welchen  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  die  in 
Bewegung  begriffenen  Wassertheilchen  auf  die  Gefässwände  und 
auf  einander  gegenseitig  übertragen,  ist  im  Allgemeinen  ver- 
schieden von  demjenigen  Drucke,  welchen  unter  sonst  gleichen 
Umständen  bei  verschlossener  Ausflussöffnung  das  im  Ruhezustände 
befindliche  Wasser  in  gleicher  Tiefe  unterhalb  des  Wasserspiegels 
ausüben  würde  -  d.  h.  verschieden  von  dem  hydrostatischen 
Drucke  —  und  wird  zum  Unterschiede  von  dem  letzteren  der 
„hydraulische  Druck"  genannt.  Um  die  Messbarkeit  und  die 
Grösse  des  hydraulischen  Druckes  sich  zu  veranschaulichen ,  hat 
man  sich  an  der  betreffenden  Stelle  des  Ausflussgefässes  ein  ver- 
ticales  oben  geschlossenes  luftleeres  Rohr  angesetzt  zu  denken: 
die  Höhe  der  Wassersäule,  welche  in  diesem  Rohre  stehend  dem 
hydraulischen  Drucke  das  Gleichgewicht  halten  würde,  ist  als 
die  dem  hydraulischen  Drucke  entsprechende  Druckhöhe  zu  be- 
trachten. 

Wenn  man  auf  die  bereits  in  Fig.  642  und  Fig.  715  ange- 
deutete Weise  den  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  auf  die 
Wasseroberfläche  wirkenden  Druck  P,  ebenso  auch  den  ausserhalb 
des  Gefässes  auf  den  Wasserspiegel  über  der  Ausflussmündung 
wirkenden  Gegendruck  p,  beide  auf  Druckhöhen  reducirt  — 
d.  h.  wenn  man  sich  statt  dieser  Drücke  auf  jedem  der  beiden 
Wasserspiegel  eine  Wasserschicht  ruhend  denkt  von  derjenigen 
Höhe,  welche  dieselbe  haben  müsste,  um  durch  ihr  Gewicht  den 
betreffenden  Druck  hervorzubringen  —  und  wenn  die  auf  solche 
Weise  zu  ermittelnde  Differenz  der  beiden  Totaldruck-Höhen  über 
der  Ausflussmündung  mit  h  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  nach 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  (Gleichung  1069)  für  die  Aus- 

45* 


Achter  Abschnitt.    Cap.  XXXII.    §  176. 


flussgeschwindigkeit  v  bei  der  in  Fig.  725  gewählten  Bezeichnungs- 
weise  die  Gleichung: 


1089) 


=  mgk    oder     w1  = 


■+2jl 


Betrachtet  man  ein  anderes  Mal  die  in  der  Figur  mit  S  bezeich- 
nete   horizontale    Querechnittsfläche    der    WasBermasse   als  freie 
Oberfläche  derselben,  und  denkt  man  sieb 
Fig.  726.  ßen  ^  j;e8er  Fläche  wirkenden  (hydrau- 

lischen) Druck  p  dargestellt  durch  eine 
auf  derselben  liegende  Wasserschicht. 
deren  Höhe  x  gleich  der  gesuchten 
hydraulischen  Druckhöhe  für  diese  Stflle 
ist,  so  wird  für  diesen  Fall  die  Grösse 
x  _|_  Qi  —  z)  als  Differenz  der  beiden 
Totaldruck -Höben  über  der  Ausfluß 
mündung  in  Rechnung  zu  bringen  sein. 
und  man  erhält  für  die  Ausflussgeschwin- 
digkeit v  die  zweite  Gleichung: 

1090)  o1  =  w»+2ff(*  +  *-iV 
Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  fürr2 
gefundenen  Werthe  erhält  man  eiue 
Gleichung,  aus  welcher  für  die  hydrau- 
lische Druckhöhe ar  der  Werth  sich  ergiebt: 


1091) 


x  — e       \2ff  2g) 


Die  hydraulische  Druckhöhe  an  einer  bestimmten  Stelle  im  Inner» 
des  Ausflussgefasses  ist  gleich  der  hydrostatischen  Druckhtthe  an  der- 
selben Stelle:  vermindert  um  den  Ueberschuss  der  Geschwindigkeit- 
höhe,  welche  der  Geschwindigkeit  des  Wassers  an  dieser  Stelle  ent- 
spricht, Über  die  Geschwindigkeitshöhe,  welche  der  Geschwindigkat 
des  Wassers  an  der  freien  Oberfläche  entspricht. 

Da  Fc  =  f$w=fv  ist,  bo  kann  der  obigen  Gleichung  oV 
Form  gegeben  werden: 

«*> — — &(»-*)-'— £(■£-£) 
=— S  <£-«> 

Man  erkennt  aus* dieser  Gleichung,  dass  die  hydraulische  Druck- 
höhe x  grösser  ist  als  die  hydrostatische  Druckhöhe  z  an  solcku 
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Fig.  726. 


Stellen  des  Gefässes,  wo  g>i^ist;  kleiner  dagegen  an  solchen 
Stellen,  wog<P  ist.  , 

Bei  einem  von  atmosphärischer  Luft  umgebenen  Gefösse,  dessen  horizon- 
taler Querschnitt  gf  an  irgend  einer  Stelle  so  sich  verengt,  dass  für  die 

hydraulische  Druckhöhe  x  aus  der  obigen 
Gleichung  ein  Werth  sich  ergiebt,  welcher 
kleiner  ist  als  die  atmosphärische  Druckhöhe 
h0  =  10m13S6,  würde  also  durch  eine  an  dieser 
Verengungs  -  Stelle  in  der  Gefässwand  ange- 
brachte Oeffhung  das  Wasser  nicht  ausfliessen, 
sondern  vielmehr  von  aussen  her  atmosphä- 
rische Luft  einströmen  wie  in  einen  luftver- 
dünnten Raum;  oder  wenn  statt  dessen 
mittelst  eines  nach  unten  hin  umgebogenen 
Ansatzrohres  jene  Stelle  in  Verbindung  ge- 
setzt wird  mit  einem  Wasserbehälter,  dessen 
(gleichfalls  dem  atmosphärischen  Drucke  aus- 
gesetzter) Wasserspiegel  um  die  Höhe  y  tiefer 
liegt,  so  wird  aus  diesem  Wasserbehälter  das 
Wasser,  von  dem  atmosphärischen  Drucke 
getrieben,  durch  das  Rohr  hinauf  in  das  Aus- 
flussgefäss  hineinströmen  mit  der  Geschwindigkeit  u  =  \^2g  [h0  —  (a;-f-y)], 
für  welche  ein  positiver  Werth  sich  ergiebt,  solange  x  +  y  <  Ä0  ist  (Fig.  726). 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  bleiben  indessen  nur  so 
lange  gültig,  als  dieselben  für  die  Grösse  x  an  keiner  Stelle  des 
Gefässes  einen  Werth  ergeben,  welcher  kleiner  ist  als  Null;  denn 
der  hydraulische  Druck  kann  —  ebenso  wie  der  hydrostatische 
Druck  —  niemals  negativ  werden.  Der  Grenzfall,  bis  zu  welchem 
die  Gleichung  1089)  noch  den  richtigen  Werth  für  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit angiebt,  ist  derjenige  Fall,  bei  welchem  der 
kleinste  von  den  nach  Gleichung  1092)  für  die  verschiedenen 
Stellen  des  Gefässes  zu  berechnenden  Werthen  der  hydraulischen 
Druckhöhe  x  die  Grösse  Null  annimmt.  Für  die  Geschwindigkeit 
«7,  mit  welcher  in  diesem  Grenzfalle  das  Wasser  durch  den  be- 
treffenden verengten  Querschnitt  g  hindurchfliessen  würde,  erhält 
man  aus  Gleichung  1091)  oder  1092) ,  indem  man  darin  x  —  Q 
setzt,  den  Werth: 


1093)    w  =  \/c*-{-2gz  = 


Um  ferner  dasjenige  Querschnittsverhältniss  zu  finden,  bei  welchem 
dieser  Fall  überhaupt  eintritt,  hat  man  zunächst  der  Gleichung 
1089),  welche  für  diesen  Grenzfall  noch  gültig  bleibt,  durch  Sub- 
stitution des  Werthes  c  =  -£-  v  die  Form  zu  geben. 
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1094)    t;2  =  -£■  t>>  -f  2g h    oder   t>  =  |/_ ?-** 

und    alsdann    die    beiden  Wassermengen   fv   und    g«?   einander 
gleich  zu  setzen,  woraus  sich  die  Bedingungsgleichung  ergiebt: 


1095)  /«/    8^    =8l/-J^-  oder  g  =  -_J^L==. 

In  diesem  Falle  würde  —  wie  Gleichung  1093)  zeigt  —  das 
Wasser  durch  den  verengten  Querschnitt  g  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit hindurchfliessen,  wie  wenn  unterhalb  desselben  ein 
absolut  leerer  Raum  sich  befände.  Grösser  als  die  dem  Ausflusse 
in  den  absolut  leeren  Raum  entsprechende  Ausflussgeschwindigkeit 
kann  aber  die  Geschwindigkeit  des  durchströmenden  Wassers  an 
der  Verengungs  -  Stelle  niemals  werden.  Folglich  wird  die  Ge- 
schwindigkeit w  den  in  Gleichung  1093)  angegebenen  Werth  auch 
dann  noch  beibehalten,  wenn  der  verengte  Querschnitt  ?f  noch 
kleiner  als  derjenige  ist,  welcher  der  Bedingungsgleichung  1095) 
entspricht.  Da  ferner  durch  die  Ausflussmündung  /  immer  nur 
soviel  Wasser  ausfliessen  kann,  als  durch  den  verengten  Quer- 
schnitt ,g  hinzufliesst,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des  ausfliessen- 
den Wasserstrahles  —  vorausgesetzt,*  dass  derselbe  die  Aus- 
flussmündung /  vollständig  ausfüllt  —  in  diesem  Falle  nicht  mehr 
nach  Gleichung  1094)  bestimmt  werden  dürfen,  sondern  vielmehr 
nach  der  Gleichung: 


im)  .,£._$. -/TS-; 


ft    • 

Wenn  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  727  dargestellten  Falle  des  Ausflusses  aus 

einem  von  atmosphärischer  Luft  umgebenen  Gefasse  —  bei  welchem  man  sich 

zur  Bestimmung  der  totalen  Druckhöhen  sowohl  innerhalb  als  ausserhalb  <!?* 

Gefässes  die  atmosphärische  Druckhöhe  h0  =  10B}336  zu  der  wirklichen  Höh« 

des   betreffenden  Wasserspiegels  über  der  Ausflussmündung  hinzugefügt  xo 

denken  hat  —  der  verengte  Querschnitt  5  kleiner  ist  als  der  nach  Gleichung 

FfVh 
1095)  zu  berechnende  Werth,   d.  h.  wenn  8  <  t^— ^ —         ~  -— —  ist,  s° 

wird     das    Wasser    durch    diesen    Querschnitt    mit    der    Geschwindigkeit 
to  = 


\ 


2  o  z 

— z  -  —  hindurchfliessen.    Zugleich   wird   an   dieser  Stelle  eine 


1-  «' 


Unterbrechung  der  Continuitat  stattfinden,  insofern  unterhalb  der  Verengung 
ein  absolut  leerer  Raum,  und  in  dem  tiefer  liegenden  Theile  de«  Gelasses  ein 
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neuer  Wasserspiegel  sich  bildet  Dieser  mittlere  Wasserspiegel  wird  eine 
solche  Höhenlage  annehmen,  bei  welcher  aus  dem  unteren  Theile  des  Gefässes 
ebenso  viel  Wasser  ausfliegst,  als  durch  den  ver- 
engten Querschnitt  von  oben  zufliegst.  Man  findet 
diese  Höhenlage,  indem  man  die  der  Druckhohen- 
Differenz      entsprechende     Ausflussgeschwindigkeit 


Flg.  727. 


„  =  Vc 


;+2„y- 


-  der  in  Gleichung 


i  1096)  gefundenen  Ausflussgeschwindigkeit  gleichsetzt, 
also  ans  der  Gleichung: 


Auch  bei  den  in  Fig.  728   und  Fig.  729  dar- 
gestellten Fallen  wird  die  wirkliche  Ausflussmenge 
niemals  grösser  sein  können   als  diejenige,  welche 
"  eich  ergeben  wurde  aus  der  Annahme:  dass  an  der 

engsten  Stelle  des  conischen  Ausflussrohres  ein  Aus- 
fluss  in  den  absolut  leeren  Raum  stattfindet.  Die  Ausflussmenge  wird  diesen 
Werth  wirklich  erreichen,  sobald  der  kleinste  Querschnitt  des  Rohres  kleiner 
oder     wenigstens     nicht 


Flg.72B 


Pft.  739. 


grösser  als  der  in  Gleichung 
1095)  fllr  $  gefundene  Werth. 
An  der  engsten  Stelle  des 
Ausflussrohres  findet,  wenn 
x  <  hä  ist,  stets  eine  saugende 
Wirkung  statt,  welche  benutzt 
werden  kann,  um  mittelst 
eines  daselbst  angesetzten 
Saugrohres  aus  einem  tiefer 
liegenden  Wasserbehälter  das 
Wasser  hinaufsusaugen  —  und 
zwar  bei  dem  vorausgesetzten 
Falle  bis  zu  der  Höhe 
»„  =  10-^36  als  Grenze  der 
Saughöhe  — .  Zugleich  erklärt  es  sich  hieraus,  dass  bei  vorgeschriebener 
Weit«  der  in  einer  Gefasswand  anzubringenden  Aue fluss Öffnung,  eine  Ver- 
grössernng  der  Ausflnssmeuge  erzielt  werden  kann  durch  das  Ansetzen  eines 
nach  aussen  hin  sich  erweiternden  coniscben  Ansatzrohres,  insofern  dadurch 
eine  Hitwirkung  des  atmosphärischen  Druckes  bei  dem  Hervorbringen  der 
Ausflussgeschwindigkeit  veranlasst  wird.  Eine  solche  Mitwirkung  des  atmo- 
sphärischen Druckes  wird  indessen  in  der  angegebenen  Weise  nur  so  lange 
stattfinden,  als  der  oben  gemachten  Voraussetzung  entsprechend  die  Auafluss- 
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mündang  /  durch  den  ausfliessenden  Wasserstrahl  noch  vollständig  ausgefüllt 
wird.  Bei  starker  divergirenden  Ausflossröhren  wird  diese  Voraussetzung 
nicht  mehr  zutreffen,  und  sobald  die  Divergenz  einen  gewissen  Grad  aber- 
schreitet, wird  der  Ausflnss  so  erfolgen,  wie  wenn  der  verengte  Querschnitt 
8  selbst  die  AnsflussmOndnng  bildete. 

§  177. 

Druckhohen- Verlnste  bei  plötzlichen  Querschnittsver- 
grössenmgen  des  aasfliessenden  Wasserstrahles. 

Die  in  §  173  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  für  die 
Ausflussgeschwindigkeit  wurden  aus  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  abgeleitet;  ihre  Gültigkeit  beruht  also  auf  der  Voraus- 
seteung:  dass  die  ganze  vom  Wasserdrucke  verrichtete  mechani- 
sehe  Arbeit  lediglich  auf  Erzeugung  von  lebendiger  Kraft  ver- 
wendet  wird,  und  zwar  derjenigen  speciellen  Art  von  lebendiger 
Kraft,  welche  den  fortschreitenden  Bewegungen  der  Wasser- 
theilchen  längs  des  Ausflussrohres  entspricht.  Diese  Voraus- 
setzung darf  im  Allgemeinen  als  zutreffend  betrachtet  werden, 
solange  die  Querschnittsveränderungen  der  in  dem  Ausflussge- 
fässe  sich  bewegenden  Wassermasse  und  die  denselben  ent- 
sprechenden Geschwindigkeitsänderungen  überall  stetig  und  &11- 
mälig  erfolgen;  sie  hört  dagegen  auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  an 
irgend  einer  Stelle  des  Gefässes  oder  des  Ausflussrohres  die  aus- 
fliessende Wassermasse  sprungweise  aus  einem  kleineren  in  einen 
grösseren  Querschnitt  übergeht.  Denn  in  diesem  Falle  stossen 
die  in  dem  engeren  Rohre  rascher  fliessenden  Wassertheilchen 
gegen  die  in  dem  weiteren  Rohre  langsamer  sich  bewegende 
Wassermasse,  vereinigen  sich  mit  derselben,  und  nach  dem  An- 
schlüsse setzt  das  Ganze  mit  der  kleineren  Geschwindigkeit  seine 
Bewegung  gemeinschaftlich  weiter  fort.  Hierbei  findet  insofern 
ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt,  als  ein  Theil  der  vorher 
in  dem  rascher  fliessenden  Wasser  vorhanden  gewesenen  leben- 
digen Kraft  bei  jenem  Stosse  andere  Formen  annimmt  —  solche 
Formen  nämlich,  in  welchen  derselbe  als  lebendige  Kraft  der 
Wirbel-Bewegungen,  Schall-  und  Wärme-Schwingungen  sich  dar- 
stellend in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  des  Wasser* 
längs  des  Ausflussrohres  als  verloren  zu  betrachten  ist.  Es  er 
folgt  also  bei  dem  plötzlichen  Uebergange  aus  dem  kleineren  in 
den  grösseren  Querschnitt  ein  ganz  ähnlicher  Vorgang,  wie  wenn 
ein  sogenannter  „unelastischer  Stoss*   stattfände,   und  erklärt  es 
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sich  hieraus :  dass  zur  Bestimmung  jenes  Verlustes  an  lebendiger 
Kraft  —  obwohl  das  WaBser  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
als  ein  höchst  elastischer  Körper  betrachtet  werden  muss  — 
doch  die  für  den  „vollkommen  unelastischen  Stoss"  gefundenen 
Gleichungen  angewendet  werden  dürfen. 

Nach  Gleichung  812)  findet  bei  dem  unelastischen  Stosse 
einer  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  Masse  M  gegen 
eine  mit  der  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Masse  m  ein  Ver- 
lust an  lebendiger  Kraft  statt  von  der  Grösse: 


53  = 


Mm       (V—  y)*  _  /       M      v(K  —  p)- 
■Jf+n» 


m 


Die  in  dem  engeren  Rohre  rascher  flieBBenden  Wassertheilchen 
schliessen  in  stetiger  Aufeinanderfolge  an  die  .in  dem  weiteren 
Rohre  bereits  langsamer  fressende  Masse  sich  an ;  für  jeden 
einzelnen  dieser  unendlich  vielen  aufeinanderfolgenden  Stösse 
darf  daher  das  Verhältniss  der  stossenden  zur  gestossenen  Masse 
als  verschwindend  klein  gleich  Null  gesetzt  werden.  Wenn  also 
mit  M  die  in  dem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  t  zum  Stosse 
gelangende  Masse  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  wäh- 
rend dieses  Zei  t,t  heil  che  ns  entstehenden  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  der  Werth: 

1097)     SB=  *Hr-v)> 

Die    während    des    Zeittheilchens    x    zum    Ausflüsse    gelangende 
Wassermasse  hat  ebenfalls  die  Grösse  M,  folglich  ist  nach  der 
in  Fig.  730  gewählten  Be- 
ns- 730.  zeichnungsweise  die  von  der 
Schwerkraft   während    des 
gleichen     Zeitraums     ver- 
richtete mechanische  Arbeit 
gleich  Mg(H—h).  Durch 
*    diese    mechanische    Arbeit 
wird      nicht     allein      die 
wirklich     erfolgende     Zu- 
nahme an  lebendiger  Kraft 
Mg.  —  -^hervorgebracht, 
welche  der  Differenz  zwischen  Zufluss-  und  Ausfluss-Geschwindig- 
keit  entspricht,  sondern  auch  diejenige  lebendige  Kraft  SS,  welche 
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bei  dem  Stosse  für  die  Ausflussbewegung  verloren  geht  Statt 
Gleichung  1069)  ergiebt  sich  also  nach  dem  Principe  der  leben- 
digen  Kraft  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

Mg(H  —  h)  =  -j j-  +  — i-j—L  , 

welche  zur  Berechnung  der  Ausfluss- Geschwindigkeit  v  benutzt 
werden  kann,  und  welche  in  der  Form: 

1098)  *-»_(£_£)+££*- 

zeigt:    dass  die  ganze  wirksame  Druckhöhe  H — h  gleichsam  in 

zwei  Theile  sich  zerlegt,  von  denen  der  eine  Theil  (^ -|— ) 

darauf  verwendet  wird,  die  Geschwindigkeit  der  Wassertheilchen 

von  c  bis  auf  v  fcu  vergrössern,  und  der  andere  Theil   *    7" 

den  beim  plötzlichen  Uebergange  aus  dem  engeren  in  den  wei- 
teren Querschnitt  entstehenden  Druckhöhen -Verlust  bildet 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  engeren  Querschnitt  g  selbst 
als  Ausflussmündung  betrachtet,  so  hat  man  die  Druckhöhen- 
Differenz  H  —  x  als  wirksame  Druckhöhe  in  Rechnung  zu  bringen, 
und  erhält  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  eine  zweite 
Gleichung: 

1099)    *_*  =  £__£, 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorigen  zur  Berechnung  der  hydrau- 
lischen Druckhöhe  x  in  dem  engeren  Theile  des  Ausflussrohres 
benutzt  werden  kann.    Die  gefundenen  beiden  Gleichungen  nehmen 

nach  Substitution  der  Werthe  V=nv  und  c  =  J=  v  die  Form  an: 

F 

noo)  ff_Ä=|i[i--£r  +  («-i)*]. 

uoi)  h-x^^^—^). 

Durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbekannten  Grössen 
v  und  x  erhält  man  die  Werthe: 


1102)    »  =  1/^77» 


2g(H-h) 


'pi  +  in-lY 


1103)    x^A--2*"-1^-» 

1-  -L 


F ,  +  («  -  «' 
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Die  Grenze,,  bis  zu  welcher  diese  beiden  Gleichungen  noch 
gültig  bleiben,  wird  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  er- 
klärt wurde  —  durch  denjenigen  Fall  gebildet,  in  welchem  für 
die  in  dem  engeren  Theile  des  Rohres  vorhandene  hydraulische 
Druckhöhe  x  aus  der  letzteren  Gleichung  der  Werth  Null  sich 
ergiebt. 

Wenn  z.  B.  n  =  2  igt,  und  die  Fläche  F  so  gross  Ist,  dass  das  Ver- 
hältnis!    17-  gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  ergiebt  sich  ans  Gleichung 

1108)   der  Werth  x  =  2ft  —  H.    In  diesem  Falle  würden  also   die   obigen 
beiden  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  verlieren,  sobald  //  grösser  als  2h  ist. 

Für  die  Differenz  der  beiden  resp.  in  dem  weiteren  und  in 
dem  engeren  Theile  des  Ausflussrohres  vorhandenen  Druckhöhen 
ergiebt  sich  aue  Gleichung  1103)  der  Werth: 

um)  k-*=  '(—')(«-» 

!-£  +  <»-  «■• 

Da  h  —  x  gleich  (Ä  —  Ä0)  —  (x  —  A0)  ist,  so  würde  nach  dieser 
Gleichung  die  Höhen- Differenz  zwischen  den  Oberflächen  der 
beiden  verticalen  Wassersäulen,  welche  jene  beiden  Druckhöhen 
veranschaulichen,  auch  dann  zu  bestimmen  Bein,  wenn  jede  von 
diesen  beiden  Oberflächen  unter  Einwirkung  des  atmosphärischen 
Druckes  sich  befindet  Denkt  man  sich  in  diesem  Falte  das  ver- 
ticale  Bohr ,  dessen  Wasserstandshöhe  den  hydraulischen  Druck 
in  dem  engeren  Theile 
Fig.  731.  des  Ausflussrohres  ver- 

anschaulicht, ersetzt 
durch  ein  beliebig  wei- 
tes Gefäss,  dessen 
Wände  die  Uebergangs- 
stelle  vollständig  um- 
geben, so  findet  man, 
dass  die  obige  Glei- 
chung auch  für  den 
in  Fig.  731  darge- 
stellten Fall  noch  gültig 
.— fi»  ■    bleibt  und  unmittelbar 

zur  Bestimmung  der 
entstehenden  Höhen-Differenz  zwischen  den  beiden  unter  Ein- 
wirkung des  atmosphärischen  Druckes  befindlichen  Wasserspiegeln 
in  den  Gefässen  A  und  B  benutzt  werden  kann. 
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/ 
Setzt  man  wiederum  n  =  2  und    ^  =  0 ,  so  ergiebt  sich  für  die  dem 

Beharrungszustande  entsprechende  Höhen-Differenz  der  beiden  Wasserspiegel 
die  Grösse  h  —  x  =  II  —  h.  Hätte  der  Wasserspiegel  in  dem  Gefasse  A  an- 
fangs eine  etwas  höhere  Lage  gehabt,  als  diejenige,  welche  dem  Beharrangs- 
zustande  entspricht,  so  würde  das  Wasser  aus  dem  Gefasse  A  nach  dem  Ge- 
fasse B  solange  hinüberströmen x  bis  jene  Höhen- Differenz  h  —  x  sich  einge- 
stellt hat  —  oder  falls  letzteres  dadurch  verhindert  würde,  dass  in  dem 
Gefasse  A  ein  Zufluss  stattfindet,  welcher  jene  anfangs  vorhanden  gewesene 
höhere  Lage  des  Wasserspiegels  constant  erhält,  so  würde  dieses  Hinüber- 
strömen des  Wassers  aus  dem  Gefasse  A  nach  dem  Gefasse  B  continuirlich 
sich  fortsetzen,  und  der  Apparat  als  „Wasserstrahlpumpe*  wirken.  Die  obige 
Gleichung  giebt  daher  für  die  Niveau  -  Differenz  bei  einer  solchen  Wasser- 
strahlpumpe die  obere  Grenze  an ,  bei  welcher  dieselbe  aufhört  Wasser  zu 
fördern. 

§  178. 
Reaction  and  Stosswirkniig  des  ausfliessenden  Wasserstrahles. 

Nach  §  156  ist  die  Mittelkraft  sämmtlicher  von  den  Wänden 
eines  Gefässes  auf  das  in  demselben  enthaltene  Wasser  über- 
tragenen Gegendrücke  stets  vertical  aufwärts  gerichtet  und  von 
gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte  der  ganzen  Wassermasse.  Diese 
Mittelkraft  ist  zugleich  die  Mittelkraft  von  den  verticalen  Seiten- 
kräften jener  Gegendrücke,  insofern  die  horizontalen  Seitenkräfte 
für  sich  allein  einander  im  Gleichgewichte  halten.  Wenn  jedoch 
durch  das  Anbringen  einer  Öffnung  in  der  verticalen  Seitenwand 
des  Gefässes  bewirkt  wird,  dass  der  von  dem  weggenommenen 
Theile  der  Gefässwand  an  dieser  Stelle  vorher  geleistete  horizon- 
tale Gegendruck  wegfällt,  so  wird  der  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wirkende  horizontale  Gegendruck  des  correspondirenden 
Theiles  der  gegenüberliegenden  Gefässwand  nun  nicht  mehr  auf- 
gehoben. Die  Mittelkraft  sämmtlicher  horizontalen  Gegendrücke 
wird  daher  nicht  mehr  gleich  Null  sein,  sondern  —  im  ersten 
Augenblicke  wenigstens  —  in  jenem  nicht  mehr  aufgehobenen 
Horizontaldrucke  bestehen,  und  würde  diese  Grösse  auch  fernerhin 
beibehalten,  wenn  nicht  in  Folge  der  eingetretenen  Störung  des 
Gleichgewichts  inzwischen  eine  Bewegung  der  ganzen  WassermasNe 
entstanden  wäre,  wodurch  diese  horizontale  Mittelkraft  H  noch 
eine  fernere  Steigerung  erhält. 

Sobald  der  ausfliessende  Wasserstrahl  die  dem  Beharrung*- 
zustande  entsprechende  Geschwindigkeit  t;  =■  V^9^    erlangt   hat 
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(Fig.  732),  fliesst  durch  die  (im  Verhältniss  zur  Wasserspiegel- 
flache   klein   vorausgesetzte)   Ausflussöffnung  /  in  jeder  Secunde 
eine  gleich  grosse  Wassermenge  vom  in 
Fig.  732.  halte  fv,    vom  Gewichte  ifv  und  vod 

der  Masse: 
'b  1105)     m  =  -T-/«=-'r-/V^A. 

«  —-$    Wenn  in  irgend  einem  Augenblicke  die 

ganze  in  dem  Gefasse  noch  enthaltene, 
Wassermasse  die  Grösse  M  hat,  so  fallt 
der  Schwerpunkt  der  Masse  M  in  diesem 
Zeitpunkte  zusammen  mit  dem  Schwerpunkte  des  von  derselben 
ausgefüllten  Raumes  oder  des  noch  mit  Wasser  gefüllten  Theiles 
des  Gefässinhaltes,  und  dieser  Schwerpunkt  hat  in  jenem  Zeit- 
punkte die  Horizontal  geschwind]  gkeit  Null.  Nach  Verlauf  der 
nächsten  Secunde  wird  der  Theil  m  dieser  Masse  die  Horizontal- 
geschwindigkeit v  angenommen  haben,  und  nach  §  106  (Glei- 
chung 541)  ist  die  Horizontalgeschwindigkeit  V,  welche  gleich- 
zeitig der  Schwerpunkt  der  ganzen  Masse  M  annimmt,  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

1106)     MV=mv    oder     V=^v. 

Diese  in  einer  Secunde  hervorgebrachte  Geschwindigkeit  V  bildet 
zugleich  die  horizontale  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  der 
ganzen  Masse  M,  und  muss  nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes 
(Gleichung  543)  dem  Quotienten  gleich  sein,  welchen  man  erhält, 
indem  man  die  horizontale  Mittelkraft  H  dividirt  durch  die  ganze 
Masse  M,  also  ist: 

1107)    %t>  =  £    oder    ff  =  »«  -  J-/„.=a,/». 

Die  Kraft  II,  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  bildet 
den  vom  ausfliessenden  Wasserstrahle  auf  das  Gefäss  übertragenen 
„Reactions-Druck".  Die  obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  dieser 
Reactions- Druck  doppelt  so  gross  ist,  als  vorher  der  vom  Wasser 
auf  den  die  Ausflussöffnung  verschliessenden  Theil  der  Gefäss- 
wand  ausgeübte  Druck  war. 

Wenn  die  Richtung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles  von  der  Horizon- 
talen abweicht,  so  findet  man  auf  ahnliche  Weise,  indem  man  wiederum  das 
Gesetz  des  Schwerpunktes  anwendet  auf  die  der  Richtung  des  Wasserstrahles 
parallele  Seitenge  seh  windigkeit  des  Schwerpunktes  der  ganzen  Wassercnasse, 
dass  der  Reactionsdruck  in  diesem  Falle  ebenso  gross  ist  wie  bei  horizontaler 


Flg.  733. 
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Richtung  der  Ansflimsgeschwindigkeit,  nnd  dass  die  KiCk*M|  des  Reartions- 
druckes  stets  der  Richtung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles  entgegengesetzt 
igt.  Da  ferner  die  relativen  Bewegungen  der  einzelnen  Wassertheilrhen  in 
Bezug  auf  einen  gleichförmig  fortschreitenden  Raum  genas  in  derselben  Weise 
erfolgen,  wie  wenn  dieser  Ranm  im  Ruhezustände  sich  befände,  so  bleibt  der 
oben  gefundene  Satz  auch  dann  noch  gültig,  wenn  das  Ansflussgeflss  in  be- 
liebiger Richtung  eine  fUfcMrmif-  fortschreitende  Bewegung  ausführt. 

Denkt  man  sich   den  in  horizontaler  Richtung  ausfliessenden 
Wasserstrahl  aufgefangen  durch  eine  rechtwinkelig  zur  Achse  des- 
selben Bteheude  ebeue  verticale  Wand,  welche  mit  den  Wänden 
des  Ansflussgefässes  zusammenhängend  einen  Theü  des   letzteren 
bildet  (Fig.  733),  so  ergiebt  sich 
—  wiederum  aus  dem  Gesetze  des 
Schwerpunktes  —   dass    der   vom 
Wasserstrahle     auf    diese     Wand 
übertragene    Stossdruck    D     dem 
Reactionsdrucke  H  gleich  and  ent- 
gegengesetzt   sein    mass,    also  za 
bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

1108)    D  =  2T/A  =  -*-/b>. 

Denn  wenn  eine  von  diesen  beiden  Kräften  grösser  wäre  als  die 
andere,  so  würde  der  Schwerpunkt  des  (in  horizontaler  Richtung 
frei  beweglich  vorausgesetzten)  Gefässes  in  der  Richtung  der 
grösseren  eine  beschleunigt«  Bewegung  ausführen  müssen.  Eine 
solche  Beschleunigung  kann  aber  deshalb  nicht  stattfinden,  weil 
erstens:  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  —  bestehend  aus 
Gefäss  nnd  Wasser  zusammengenommen  —  die  Horizontal- 
Beschleunigung  Null  hat,  insofern  in  Bezug  auf  dieses  System 
keine  äusseren  Horizontalkräfte  vorhanden  Bind,  und  weil  zweitens : 
die  Horizontal- Beschleunigung  des  Schwerpunktes  der  Wasser- 
masse ebenfalls  gleich  Null  ist,  insofern  bei  dem  vorausgesetzten 
Beharrungszustande  stets  gleiche  Wassernüssen  die  Horizontal- 
geschwindigkeit v  in  der  Richtung  der  Strahl-Achse  annehmen  und 


Die  oben  gefundene  Gleichung  gilt  nicht  nur  für  den  Normal 
stoss  gegen  eine  ebene  Fläche,  sondern  überhaupt  für  alle  solche 
Formen  und  Lagen  der  Stossfiachen ,  bei  denen  der  Winkel,  um 
welchen  die  einzelnen  Wasser theilchen  durch  den  Stoss  von  ihren 
ursprünglichen  Bewegungsrichtungen  abgelenkt  werden,  ein  rtehttr 
Winkel  ist    Der  Stossdruck  nimmt  dagegen  einen  grosseren  oder 
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kleineren  Werth  an,  sobald  dieser  Ablenkungswinkel  grösser  oder 
kleiner  ist  als  ein  rechter  Winkel.  • 

Wenn  z.  B.  der  Ablenkungswinkel  180°  beträgt,  wie  bei  dem 
in  Fig.  734  dargestellten  Falle,  so  kann  man  sich  den  ganzen 
Druck  D  als  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt  vorstellen :  der 

eine    Theil    ist    wie 
Fig.  734.  Fig.  735.  beim      Normalstosse 

gegen  eine  ebene 
Wand  zu  bestimmen 
und  hat  die  Grösse 
2?/ä;  den  anderen 
Theil  kann  man  als 
Reactionsdruck  be- 
trachten ,  und  zwar 
als  denjenigen  Reac- 
tionsdruck, welcher  dem  von  der  Stossfläche  zurückfliessenden 
Strahle  entspricht.  Dieser  letztere  Theil  hat  nach  Gleichung 
1107)  ebenfalls  die  Grösse  2?/A,  da  sowohl  die  Geschwindigkeit 
als  der  Querschnitt  bei  dem  zurückfliessenden  Strahle  dieselbe 
Grösse  hat  wie  beim  zufliessenden  Strahle.  Der  ganze  Stossdruck 
hat  also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

1109)    J0  =  4T/Ä  =  2i/t;2. 

Wenn  statt  dessen  der  Ablenkungswinkel  die  Grösse  180°  —  a 
hat  —  wie  bei  dem  in  Fig.  735  dargestellten  Falle  —  so  wird 
jener  zweite  Theil  gebildet  durch  die  Summe  aller  dem  stossen- 
den  Strahle  parallelen  Seitenkräfte  der  Reactionsdrücke,  welche  von 
den  einzelnen  abfliessenden  Wasserstrahlen  auf  den  gestossenen 
Körper  übertragen  werden,  oder  durch  die  Summe  der  Producte 
aus  diesen  Reactionsdrücken  in  den  gemeinschaftlichen  Factor 
cos  a.    Der  zweite  Theil  erhält  also  in  diesem  Falle  die  Grösse 

3-  fv%  .  cos  a,  und  für  den  ganzen  Druck  in  der  Richtung  des 

stossenden  Wasserstrahles  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

1110)    D  =  2  t/ä  (1  -f  cos  a)  =  i/ü*  (1  -f  cos  a), 

in  welcher  die  beiden  vorigen  als  specielle  Fälle  enthalten  sind. 
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Capilel  XXXIII. 

Erfahmngsresnltate  über  Bewegungen  der  Flüssig- 
keiten. 

§  179. 

Geschwindigkeitscoef flcienten ,  Contractionscoefflrienten, 

Ausflusscoefficienten. 

Da  die  Voraussetzungen,  aus  welchen  im  vorigen  Capitel  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  Ausflussbewegung  auf  theoretischem 
Wege  abgeleitet  wurden,  der  Wirklichkeit  nur  annäherungsweise 
entsprechen,  so  bedürfen  alle  jene  Gleichungen  noch  der  Cor- 
rectionen  mittelst  gewisser  Erfahrungscoefficienten,  um  Werthe  zu 
liefern,  welche  mit  den  Erfahrungsresultaten  übereinstimmen. 

Nach  §  173  ist  die  der  Druckhöhen-Differenz  A  entsprechende 
theoretische  Ausflussgeschwindigkeit  gleich  ]/2gh  zu  setzen,  wenn 
die  Ausflussmündung  /  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Querschnitts- 
fläche F  des  Ausflussgefässes.  Die  wirkliche  Ausflussgeschwindig- 
keit ist  unter  allen  Umständen  kleiner  als  die  theoretische  Aus- 
flussgeschwindigkeit. Um  die  wirkliche  Ausflussgeschwindigkeit 
zu  erhalten,  hat  man  daher  jene  theoretische  Geschwindigkeit 
V  2  g  h  noch  zu  multipliciren  mit  einem  gewissen  Coefficienten  9, 
welcher  immer  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser  Erfahrungscoefficient 
9  wird  der  „Geschwindigkeitscoefficient"  genannt.  Die  wirkliche 
Ausfluisgeschwindigkeit  ist  demnach: 

1111)    v  =  yY~2gh. 

Bei  der  theoretischen  Bestimmung  der  Ausflussmenge  wurde 
im  vorigen  Capitel  als  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles durchgehends  die  Mündungsfläche  /  selbst  betrachtet 
Auch  diese  Annahme  bedarf  in  der  Regel  noch  der  Correction 
mittelst  eines  gewissen  Erfahrungscoefficienten,  insofern  der  aus- 
fliessende Strahl  meistens  in  einer  gewissen  Entfernung  ausser- 
halb der  Mündung  auf  einen  kleineren  Querschnitt  sich  verengt. 
Wegen  dieser  sogenannten  „Contraction"  des  ausfliessenden  Strahles 
ist  als  Querschnittsfläche  desselben  eine  Grösse  in  Rechnung  zu 
bringen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Mündungsfläche  / 
multiplicirt  mit  einem  gewissen  Coefficienten  a,  welcher  kleiner 
ist  als  Eins.  Dieser  Erfahrungscoefficient  a  wird  der  „Cen- 
tractionscoefficient"  genannt.    Wenn  die  wirksame  Druckhöhe  an 
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allen  Stelleu  der  Ausmündung  dieselbe  Grösse  hat  —  wie  z.  B. 
beim  Ausflüsse  aus  einer  Oeffnung  in  der  horizontalen  Boden- 
wand —  so  erhält  man  demnach  die  wirkliche  Ausflussmenge, 
indem  man  die  Grösse  a  .  /,  als  Querschnittsfläche  des  aus- 
fliessenden Strahles,  multiplicirt  mit  der  Grösse  <p  .  }/  2gk,  als 
der  wirklichen  Ausflussgeschwindigkeit,   d.  h.  aus  der  Gleichung: 

1112)     M  =  (a  ./)  («p  .  V  %gh)  =  («.?)  (f.  VYJh)- 

_  * 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  /  ]/  2 g h  die  theoretische  Ausfluss- 
menge, und  das  Product: 

1113)  #  a  .  9  =  \l 

als  diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  die  theoretische  Ausflüss- 
menge zu  multipliciren  hat,  um  die  wirkliche  Ausflussmenge  zu 
erhalten,  wird  der  „Ausfllisscoefficient"  genannt.  Wenn  dieser 
Ausflusscoefficient  p.  aus  directen  Versuchen  bekannt  ist,  so  kann 
daher  die  wirkliche  Ausflussmenge  auch  berechnet  werden  aus 
der  Gleichung: 

1114)  Jf=ji./V'27^ 

Eine  sogenannte  „vollkommene  Contraction"  fiudet  statt  beim 
Ausflusse  aus  einer  Oeffnung  in  ebener  „dünner  Wand"  (oder  einer 
Oeffnung  in  ebener  dicker  Wand  mit  von  aussen  her  zugeschärf- 
ten Rändern) i  wenn  zugleich  die  Weite  der  Oeffnung  gering  ist 
im  Verhältnißs  zum  Abstände  derselben  von  der  nächstliegenden. 
,  Gefässkante  und  zur  Druckhöhe.  Bei  vollkommener  Contraction 
des  Wasserstrahles  ist  im  Mittel  der  Contractionscoefficieut  ot=0,64 
zu  setzen  und  der  Geschwindigkeitscoefficient  <p  ==  0,97,  folglich 
der  Ausflusscoefficient : 

11 15)  p.  =s=  0,64  .  0,97  =*  0,62. 

Bei  kreisförmiger  Oeffnung  vom  Durchmesser  D  hat  der  kleinste 
Querschnitt  des  contrahirten  Strahles  ungefähr  den  Abstand  0,5  D 

Fig.  736.  YOn  der  Mündung  und  den 

_^^-;^  :^^  5^^j^3  ^  Durchmesser  0,8  Z)(Fig.  736). 

'^£-^-*%^^  Wenn  die  Ausflussöffhung  in 

^r^;„%l>:'^  diesem  Falle  noch  mit  einem 

*•"    ■■■*<Y:kri  '■!.»$  kurzen  Ansatzrohre  von  der 


liilf 


Äifpi 


'";•; :v_    Länge  0,5  D  versehen  wird, 
l'%  **  dessen  Längenprofil  ungefähr 

die   Form  des  contrahirten  Wasserstrahles  hat,  so  wird  dadurch 
die     Ausflussbewegung     nicht     wesentlich     verändert.      Für    gut 

Ritter,  Mechanik.  46 
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abgerundete  Ausflussmündungen  von  der  in  Fig.  737  dargestellten 
Form  kann  daher  a  =  1  und  <p  =  0,97  gesetzt  werden. 

Die    aus    rechteckiger  Ausflussöffnung   in    verticaler    dünner 
Wand  ( Fig,  716  und  Fig.  717)  pro  Secunde  ausfliessende  Wasser- 
menge    kann    man    bestimmen. 
Pig* 737"  indem   man   die   der   Druckhohe 

Aft  =  — ~ —    des    Schwerpunktes 

BaszäsaE^  ^ü===s    derselben    entsprechende    theore- 


v;  11  tische     Ausfluss  -  Geschwindigkeit 

'j.  V^2^A0    — :    als    eine    von    der 

mittleren  Geschwindigkeit  der  aus- 
fliessenden YYassertheilchen  .nur  wenig  abweichende  Grösse  —  mit 
der  Mündungsfläche  multiplicirt ,  und  den  auf  solche  Weise  ge- 
fundenen Werth  mittelst  eines  Erfahrungscoefficienten  p0  corrigirt 
weicher  aus  direct  zu  diesem  Zwecke  anzustellenden  Versuchen 
zu  ermitteln  ist.     Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 


1116)     M  =  \l9  ,b(H—h)  .  ]/2gh9J 

in  welcher  (als  Mittelwerth)  der  Erfahrungscoefficient  u.0  =  0,62 
gesetzt  werdeu  kann.  (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe variirt.  sind  0.572  und  0T705.) 

Bei  einem  in  verticaler  dünner  Wand  angebrachten  recht- 
eckigen Einschnitte,  welcher  bis  zum  Wasserspiegel  hinaufreicht 
würde  nach  §  174  die  Ausflussmenge  zu  bestimmen  sein  aus  der 
Gleichung: 


—      v/o 


1117)     M=^-ii.(bH).  VZgH 

« 

3 


0 
oder,  wenn  darin  der  numerische  Coefficient  ^    ji  =  ji,    gesetzt 


wird,  aus  der  Gleichung: 

1118)     M  =  pl  .(bH).\'2jH. 

in  welcher  (als  Mittelwerth)  der  Erfahrungscoefficient  u.,  =0.4 
gesetzt  werden  kann.  (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe yariirt,  sind  0.385  und  0,433.) 

Setzt  mau  2.  B.  6  =  4ni  und  tf  =  0m,144,  so  erhalt  man  die  Ausfluß- 
menge : 

M  =  o,4  .  tf  .  0,144)  \  i  .  9,8.  0,144  =  0,387  Cubikmeter  pro  SeamaV 

Weun  üi  einem  Canale  oder  Flusse  das  Wasser  mittelst  einer  durch  da* 
Querprofil  desselben  hindurchgelegten,  oben  mit  einem  rechteckigen  Einschnitt* 
von  der  Breite  b  -—  4"  versehene  Querwand  auigestauet  wird ,  so  dauert  da* 
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Steigen  des  Wasserspiegels  oberhalb  dieser  Staustelle  so  lange  fort,  bis  durch 
jenen  Wandeinschnitt  eben  so  viel  Wasser  abfliesst,  als  vorher  in  dem  unge- 
stauten Flusse  in  jeder  Secunde  an  dieser  Stelle  vorbei  floss.  Wenn  also  die 
vorher  von  dem  Flusse  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,387  Cubik- 
meter  betragen  hätte,  so  würde  der  Wasserspiegel  bis  zur  Höhe  U  =  0m,144 
über  der  Ueberfallskante  steigen,  und  umgekehrt :  wenn  diese  Höhe  H=  0°\144 
aus  directer  Beobachtung  sich  ergeben  hätte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass 
die  von  dem  Fhisse  in  jeder  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,§87  Cubik- 
meter  betrug. 

Die  Contraction  des  ausfliessenden  Wasserstrahles    ist    eine 

unvollkommene   oder   partielle,    wenn    die   Ausflussöffnung   längs 

eines  Tbeiles  ihres  Umfanges   von  Wänden  umgeben  oder  einge- 

fasst  ist,   durch   welche   längs   dieses  Theiles   des  Umfanges  die 

Contraction   verhindert  wird.     Wenn  mit    U  der  ganze   Umfang 

und  mit  n  .  U  der  eingefasste  Theil  desselben  bezeichnet  wird,  so 

ist  der  Ausflusscoefficient  für  diesen  Fall  zu  bestimmen  aus  der 

Erfahrungsformel : 

1119)  ^  =  (1  +  0,15.*),!, 

in  welcher  ja  den  Ausflusscoefficienten  für  vollkommene  Contraction 

bezeichnet. 

Wenn  z.  B.  in  der  horizontalen  Bodenwand  eines  parallelepipedischen 
Qefasses  eine  rechteckige  Ausflussöffnung  in  einer  der  vier  Ecken  des  Gefasses 
sich  befindet,  so  ist  die  Hälfte  ihres  Umfanges  von  den  zwei  verticalen  Seiten- 

wänden,  als  eingefasst  zu  betrachten,  also  n  =  -~r  und  \xD  =  (1  +  0,075)  |*  zu 

setzen,  und  wenn  hierin  für  jx  der  in  Gleichung  1115)  angegebene  Mittel- 
werth  substitnirt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Ausflusscoefficienten  der  Werth 
p.  =  0,687. 

Eine  unvollkommene  Contraction  findet  auch  dann  statt,  wenn 

die  Querschnittsfläche  des  Ausflussgefässes  in  unmittelbarer  Nähe 

der  Mündung  die  Fläche  der  letzteren  verhältnissmässig  nur  wenig 

an   Grösse   übertrifft.     Wenn  mit  F  die   in  unmittelbarer  Nähe 

der  Mündung  gemessene  Querschnittsfläche   des  AusflussgefasseB, 

und  mit  n  •  F  die  Ausflussöffnung  bezeichnet  wird ,   so  ist  (nach 

Weisbach)  für  rechteckige  Mündungen  der  Ausflusscoefficient  zu 

bestimmen  nach  der  Erfahrungsformel: 

1120)  !**  =  [!  +  0,076  (9>— 1)]|a. 

und  für  kreisförmige  Ausflussöfihungen  nach  der  Formel: 

1121)  ji„  =  [1  +  0,04564  (14,821»  -  1)]|*. 


46' 
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§  180. 

Ansfluss  des  Wassers  durch  Röhrenleitungen. 

Nach  §  177  hat  der  Druckhöhen- Verlust,  welcher  beim  plötz- 
lichen Uebergange  aug  der  dem  engeren  Querschnitte  n  ./  ent- 
sprechenden grösseren  Geschwindigkeit  V  in  die  dem  weiten-n 
Querschnitte  /  entsprechende  kleinere  Geschwindigkeit  e  entstellt. 
die  Grösse  — s — — ,  und  das  Verhältniss  der  beiden  Geschwin- 
digkeiten  V  und  v  ist  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der 
betreffenden  Querschnitte  zu  setzen.  Wenn  der  verengte  Quer- 
schnitt an  der  Eintrittsstelle  sich  befindet  und  durch  eine  Oeff- 
nung  in  „dünner  Wand" 
"8-  738.  gebildet     wird,     so     i-t 

wegen  der  dabei  stattfin- 
denden (.'untractiou  des 
durchtliessenden  Wasser- 
strahles statt  der  wirk- 
lichen Durctiflussöffum^ 
« ./die  Querschnittsdäcbe 
i.n.f  des  coiitrahirtni 
Wasserstrahles  in  Rech- 
nung zu  bringen  (Fig.  738  ■ 
Für  den  Druck  höhen- Ver- 
lust ergiebt  sich  also  in 
diesem  Falle  der  Wertli. 

'      30  ig  2g\*n  ) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Druckhöhen- Verlust  ;»  pr>- 
portional  ist  der  Geschwind igkeitshöhe  =— ,  welche  der  Ausflu*-- 
geschwindigkeit  <o  entspricht,  und  dass  man,  um  denselben  zu  be- 
stimmen, jene  Geschwindigkeitshöhe  zu  multipliciren  hat  mit. einem 
Cüefficienten: 

1123)    (~  —  lf  ,-!:„, 

welcher  der  „Widerstandscoefficienf  genannt  wird,  und  entweder 
aus  der  obigen  Gleichung  nach  Substitution  der  Werthe  vou  • 
und  n  berechnet,  oder  auch  durch  directe  Versuche  bestimmt 
werden  kann.  Für  n=  1  kann  als  Mittelwerth  C„  =0.5  gesetzt 
werden. 
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Bei  grösserer  Länge  des  Ausflussrohres  ist  ausserdem  noch 
ein  anderer  Druckhöhen- Verlust  in  Abrechnung  zu  bringen,  näm- 
lich derjenige,  welcher  durch  die  Reibung  des  Wassers  an  den 
Wänden  der  Röhre  verursacht  wird.  Dieser  von  der  Reibung 
herrührende  Druckhöhen- Verlust  j  ist  annäherungsweise  ebenfalls 
proportional  jener  Geschwindigkeitshöhe  zu  setzen,  hängt  aber 
ausserdem  ab  von  der  Länge  l  sowie  von  dem  Durchmesser  d 
des  (cylindrisch  vorausgesetzten)  Ausflussrohres  und  ist  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

1124)  «-'-Hj. 

in  welcher  als  Mittelwerth  für  den  Reibungs-Widerstandscoefficien- 
ten  C  der  Werth  0,02  gesetzt  werden  kann.  Der  genauere  Werth 
desselben  ist  (nach  Weisbach)  zu  berechnen  aus  der  Erfahrungs- 
formel: 

1125)  C  =  0,01439   |     °,(Jff— , 

welche  zeigt,  dass  jener  Mittelwerth  C  =  0,02  einer  Geschwindig- 
keit von  etwa  3  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

Um  die  wirkliche  Geschwindigkeit  v  zu  berechnen,  mit  welcher 
das  Wasser  aus  dem  Gefässe  A  nach  dem  Gefässe  B  durch  die 
Röhrenleitung  abfliesst,  hat  man  sich  die  ganze  wirksame  Druck- 
höhe h  in   drei   Theile  zerlegt  zu   denken,   von  denen   der  erste 

Theil  -jr—  auf  Erzeugung  der  Geschwindigkeit  t?,  der  zweite  Theil 

50  auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  an  der  Eintrittsstelle,  und 
der  dritte  Theil  j  auf  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände 
verwendet  wird.     Man  erhält  also  die  Gleichung: 

*  -  £ + «.  i}  + « i  ■£-  -  g  (i + «.  I-  e  4)  — 

1126)  t-  =  |/  *-*-       .    . 

Wenn  z.  B.  h  =  lm,  l  =  100m,  d  =  0  ,2  und  der  Wideretandscoefficient 
fiir  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Röhrenleitung  C0  =  0,5  gesetzt  wird 
(entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  an  der  Eintrittsstelle  eine  Querscbnitts- 
verengung  nicht  vorhanden  ist),  so  erhält  man  nach  Substitution  des  Mittel- 
wertes C=  0,02  aus  obiger  Gleichung  zunächst  den  Annäherungswerth  v=l9m3. 
Diesem  Werthe  von  v  würde  nach  Gleichung  1125)  der  Widerstandscoefficient 
C  =0,0227  entsprechen,  und  nach  Substitution  desselben  in  Gleichung  1126) 
erhalt  man  nunmehr  durch  eine  zweite  Rechnung  den  genaueren  Werth: 
c  =  lw,236.    Eine  nochmalige  Wiederholung  dieser  Correction  fuhrt  endlich 
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zu  dem  noch  genaueren  Werthe  v  =  lm,231.  Für  die  pro  Secnnde  abflietsende 
Wassermenge  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 

M  =  4-  &  ™  =  4-  •  0,2*  .  3,14 ...  1,231  =  0,03867  Cubikmeter. 
4  4 

Wenn  an  irgend  einer  Stelle  die  Röhrenleitung  einen  Winkel 

bildet,   so  ist  ausser  den  vorigen  Widerständen  noch   derjenige 

Druckhöhen- Verlust  in  Rechnung  zu  bringen,  welcher  entsteht  an 

«i    «««  der  Stelle,  wo  die  Wassertheilchen  aus  einer 

Pig.  739. 

Richtung  plötzlich  in   eine    andere   Richtung 

<^>.  ^^    überzugehen  gezwungen  sind.    Der  für  diesen 

.^^^^^C  ,     Verlust   in   Rechnung    zu    bringende   Wider- 

standscoefficient  C,  hängt  ab  von  der  Grösse 
des  Ablenkungswinkels  2S  (Fig.  739)  und  ist  (nach  Weisbacli- 
zu  berechnen  aus  der  Erfahrungsformel: 

1 127)    rx  —  0,9457  sin  **  -f  2,047  sin  o*. 

Für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  er- 
giebt sich  demnach  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

1128)    A  =  *  (1  +  C.  +  C,  +  C  1)^=^-^-]  ~ 

Wenn  z.  B.  der  ganze  Ablenkungswinkel  2  6  =  90°  ist,  so  ergiebt  sich 
für  den  betreffenden  Widerstandscoefficienten  der  Werth  C,  =  0,9846,  und 
für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  erhält  man  alsdann 
bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Zahlenwerthen  —  mit  Berück- 
sichtigung des  in  Bezug  auf  den  Coefficienten  C  erforderlichen  Corrections- 
verfahrens  —  den  Werth  v  =  lm,183.  Die  pro  Secunde  abfliessende  Wasser* 
menge  hat  also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

M  =  -J-  •  0,2*  .  3,14 . . .  1,183  =  0,037165  Cubikmeter. 

Die  obigen  Gleichungen  setzen  voraus,  dass  die  Ausfluss- 
öffnung, durch  welche  das  Wasser  am  Ende  der  Röhrenleitung 
aus  derselben  hinausfliesst,  mit  dem  Querschnitte  der  Röhren- 
leitung selbst  gleichen  Flächeninhalt  hat.  Wäre  dagegen  der 
Röhrenquerschnitt  n-mal  so  gross  als  die  Ausflussöffnung,  so 
würde  —  falls  die  letztere  so  geformt  ist  dass  der  Ausfluss  ohne 
Contraction    erfolgt    —    für    die    Geschwindigkeit    des   Wassers 

längs  der  Röhrenleitung  der  Werth  —  zu  substituiren  sein,  und  fir 

die   Ausflussgesschwindigkeit  v  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  <fc 
Gleichung : 
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Wenn  z.  B.  die  Fläche  der  Ausflussöffnung  halb  80  gross  wäre  als  die 
Querschnittsfläche  der  sonst  überall  gleich  weiten  Röhrenleitung,  so  würde  in 
dieser  Gleichung  n  =  2  zu  setzen  sein.  Mit  Beibehaltung  der  in  dem  vorigen 
Beispiele  gewählten  Zahlenwerthe  erhielte  man  in  diesem  Falle  für  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit den  Werth  v  =  2m,13 ,   und  für  die  pro  Secunde  aus« 

fliessende  Wassermenge  den  Werth:    M  =  -^-d2-KV  =  0,033458  Cubikmeter. 

ö 

§  181. 
Ausfluss  der  Luft. 

Die  in  §  173  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des   Wassers 
gefundene  allgemeine  Gleichung  1064) 

kann  auch  zur  Bestimmung  der  Ausflussgeschwindigkeit  der  Luft 
benutzt  werden,  sobald  die  Differenz  zwischen  dem  Drucke  P  im 
Inneren  des  Ausflussgefässes  und  dem  Drucke  p  ausserhalb  des- 
selben so  klein  ist,  dass  die  beim  Ausflusse  erfolgende  Aenderung 
der    Dichtigkeit    (und  der   Temperatur)   unberücksichtigt  bleiben 

darf.      Der  Quotient  -      hängt  ab   von  der  im  Inneren  des  Ge- 

fässes  vorhandenen  Temperatur  t  und  hat  nach  Gleichung  989) 
die  Grösse: 

*-  =  C  (273  -f  t)  =  29,27  (273  +  t). 

Nach  Substitution  dieses  Wertheß  erhält  man  für  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit die  Gleichung: 


1130)    v  =  \2g.  29,27(273  f*)(l—  jr)- 


p    _   0,760  i 


Setzt  man   hierin  z.  B.  t  =  +  ^0°  (Celsius)  und  ~  =  Vö™ — ent* 

Jr  U,oUU 

sprechend  dem  Ausflasse  ins  Freie  beim  Barometerstande  0n,760  aus  einem 
Gefässe,  in  welchem  der  Quecksilber-Manometer-Stand  0n,800  beträgt  —  so 
erhält  man  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  den  Werth  v  =  91", 7.  Nach 
§   164  hat  die  im  Gefässe  enthaltene  Luft  pro   Cubikmeter  das  Gewicht: 

1,893.  0'7fin-  •  5öq~  s=s  *»268  ^il.    Wenn  die  Ausflussöffnung  eine  Kreisfläche 

ist  vom  Durchmesser  d  =  0^,01  und   der  Ausfluss   ohne  Contraction  erfolgt, 

d*n 
so  hat  die  pro  Secunde  ausfliessende  Luftmasse  das  Gewicht:    Q  =  t  ~t~~  v 

=  0,00913  KU.  Für  den  Fall,  dass  der  Ausfluss  durch  eine  Oeflhung  in 
dünner  Wand  erfolgt,  würde  wegen  der  dabei  stattfindenden  Contraction  der 
obige  Werth  noch  mit  der  Grösse  p.  =  0,6  (als  mittlerem  Ansflusscoefficienten 
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für  Oeffnanren  in  dünner  Wand)  tu  mnltiplicirai.  jütM  %  =  i  .  "_WI* 
=  <V*J64£  KiL  zu  tetxen  sein. 

Bei  geringer  Grösse  der  Druckdi£er^i  P — »  */cz»-~  rir 
den  Ausfluss  der  Luft  durch  längere  I:  /» ^V-nnui  ~c*rciill> 
dieselben  Gleichungen  benutzt  werden,  wr.iiie  ol  t  c-jp~-  Para- 
graphen für  den  Ausfluss  des  Wa>-ers  ge:\r«>rz.  "»tri--.  <•  Kili 
in  jenen  Gleichungen   statt  der   Druck h "»ir-r. - 1  *. 5- rtci   ä   ü*-r*Il 

die  Grosse substituirt  wird,  als  dir  ^-o*^  Itn  Liirrrvui 

i  • 

entsprechende  l>rwkhühe  —  gem<r<*«rLi  C-r  L  -:i*-  I  r:  rÄ-iIe  t-.-:. 
überall  gleicher  Dichtigkeit.  Für  den  At*f>?  izr.i  ~;i*  tj~ii- 
drische  geradlinige  Roljrenleitui*g.  deren  V^cT5*:i=JTTs:?i.iFr  »-mal 
so  gross  ist  als  die  Flache  der  am  El-Jc  d-r  E.  it«k. Innung 
befindlichen  'gehörig  abgerundet  v._ rausire^etzter.  Ausda»mün- 
dung.  erhält  man  daher  nach  Gleichung  112!^  .  :xj3~te  eiui  dann 

P         p 

r    —  0  und  *  = >*rtzt.  die  Gleiches: 

*  —  i.lrln_  :«  _  :-  _'  i 

7"  7    —  ig  '  «*"         •'     *  '• 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  -_ '    =    -    (1  —  £) 

=  29.27  1 273  -j-  / ■ ( 1  —  ^  l-  für  r  aufgelöst,  die  Form  annimmt: 
1131 .     r  r-=  1      2$  .  29.27   273  —  f  ( l  —  £) 


1 


1        •♦   -^    •    - 


p 
l 


In  dieser  Gleichung  ist  als  M:tt*-iwerth  des  Widerstandscoefficieii- 
ten  dtr  Reibung  der  Coets  :eLt  '=<-Ui24  in  setzen.  Der  EinflW 
des  WiderstaijdscoefficieLten  %  f^r  den  Eintritt  in  die  Röhren- 
leitung ist  bei  längeren  15« »;  renieit-ng-n  so  gering,  das*  für  den- 
selben ohne  Bedenken  dtrr  im  v-rict-n  Paragraphen  für  die 
Bewegung  de>  Wassers  k-i-ui/tr  Werth  ~#  =-  0.5  gesetzt  wer- 
den darf. 

Wenn  a.  B.  t=  -  *•»    .1  -Isias  f  -J-  =  ~* j-,    i  =  100",    <*  =  0-.l 

u-d  *  =  *-  =  i  i?4  .enujTec  b-rd  dem  FjJJc,  in  welchem  der  Mündung»* 
durrl.Tu^s-er  h*!b  so  cr^s*  i-t  *1>  der  I»ur  hmess-M-  der  Röhrenleitung),  so  «* 
peto  >jrh  for  die  Ac-ü^ffresrhTCi'iijkHt  der  Werth  r  =  57*,66  und  flu*  d* 
Ues-ehmindickert,  mn  vHcber  die  Luft  Un«s  der  Robrenleitnng  «ich  bewegU 

der  Vktrüx  —  =  14.41.  I*&§  Gewicht  der  pro  Secnnde  ausfliessenden  IjoA- 
»i^f  hat  jüso  dif  «tr'.s^f :  </  =  7        **-  .  —  =  0.113  Kü. 
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§  182. 

Gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Gerinnen  und 

Canälen. 

Ein  Gerinne  oder  Canal  von  überall  gleichem  Wasser -Quer- 
schnitt kann  betrachtet  werden  als  eine  prismatische  Röhren- 
leitung, an  welcher  die  obere  Röhren- Wand  überall  fehlt  und 
durch  die  freie  atmosphärische  Luft  ersetzt  ist.  Für  die  gleich- 
förmige Bewegung  des  Wassers  in  einem  solchen  Canale  gelten 
daher  —  abgesehen  von  den  numerischen  Werthen  der  betreffen- 
den Erfahrungscoefficienten  —  dieselben  Gesetze,  welche  in  §  180 
für  die  Bewegung  des  Wassers  in  einer  überall  gleich  weiten 
Röhrenleitung  gefunden  wurden. 

Der  Druckhöhen -Verlust  A,  welcher  durch  die  Reibung  des 
Wassers  an  den  Wänden  einer  cylindrischen  Röhrenleitung  ver- 
ursacht wird,  hat  nach  Gleichung  1124)  die  Grösse: 


*-«(*) 


ist  also   unter  sonst  gleichen  Umständen  proportional  dem  Ver- 
hältniss : 


d         4  l   jd'ir    f        4 


Umfang  1     U 

Querschnittsfläche  4     F 


Es  kann  daher  nach  entsprechender  Abänderung  des  numerischen 
Werthes  des  Erfahrungscoefficienten  C  der  obigen  Gleichung  auch 
die  Form  gegeben  werden: 

1132)    A-ClJ£ 

Diesen    durch    Reibung    verursachten   Druckhöhen -Verlust   kann 
man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  auf  die  Röhrenleitung 
Fig.  740.  am  Anfangspunkte  A  und  am  End- 

punkte B  der  Strecke  AB  =  l 
verticale  Röhren  (Pi'ezometer)  auf- 
gesetzt denkt,  deren  Wasserstands- 
höhen die  an  diesen  beiden  Stellen 
gegen  die  obere  Röhrenwand  wirken- 
den hydraulischen  Drücke  anzeigen 
»  (Fig.  740).    Das  Verhältniss: 

h       r  U  v* 
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ist  dasjenige  Gefalle,  welches  der  Röhrenleitung  pro  Längeneinheit 
ihrer  Länge  gegeben  werden  müsste,  wenn  der  hydraulische  Druck 

gegen  die  obere  Röhren  wand  überall 

Fix.  741. 

gleich    gross,     und    die    Geschwin- 
11.  j  digkeit  des  Wassers  in  der  Röhren- 

■*...  ......  a; H  leitung  —   bei    gegebener     Druck- 

_4§  I  höhe    über   der   Eintrittsstelle    und 

^^^^-^^^.^^^J^        gleichfalls  gegebener  Druckhöhe  über 

^^^^i^^^^^        ;      ^     der  Ausflussmündung —  unabhängig 

'^^r^**^^5^     von  der  Länge  derselben   sein  soll 

(Fig.  741). 
Für  den  Fall,  dass  der  von  jenen  Piezometern  angezeigte 
hydraulische  Druck  gleich  dem  atmosphärischen  Drucke  ist.  würde. 
die  obere  Röhrenwand  überall  hinweggenommen  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  jener  Druck  verändert  würde.  Da  die  Reibung 
des  Wassers  an  der  oberen  Röhrenwand  alsdann  wegfallt,  so  ist 
für  diesen  Fall  statt  des  ganzen  Querschnitt  -Umfanges  U  nur 
derjenige  Theil  P  desselben  in  Rechnung  zu  bringen,  welcher  den 
noch  übrig  bleibenden  Wandflächen  entspricht  —  so  weit  die- 
selben vom  Wasser  benetzt  sind  —  und  welcher  das  „Wasser- 
Profil"  oder  der  „  Wasser  -Perimeter**  genannt  wird.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  gleichförmigen  Bewegung  des  Wassers  in  einem 
solchen  offenen  Gerinne  oder  Canale  ist  daher  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

1133)  *  =  C*f-£     oder    •  =  J  '§£?", 

in  welcher  h  das  ganze  Gefalle  der  Strecke  AB  =  l,  oder  die 
Höhendifferenz  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  B  des 
Wasserspiegels  bezeichnet  (Fig.  742). 

pi    „  Der  Widerstandscoefficient  C  ist  — 

>l_  ...         _        wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in 

*'     ~ -"'^T^-^..      n      Röhrenleitungen  —  uicht  ganz  constanL 
^Tr^;  T     ^  sondern  bei  kleineren  Geschwindigkeiten 

^-*r      r^        etwas    grösser    als    bei  grösseren  Ge- 
schwindigkeiten   und    variirt  zwischen 
den   Grenzen  0,01    uud  0,0075.     Der  genauere   Werth  desselben 
ist  zu  berechnen  mittelst  der  Erfahrungsformel: 

1134)  :  =  0,007409  (l  +  ^°^S). 

Solange  die  Geschwindigkeit  v  nicht  bekannt  ist,   kann  als  vor- 
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läufiger  Annäherungswerth  £  =  0,008  gesetzt  werden  (ent- 
sprechend einer  mittleren  Geschwindigkeit  von  0,734  Metern  pro 
Secunde). 

Bei  den  in  Fig.  743  angegebenen  Dimensionen  des  (juerprofiles  ergiebt 

sich  für  den  Wasser-Perimeter  der  Werth:  P  =  ÄC+  CD  +  DB  =  1210, 

und   für    den   Querschnitt   des 
Fig.  743.  fliessenden  Wassers  die  Grösse: 

gjl^. ^^MM    1^=14,928  Quadratmeter.  Wenn 

^^WkjjSkufl'  mJ"  -_-  i    ^sS^Mi/^^^    ****    Gefälle    auf   einen   Meter 
^^pfej* '  4l2 i^^P#^/  Lange  0,0005  Meter  beträgt,  so 

*" "" "-"r "*  ist  ~-  =  -y^JQ  zu  setzen,  und 

für  die  mittlere  Geschwindigkeit  erhält  man  aus  Gleichung  1138)  nach  Sub- 
stitution des  Mittelwerthes  C  =  0,006  zunächst  den  Annäherungswerth: 
v  =  lm,235.  Dieser  Geschwindigkeit  entspricht  nach  Gleichung  1134)  der 
Widerstand8coefficient  C  =  0,00776 ,  und  nach  Substitution  desselben  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  den  genaueren  Werth :  v  =  lm,264.  Die  von 
dem  Canale  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  hat  also  die  Grösse: 
M=F .  t>  =  14,928  .  1,264  =  18,72  Cubikmeter. 

Wenn  bei  unverändert  bleibendem  Gefalle  die  Wassertiefe  in  der  Mitte 
überall  von  2™  bis  auf  3m  steigt,  so  nimmt  der  Wasserperimeter  die  Grösse 

Px  =T^C+777)  +  DBx  =■  16™  an,  und  der  Wasserquerschnitt  die  Grösse 
F%  =  27,588  Quadratmeter.  Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für 
die  neue  Geschwindigkeit  r,  auf  gleiche  Weise  wie  im  vorigen  Falle  den 
Werth:  t>,  =  lm,482,  und  für  die  pro  Seeunde  vorbeifliessende  Wassermenge 
den  Werth :  Mx  =  40,885  Cubikmeter. 

§  183. 
Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  In  Canälen. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  geradlinigen  prismati- 
schen Canale  ist  eine  gleichförmige,  wenn  der  Wasserquerschnitt 
überall  dieselbe  Grösse  hat.  Betrachtet  man  den  Canal  als  einen 
Abflusscanal,  durch  welchen  das  Wasser  aus  einem  höher  liegen- 
den Wasser-Bassin  A  nach  einem  tiefer  liegenden  Wasser-Bassin 
B  abfliesst,  so  findet  man,  dass  die  Bewegung  des  abfliessenden 
Wassers  so  lange  eine  gleichförmige  sein  wird,  als  die  Höhe  des 
Wasserspiegels  A  über  dem  Boden  des  Canales  an  der  Eintritts- 
stelle dieselbe  Grösse  hat  wie  die  Höhe  des  Wasserspiegels  B 
über  dem  Boden  des  Canales  an  der  Ausflussmündung  (Fig.  744). 
Die  Bewegung  wird  auch  dann  noch  eine  gleichförmige  bleiben, 
wenn  beide  Wasserspiegel  um  eine  und  dieselbe  Grösse  steigen 
oder  fallen.     Die  Bewegung   wird    dagegen   eine    ungleichförmige 
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sein,  wenn  nur  einer  ton  den  beiden  Wasserspiegeln  eine  andere 
Höhenlage  annimmt,   also  t.  B.   in  dem  Falle,  wenn  der  Wasser- 
spiegel  B    um   eine    ge- 
Fig.  744.  wisse  Grosse  sinkt,  wäh- 

rend    in     dem      oberen 
Bassin    A    der    Wasser- 
spiegel die  frühere  Höhen- 
lage beibehält.     Da  nach 
eingetretenem  Beh  arrungs- 
zustaude     durch      jeden 
Querschnitt    die    gleiche 
Wassermenge      M       pro 
Secunde     hindurchfliesst. 
so  muBS  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  dem  grösseren  Quer- 
schnitte an  der  Eintrittsstelle  in  den  Canal  kleiner  Bein   als  in 
dem   kleineren   Querschnitte   an  der  Ausflussmündung   desselben: 
folglich   ist   die  Bewegung  des  Wassers   in  diesem  Falle  eine  be- 
schleunigte.    Das   ganze   Gefälle  —  d.   h.    die   Höhendifferenz  der 
beiden   Wasserspiegel   A   und  B,    —  ist   in  diesem  Falle   grosser 
als   dasjenige  Gefälle ,   welches   zur  Ueberwindung  der   Reibungs- 
widerstaude   oder    zur   Erhaltung    einer    gleichförmigen   Bewegung 
ausreichen  würde,  und  dieser  Ueberschnss  ist  es,  welcher  die  Be- 
schleunigung hervorbringt. 

Um   die   Bewegung   längs   des   Tlieilea  x   der   ganzen    Canal- 
strecke  zu  bestimmen  (Fig.  745),  hat  man  sich  das  ganze  Gefalle 
dieser  Strecke  —  d.  h.   die  Höhen- 
B'  differenz    z    zwischen    den     beiden 

Punkten    Pt    und    Pt    des    Wasser- 
spiegels —   in    zwei    Theile    zerlegt 
zu    denken ,    von     denen    der    eine 
*tm&r,;c ,^^^__Jh     (nacj,   Gleichung    1133)    zu  berech- 
~f^*  gf      nende     Theil)     auf    Ueberwindung 

der    längs    dieser    Strecke    wirken- 
den Reibungs-Widerstände  verwendet  wird,  und  der  andere  Theil 

äs" 

Grösse   »,    bis   auf  die   Grösse  vt    erhöht.     Man   erhält   also  die 
Gleichung: 

1135)    z  =  U-  l  J-+  !■     -  j'-. 
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In  dieser  Gleichung  ist  für  eine  jede  der  drei  Grössen  f\  P  und 
v  der  mittlere  Werth  resp.  des  Wasserquerschnitts,  des  Wasser- 
perimeters und  der  Geschwindigkeit  längs  der  Strecke  x  zu  Sub- 
stituten —  d.  h.  für  eine  jede  das  arithmetische  Mittel  von  den 
zwei  Werthen,  welche  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke 
entsprechen.  Wenn  also  mit  Ft  und  F2  resp.  die  Querschnitts- 
flächen  an  den  beiden   Endpunkten    bezeichnet    werden,    so    ist 

JP    -4-   TT 

F=  —-i? — '   zu    setzen.     In    gleicher    Weise    ist   der    mittlere 

Wasserperimeter  P  =  -1  y  *  zu  setzen.  Die  pro  Secunde  vor- 
beifliessende  Wassermenge  hat  die  Grösse  M  =  Flv1  =  F2v2; 

TUT  \zT 

also  ist  Vj  =  -p~  und  v2  =  4r,  folglich  die  mittlere  Geschwiudig- 

keit  v  =  Vx  ~^Vl-  =  2  (  „-  -f-  -pr)  zu  setzen.  Nach  Substi- 
stitution  dieser  WTerthe  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

ii36^  z  -  'x  ML  <^+**)  1*1+ Iß\  _l  J*Ln  _  i  \ 

Sind  die  Wasserquerschnitte  an  den  beiden  Endpunkten  der 
Strecke  x  nebst  der  von  dem  Canale  pro  Secunde  fortzuführenden 
Wassermenge  M  gegeben,  so  kann  aus  dieser  Gleichung  das  er- 
forderliche Gefälle  des  Wasserspiegels  berechnet  werden;  ist  statt 
dessen  ausser  jenen  beiden  Querschnitten  das  Gefälle  z  gegeben, 
so  kann  die  obige  Gleichung  auch  umgekehrt  zur  Berechnung 
der  Wassermenge  M  benutzt  werden. 

Wenn  bei  der  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gewählten  Profil-Form 
(Fig.  743)  die  Wassertiefe  am  oberen  Ende  einer  bestimmten  Strecke  3  Meter, 
am  unteren  Ende  2,95  Meter  beträgt,  so  ist  Fx  =  27,588,  Px  =■  16  und  F2 
=  26,868 ,  P2  =  15,8  zu  setzen.  Wenn  ferner  die  Länge  dieser  Strecke  die 
Grösse  x  =  100  Meter ,  und  das  Gefalle  des  Wasserspiegels  längs  derselben 
die  Grösse  z  =  0,1  Meter  hat,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  für  die 
pro  Secunde  vorbeifli essende  Wassermenge  der  Werth  M  =  54  Cubikmeter. 

Ein  genaues  Resultat  ist  indessen  bei  dieser  Berechnungs- 
weise nur  dann  zu  erwarten,  wenn  der  Unterschied  zwischen  den 
Querschnitten  an  den  beiden  Endpunkten  der  Strecke  x  eine  sehr 
geringe  Grösse  hat.  Die  oben  gefundene  Gleichung  nimmt,  wenn 
darin  für  das  Gefälle  z  der  aus  Fig.  745  zu  entnehmende  Werth 
z  =  at  -f-  sc  sin  a  —  a2  substituirt,  und  die  Gleichung  alsdann  für 

x  aufgelöst  wird,  die  Form  an: 

AP  /  1  1  \ 

a*  —  a2_  Yi  \F*—F*) 


1137) 


x  = 


r  3fMPt  +  P,)  {Fx  +  F.)  •       ' 

*  8^  F*F*  "  —  sm  a 


734  Achter  Abschnitt.    Cap.  XXXIfT.    §  184. 

Diese  Gleichung  —  ebenso  wie  die  vorhergehende  —  wird  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Bewegung  des  Wassers  längs  der  Strecke 
x  erfolgt,  um  so  genauer  darstellen,  je  kürzer  diese  Strecke  ge- 
wählt wird,  und  je  kleiner  in  Folge  dessen  die  Wassertiefen- 
Differenz  a,  — at  ausfallt.  Wenn  man  sich  die  ganze  Differenz 
zwischen  den  beiden  Wassertiefen  an  den  beiden  Endpunkten  des 
ganzen  Canales  zerlegt  denkt  in  die  einzelnen  Wassertiefen- 
Differenzen  ax  —  a2.  at  —  ar  a^  —  a4  . . .,  so  kann  man  mit 
Hülfe  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  die  jenen  einzelnen 
Tiefeu-Aenderungen  entsprechenden  Strecken  x,.  jr2,  j?3  . .  .  eine 
nach  der  anderen  berechnen,  sobald  für  die  fortzuführende  Wasser- 
menge Af  ein  bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist.  oder  vor- 
läufig angenommen  wurde.  Man  erhält  auf  diese  Weise  das  zu 
jenen  willkürlich  gewählten  Wassertiefen  als  Ordinalen  gehörige 
System  von  Abscissen  für  diejenige  Curve.  welche  das  Längen- 
Profil  des  Wasserspiegels  bückt.  Lniem  man  diese  Rechnung 
probeweise  mit  verschiedenen  Werthen  von  J/  wiederholt,  findet 
man  für  das  Längen-  Profil  des  Wasserspiegels  schliesslich  die- 
jenige Curve.  welche  hinsichtlich  der  Lage  ihrer  beiden  End- 
punkte den  in  der  Aufgabe  gestellten^  Bedingungen  genügt,  so 
wie  diejenige  Wassermeiige .  welche  bei  dieser  Form  des  Längen- 
profiles  pro  Secunde  fortgeführt  wird.  Auf  solche  Weise  würde 
z.  B.  die  Wassermenge  Jf  zu  ermitteln  sein,  welche  bei  dem  in 
Fig.  744  angegebenen  Falle  von  A  nach  Bt  abfliesst. 

§  1SL 
SUahoke  und  Stnnweite. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  ungleichförmige  Be- 
wegung des  Wassers  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur 
für  die  lUÜfcltnnigtc »  sondern  auch  für  die  verzögerte  Bewegung. 
Das  Vorhandensein  einer  verzögerten  Bewegung  längs  einer  be- 
stimmten Canal-  oder  Fl uss  -  Strecke  setzt  als  Bedingung  voraus: 
dass  der  Wasseniuerschnitt  am  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke 
grösser  ist  als  am  oberen  Endpunkte  derselben.  Eine  solche  ver- 
zögerte Bewegung  des  Wassers  tritt  ein.  sobald  unterhalb  jener 
Strecke  an  irgeud  eiuer  Steile  mittelst  einer  localen  Querschnitts- 
Verengung  —  entweder  der  Breite  nach  tz.  B.  durch  einen  seit- 
lichen Eiubau.  durch  Brückenpfeiler)  oder  der  Höhe  nach  iz.  R 
durch  ein  Ueberfallswehr  oder  eine  sonstige  locale  Erhöhung  des 
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Grundbetts)  —  eine  Aufstauung  des  Wassers  in  der  stromauf- 
wärta  gelegenen  Strecke  hervorgebracht  wird.  Unmittelbar  ober- 
halb der  Stau -Stelle  wird  in  diesem  Falle  der  Wasserspiegel  so 
lange  steigen,  bis  derselbe  diejenige  Höhe  erreicht  hat,  bei 
welcher  die  in  jeder  Secunde  durch  den  verengten  Querschnitt 
hindurchfliessende  Wassermenge  ebenso  gross  geworden  ist  wie 
die  Wassermenge,  welche  vorher  bei  überall  gleichem  Querprofile 
in  jeder  Secunde  an  dieser  Stelle  vorbeifloss  (vergl.  §  179). 

Die  Wassermenge  M,  welche  bei  einem  sogenannten  „unvoll- 
kommenen Ueberfalle"  oder  „Grundwehre"  (dessen  Schwelle  tiefer 
liegt  als   der   Unterwasserspiegel)    in 
Pig.  74B.  jeder  Secunde  abfliegst,  setzt  sich  zu- 

sammen aus  zwei  Theilen,  nämlich 
dem  Theile  Mt ,  welcher  durch  den 
unteren  Theil  des  verengten  Quer- 
schnitts zwischen  der  Schwelle  und 
dem     Unterwas  irspiegel)     hindurch- 

_  fiiesst,    und  dem  Theile  M^ ,  welcher 

c  »>        durch    den   oberen    Theil   des  Quer- 

Pig.  747.  Schnitts    oberhalb    des    Unterwasser- 

spiegels abflicsst  (Fig.   746   und   Fig. 
747).      Sämmtliche     Theilchen      der 
Wassermenge  Mt  messen  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten    durch    den    ver- 
engten Querschnitt  hindurch,  da  die 
Druck  hol  lendiflerenz     für    alle    diese 
Theilchen    eine   und  dieselbe  Grösse 
hat,     nämlich     die    Grösse    k.      Die   gemeinschaftliche    Ausfluss- 
gesch windigkeit  u   für   diesen  Theil   der  ganzen  Ausflussmenge  ist 
daher  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1138)     *  =  -£_-£     oder 


«  =  y2s*  +  c*«*l/2j  (*  +  -£), 


in  welcher  c  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  unmittelbar  ober- 
halb der  Stau -Stelle  bedeutet  oder  die  Geschwindigkeit,  mit 
.  welcher  die  Wassertheilchen  sich  bewegten ,  bevor  an  der  Ueber- 
falls-£telle  die  Geschwindigkeitszunahme  eintrat.  Diese  Anfangs- 
geschwindigkeit hat  —  wie  obige  Gleichung  zeigt  —  denselben 
Einfluss,    welchen    eine    Vergrösserung    der    Druckhöhe    um    die 
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Grösse  k  =  -z—  haben  würde.     Das  Verhältniss  der  Geschwindig- 

2g  ° 

keit  c  zu  der  Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  das  ungestauete 
Wasser  unterhalb  der  Stau -Stelle  durch  die  überall  gleichen 
rechteckig  vorausgesetzten  Querschnitte  von  der  Grösse  a  .  b  hin- 
durch weiter  fliesst,  ist  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der 
betreffenden  Querschnitte  zu  setzen,  also  ist: 

1139)  (a-f  h)b.c  =  abv     oder     c  =  -~^. 

Bei  gegebener  Stauhöhe  h  kann  hiernach  die  Geschwindigkeit  c. 
so  wie  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe: 

1140)  -5i  =  _«!£_  =  * 
>      2g         2g  (a  +  h)* 

als  eine  bekannte  Grösse  betrachtet  werden;  ebenso  auch  die 
Geschwindigkeit : 

1141)  u  =  V2f(h  +  k). 

Wenn  mit  ja  de  Ausflusscoefficient  bezeichnet  wird,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  für  den  ersteren  Theil  der  Ausflussmenge  der 
Werth  : 

1142)  Mx  =  fj,bÄl  J/20(*  +  *)• 

Die  durch  den  oberen  Theil  des  verengten  Querschnitts  fliessende 
Wassermenge  At2  ist  nach  den  in  §  174  für  den  Ausfluss  au> 
rechteckiger  Oeffnung  in  verticaler  Wand  gefundenen  Gleichunger. 
zu  berechnen,  wobei  als  Druckhöhe  für  den  unteren  Kand  (kr 
Ausflussöffnung  die  Grösse  h-\-k  und  für  den  oberen  Rand  $\* 
Grösse  k  in  Rechnung  zu  bringen  ist.  Nach  Gleichung  1073 
ist  also: 

1143)  M2  =  ±  jxb  V^(Vß  +  ky-Vk>). 

Die  Summe  dieser  beiden  Wassermengen  ist  der  ganzen  Wasser- 
menge M  gleich  zu  setzen,  folglich  ist: 

1144)    M  =  i,i  \/2J  [A,  yh  +  k  +  |  (V(h  + '*)»  -  \-V)[. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  einer  vorgeschriebenen 
Stauhöhe  h  entsprechende  Höhe  des  Unterwasserspiegels  über  der 
Ueberfallskante  der  Werth: 

1145)    A,  =  -  fc  -  M  -,-_     -  -  A  f *  +  k  -  V37l 

Wenn  z.  B.  die  Stauhöhe  h  =  0",5  vorgeschrieben  ißt,  und  bei  den  m- 
gestaueten  Wasser  die  Geschwindigkeit  v  =  l»,75 ,   die  Wassertiefe  «  --  2" 
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war,  so  ist  nach  Gleichung  1139)  c  =  -~^-  =  lm,4,  und  nach  Gleichung  1140) 

k  =  0"',1  zu  setzen.  Wenn  ferner  die  Breite  des  Canales  an  der  Staustelle 
die  Grösse  b  —  10m,  an  den  übrigen  Stellen  dagegen  die  Grösse  6  =  12™  hat, 
so  ist  die  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  M  =  12  .  2  .  1,75  =  42 
Cubikmeter,  und  wenn  der  Ausflusscoefficient  fx  =  0,8  gesetzt  wird,  so  ergiebt 
sich  für  Ät  aus  obiger  Gleichung  der  Werth:  ht  =  lm,lb7\  und  für  die  er- 
forderliche Höhe  der  Schwelle  über  dem  Canal-Boden  der  Werth:  $— a  — A, 
=  2  —  1,157  =  0,843  Meter. 

Unterhalb  des  Wehres  ist  die  Wassertiefe  unverändert  gleich 
a  geblieben;   unmittelbar  oberhalb  des  Wehres  dagegen  hat  die- 
selbe in  Folge  der  Stauung  bis  auf  die  Grösse  a-f-Ä  zugenommen. 
Stromaufwärts  nimmt  die  Wassertiefe   allmälig  ab,    bis  dieselbe 
am   Endpunkte  der  Stauweite  wieder  in  die  Grösse  a  übergeht. 
Um    die  sogenannte    „Staucurve"    zu    berechnen,    oder    diejenige 
Curve,    nach   welcher  das  Längeuprofil    des   gestaueten   Wasser- 
spiegels  gekrümmt  ist,   hat  man   das  am   Schlüsse   des  vorigen 
Paragraphen  erklärte  Verfahren  anzuwenden.    Man  denkt  sich  die 
ganze  Stauhöhe  h  zerlegt  in  die  einzelnen  Wassertiefen-Differenzen 
ax  — a2,   a2  — a3,   a3  — a4  .  .  . ,    und    berechnet  alsdann,   vom 
Wehre  anfangend,  nach  und  nach  die  zu  diesen  willkürlich  ange- 
nommenen   Tiefen -Aenderungen    gehörenden    einzelnen    Strecken 
xv  a?2,   as3  .  .  .  mittelst  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
allgemeinen  Gleichung  1137),  welcher  auch  die  folgende  Form  ge- 
geben werden  kann: 

1146)     x—  -        w  [px  +  p\)(Fx+-FJ 

sin  ol  —  c,  — — —  f-T5-  .15-  


*g  .*** 


2     W 
2 


Fig.  748. 


Für  ein  rechteckiges  Profil  von   überall  gleicher  Breite  b  ist 
nach  der  in  Fig.  748  gewählten  Bezeichnung  zu  setzen:  F2=bt 

und  F{  =  b  (<  —  A),  für 
kleine  Werthe  von  A  also 
annähernd : 

F%  —  Fi  ^  62  (t  _  a)2 

—  b*t2  =  —  2b*tA. 

Wenn  man  ferner  a%  —  ax  =  A 
setzt  und  hinsichtlich  der 
übrigen  Glieder  die  Differenz  zwischen  den  Profileu  an  den  beiden 
Endpunkten    der     Strecke    x    vernachlässigend    —    die    Wrerthe 
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Fx  =bt=.  F2  und  l\  =b-\-2t  =  P.2  substituirt,  so  nimmt  die 
obige  Gleichung  für  diesen  Fall  die  einfachere  Form  an: 

A            sin  a  _  c  (l  +  2  -£)  -    \2  y 
1147)     -= ^ bJ-*ß±l—. 

Dem  im  vorigen  Zalilenbeispiele  für  die  Geschwindigkeit  des  ungestalteten 
Wassers  angenommenen  Werthe  v  =  ru,75  entspricht  nach  Gleichung  1133) 
als  Gefälle  des  Canalbodens  pro  Längeneinheit  der  Werth  sin  i  =  0,000683. 
Wenn  man  ausserdem  die  Werthe  M  =  42 ,  C  =  0,00772  (entsprechend  der 
Geschwindigkeit  c  =  lm,4  unmittelbar  oberhalb  des  Wehres),  /  =  t0  =  a  +  A 
=  2m151  b  =  12m  und  x  =  100m  substituirt ,  so  erhält  man  aus  obiger  Glei- 
chung für  die  Grösse  A,  um  welche  oberhalb  des  Wehres  die  Wassertiefe 
längs  der  ersten  Strecke  von  100  Metern  stromaufwärts  abnimmt,  den  Werth 
A  =  0n\0266.  Für  die  Wassertiefe  am  Endpunkte  dieser  Strecke  ergiebt  sich 
demnach  der  Werth  2,5  —  0,02(56  =  2m,4734,  und  für  die  Geschwindigkeit  an 

2  5 
dieser  Stelle  der  Werth:   «j^öt  .1,4=  lm,415.  Wenn  man  dem  entsprechend 

in  der  obigen  Gleichung  die  Werthe  C  =  0,007715  und  t  =  2W,4734  substi- 
tuirt, im  Uebrigen  aber  die  vorigen  Werthe  unverändert  beibehält,  so  ergiebt 
sich  für  die  Abnahme  der  Wassertiefe  längs  der  zweiten  Strecke  von  100  Me- 
tern der  Werth  A  =  0m,0257.  Auf  gleiche  Weise  können  die  Abnahmen  der 
Wassertiefen  längs  der  folgenden  Strecken  berechnet  werden. 

§  185. 
Widerstände  der  Flüssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Korper. 

Gesetze  oder  Erfahrungsformelu ,  nach  welchen  die  Wider- 
stände ruhender  Flüssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Körper,  oder 
die  Stosswirkungen  bewegter  Flüssigkeiten  gegen  ruhende  fe>!t 
Körper,  für  beliebig  gegebene  Fälle  im  Voraus  mit  einiger  Sicher- 
heit berechnet  werden  könnten,  sind  bislang  nicht  bekannt.  Für 
die  betreffenden  Erfahrungscoefficienten  sind  von  verschiedenen 
Beobachtern  sehr  verschiedene  Werthe  gefunden.  Den  nachfol- 
gend angegebenen  Mittelwerthen  jener  Coefficienten  ist  deshalb 
nur  ein  geringer  Grad  von  Zuverlässigkeit  beizumessen. 

Im  Allgemeinen  darf  man  annehmen,  dass  der  Widerstand, 
welcher  der  Bewegung  eines  an  allen  Seiten  von  der  Flüssigkeit 
umgebenen  (symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  der  Bewegungsrich- 
tung parallele  Achse  geformten)  festen  Körpers  entgegenwirkt, 
ungefähr  proportional  ist  dem  Quadrate  der  relativen  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit,  oder  der  Ge- 
sell windigkeitshöhe,   welche  dieser  relativen  Geschwindigkeit  ent- 
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spricht,  dass  derselbe  ferner  proportional  ist  der  grössten  Quer- 
schnittsfläche des  Körpers  rechtwinkelig  zu  jener  Achse  genommen, 
oder  der  Protection  des  Körpers  auf  einer  rechtwinkelig  zur  Be- 
wegungsrichtung  stehenden  Ebene,  und  ausserdem  proportional 
der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit.  Annähernd  ist  daher  jener  Wider- 
stand zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1148)     W=^F£, 

in  welcher  7  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit,  F  den 
Flächeninhalt  jener  grössten  Querschnittsfläche  oder  Projection, 
v  die  relative  Geschwindigkeit  und  £  einen  von  der  Form  des 
Körpers  abhängigen  Erfahrungscoefficienten  bezeichnet. 

Für  ein  in  der  Richtung  seiner  Achse  sich  bewegendes  Prisma, 
dessen  Länge  das  Vier-  bis  Sechsfache  des  mittleren  Querschnitts- 
durchmessers nicht  übersteigt,  ist  der  Widerstandscoefficient  £  =  -«- 

zu  setzen.  Bei  grösserer  Länge  des  Prisma  nimmt  in  Folge  der 
grösseren  Reibung  an  den  Seitenflächen  der  Widerstandscoefficient 
einen  grösseren  Werth  an.  Dasselbe  gilt  von  dem  Widerstands- 
coefficienten  eines  in  seiner  Achsenrichtung  sich  bewegenden  Cy- 
linders.  Für  einen  rechtwinkelig  zu  seiner  Achsenrichtung  be- 
wegten Cylinder  ist  der  Widerstandscoefficient  ungefähr  halb  so 

gross,  also  £  =  --  zu  setzen.  Für  eine  hohle  Halbkugel  von  ge- 
ringer Wandstärke  ist  £  =  2,5  zu  setzen,  wenn  die  concave  Fläche 
die  Vorderfläche  bildet. 

Hiernach  würden  z.  B.  für  einen  in  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft 
mit  der  Geschwindigkeit  v  —  5m,6  vertical  abwärts  sinkenden  Fallschirm, 
welcher  ungefähr  die  Form  einer  hohlen  Halbkugel  und  in  seiner  Horizontal- 
Projection  einen  Flächeninhalt  von  20  Quadratmetern  hat,  die  Werthe  C  =  2,5 

T  =  1,293,  F=  20  und  |^  =  ir^!!!i   =  1".6  in  Gleichung  1148)  zu  sub- 

stituiren  sein,  woraus  für  den  vertical  aufwärts  wirkenden  Luftwiderstand  der 
Werth  W  =  103  KU.  sich  ergiebt.  Es  würde  also  das  Totalgewicht  des  Fall- 
schirmes nebst  der  an  demselben  hängenden  Last  höchstens  103  Kil.  betragen 
dürfen,  wenn  beim  Herabsinken  aus  grosser  Höhe  die  Geschwindigkeit  des- 
selben niemals  grösser  werden  soll  als  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  ein 
von  der  Höhe  h  =  lm,6  im  luftleeren  Baume  frei  herabfallender  Körper  er- 
langen würde. 

Für  eine  Kugel  ist  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  C  =  0,5  zu 
setzen.  Bei  grossen  Geschwindigkeiten  (wie  z.  B.  bei  den  Ge- 
schwindigkeiten   der   Geschützkugeln)    nimmt    der   Widerstands- 
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Widerstände  der  Flüssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Körper.         741 

meinschaftlichen  Bewegung.  Denkt  man  sich  den  Raum,  in  Be- 
zug auf  welchen  bei  den  vorigen  Fällen  die  Flüssigkeit  als  ruhend 
zu  betrachten  war,  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung 
ausführend,  deren  Geschwindigkeit  derjenigen  des  festen  Körpers 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  in  welchem  Falle  der  letztere 
also  in  absolutem  Ruhezustande  sich  befinden  würde  —  so  er- 
kennt man  leicht,  dass  jene  Wirkungen  nicht  von  der  absoluten, 
sondern  nur  von  der  relativen  Geschwindigkeit  des  festen  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  abhängen  können,  und  dass  die 
allgemeine  Gleichung  1148)  —  soweit  dieselbe  das  Gesetz  jener 
Wirkungen  überhaupt  richtig  darstellt  —  ebensowohl  für  den 
Fall  gelten  muss,  in  welchem  der  feste  Körper  ruht  und  die  Flüs- 
sigkeit sich  bewegt,  als  für  den  Fall,  in  welchem  jener  Körper 
die  Bewegung  ausführt  und  die  Flüssigkeit  im  Ruhezustande  sich 
befindet. 

Die  von   der  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  übertragene 
Gesammtwirkung   setzt  sich  zusammen  aus  den  Wirkungen  gegen 
die  einzelnen  Flächentheilchen  seiner  Oberfläche.   Wenn  die  Vorder- 
fläche des  Körpers   eine  ebene  Fläche   ist,    welche  rechtwinkelig 
zur  relativen  Bewegungsrichtung   steht,   so  setzt  sich  der  Druck 
gegen  diese  Vorderfläche   wiederum  zusammen    aus  dem  hydro- 
statischen Drucke,    welchen  unter  sonst  gleichen  Umständen  die 
ruhende  Flüssigkeit  gegen  die  Fläche  ausüben  würde,  und  einem 
Ueberdrucke,  welcher  in  Folge  der  relativen  Bewegung  der  Flüssig- 
keit gegen    die   Mäche    zu  jenem   hydrostatischen   Drucke    noch 
hinzukommt    In  der  Regel  versteht  man  unter  dem  Drucke  einer 
Flüssigkeit  gegen  eine  relativ  zu   derselben  bewegte   Fläche   nur 
jenen   Ueberdruck.     So   z.    B.    pflegt    man    bei   der   Angabe    des 
Druckes,    welchen  der  Wind   gegen  eine  rechtwinkelig  zur  Wind- 
richtung stehende  Fläche  ausübt,  nur  den  Ueberschuss  des  wirk- 
lichen Druckes  über  den  statischen  Atmosphärendruck  anzugeben. 
In  diesem  Sinne  ist  der  Druck  einer  Flüssigkeit  gegen  eine  recht- 
winkelig zur  relativen  Bewegungsrichtung  stehende  ebene  Fläche  F 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1149)     D  =  ItF£, 

in   welcher  die  Grössen   C,  7*   v  wiederum  die  oben  angegebenen 
Bedeutungen  haben. 

Die   Grösse  des   Erfahrungscoefficienteu  C  für  Wasser  würde 
man    z.    B.    auf  die    in   Fig.   749   dargestellte   Weise   bestimmen 
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können,  irnb-m  m.-n  **i»  rM.-litwiikk*-!ij  ffelM^pn»-^.  au*  einrm  hori- 
zontalen und  einem  Terticalen  Schenkel  be>tehendt^>  Rohr  in  den 

Wassrrstrom  auf  <i  •Ich* 
**ä-  749.  Fig.  750.  Wei^e  hineins^tzt,  da^ 

' — -  die  Mümlumz  de«  hori- 

zontalen Svht- nkeU  £t— 
gm  den  Strom  uericht*-t 
ist  i"Pitot*>che  Rohre". 
Die    Höhendifferenz    k 
zwischen   der  Was^er- 
-  st:ind*höhe  im  vertit-a- 
~  Ien    Rohre    und    d»m 
7  äusseren  Wasserspiel:^ 
zeigt  die  Grosse  jene* 
Ueberdruckes    an .     und    wenn    man    den    dieser    Höhendifferenz 
entsprechenden   hydrostatischen  Druck   *Fh  dem   obigen   Wertlie 
von  D  gleichsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1150)     1Fh  =  l^Ff-     oder     Ä  =  ;  |i , 

welche  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  Z  benutzt  werden  kann, 
sobald  die  Grössen  h  und  v  bekannt  sind,  oder  auch  zur  Bestim- 
mung einer  der  beiden  Grössen  h  und  p,  sobald  der  Coefficient  Z 
und  die  andere  von  jenen  beiden  Grössen  bekannt  sind. 

Nach  Weisbach 's  Versuchen  ist  in  dieser  Gleichung    £  =  l",5t>    zu 
setzen.    Hiernach  würde  z.  B.  dem  Werthe  h  =  2m  die  Geschwindigkeit  r  — 

2   9  Hl    2 
"*'     :-    =5  Meter  entsprechen.    Wenn  also  z.  B.  der  Wasserbehälter 

eines  Locomotiv-Tenders  auf  die  in  Fig.  750  angedeutete  Art  in  Verbindung 
gesetzt  wird  mit  einem  unterhalb  derselben  zwischen  den  Schienen  betiu»i- 
lichen  Wasserbehälter,  so  wird  bei  einer  Höhendifferenz  Ton  2  Metern  zwischen 
den  beiden  Wasserspiegeln  ein  Hinaufströmen  des  Wassers  in  den  Tendern 
so  lange  stattfinden,  als  die  Fahrgeschwindigkeit  mehr  als  5  Meter  betragt. 
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